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Resumen

Se presenta una ampliacion del modelo de razonamiento configural para el analisis de la resolucién
de problemas empiricos de geometria, en los que los datos iniciales son numéricos o literales. La
extensién del modelo de Razonamiento Configural consiste en la ampliacion de significados de las
Aprehensiones Operativas y Discursivas (Duval, 1998) y la aceptacion del uso del registro algebraico
en el discurso generado durante la resolucion de problemas de geometria con lapiz y papel. La inclusion
del registro algebraico en el modelo se fundamenta en los conceptos de conversion y tratamiento de la
Teoria de los Sistemas Semi6ticos de Duval. Analizamos varias resoluciones a un problema empirico
con el nuevo modelo de Razonamiento Configural extendido para evidenciar su potencial.
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Resumo

Este trabalho apresenta uma extensdo do modelo de raciocinio configural para a andlise dos
problemas empiricos de resolucdo de geometria, no qual os dados iniciais sé&o numérica ou literal. A
extensdo do modelo de raciocinio Configural consiste no alargamento dos significados deles apreensdes
operacionais e discursivas (Duval, 1998) e a aceitacao do uso do registro algébrico no discurso gerado
durante a resolugdo de problemas de geometria com lapis e papel. A incluséo do registro algébrico no
modelo baseia-se 0s conceitos de conversdo e tratamento da Teoria dos Sistemas Semiéticos de Duval.
Analisamos vérias resolugdes de um problema empirico com o novo modelo de raciocinio Configural
estendido para revelar o seu potencial.
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Coordinacién de procesos cognitivos: geometria y algebra

Abstract

This paper presents an extension of the model of configural reasoning for the analysis of the
resolution of empirical problems of geometry, in which the initial data are numerical or literal. The
extension of the configural reasoning model consists in the widening of operative and discursive
apprehension meanings (Duval, 1998) and the acceptance of the use of the algebraic register in the
discourse generated during the resolution of geometry problems with pencil and paper. The inclusion of
the algebraic register in the model draws on the concepts of conversion and treatment of the Theory of
Semiotic Systems by Duval. We analyzed several resolutions to an empirical problem with the new
extended configural reasoning model to show its potential.

Key words. Representation systems; Configural reasoning; Empirical problem; Geometry and
Algebra.

Coordination des processus cognitifs dans la résolution des problémes: relation entre la
géométrie et I’algébre

Résumé

Cet article présente une extension du modéle de raisonnement configural pour [’analyse de la
résolution des problémes empiriques de la géométrie, dans lequel les données initiales sont numériques
ou littéerales. L’extension du modéle de raisonnement Configural consiste en [’élargissement des
significations de ces appréhensions opérationnelles et discursives (Duval, 1998) et I’acceptation de
lutilisation de [’enregistrement algébrique dans le discours généré lors de la résolution des problemes
de géométrie empirique avec crayon et du papier. L’inscription de ['enregistrement du modéle
algébrique est basée sur les concepts de la conversion et le traitement de la Théorie des Systémes
Sémiotiques de Duval. Nous analysons plusieurs résolutions a un probléme avec le nouveau modéle de
raisonnement Configural étendu afin de démontrer son potentiel.

Paroles clés. Systémes de représentation; Raisonnement configural; Probléme empirique;
Géomeétrie et Algebre.

1. Introduccion

En este trabajo presentamos una ampliacion del modelo de razonamiento configural
(Torregrosa & Quesada, 2007; Prior & Torregrosa, 2013) al ambito del anélisis de la
resolucion de problemas de probar de geometria que contienen datos numeéricos en el
enunciado. En este trabajo denominamos problemas de geometria empiricos a
problemas de probar en el que su enunciado asigna cantidades y relaciones entre las
cantidades a los objetos geométricos. El uso del modelo extendido en este tipo de
problemas permite mostrar que los estudiantes siguen los mismos procesos cognitivos
que hemos identificado en las resoluciones de problemas clasicos de probar en
Geometria, usando los modos de representacion algebraico y geométrico.

El uso del modelo de razonamiento configural, para analizar la resolucion de
problemas de geometria empiricos, ofrece una aproximacion cognitiva y matematica a
la comprension del comportamiento del alumno al resolver este tipo de problemas
(Zazkis & Dubinsky, 1996). La literatura sobre la demostracion matematica (prueba)
tiene distintos focos: aspectos epistemoldgicos (Balacheff, 2008; Hanna & Jahnke,
1996); dificultades del alumno (Harel & Sowder, 1998); coordinacion de estrategias
visuales y analiticas (Zazkis, Dubinsky & Dautermann, 1996); relacién entre discurso
y demostracion (Duval, 1995; Robotti, 2012), relacion entre conjeturar y probar (Fiallo
& Gutiérrez, 2017); y enseflanza/aprendizaje de la prueba en varios contextos
educativos (Hilbert, Renkl, Kessler & Reiss, 2008; Ibafies, 2002; lbafies & Ortega,
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2005; Komatsu, 2016; Miyazaki, Fujita & Jones, 2017; Reiss, Heinze, Renkl & Grof3,
2008).

La propuesta integra diferentes aspectos para analizar las dimensiones,
epistemoldgica, cognitiva y discursiva, de la demostracion mateméatica como manera
de analizar las aproximaciones analiticas y geométricas de alumnos en la resolucion de
los problemas empiricos. A partir de la teoria de la representacion de Duval y sus
estudios sobre los procesos cognitivos de visualizacion y razonamiento, el modelo del
razonamiento configural permite analizar producciones de alumnos cuando resuelven
problemas de probar de Geometria, en un entorno de lapiz y papel (Torregrosa &
Quesada, 2007; Torregrosa, Quesada & Penalva, 2010; Prior & Torregrosa, 2013). En
el uso inicial del modelo de razonamiento configural se consideraron problemas de
probar clasicos de geometria con lapiz y papel. Sin embargo, en la etapa escolar y en la
Universidad se consideran problemas de contexto geomeétrico que involucran medidas
como datos (problemas de aplicacion de resultados geométricos a la vida real). Estos
problemas no exigen una demostracion matematica formal en sentido estricto, pero si
precisan del conocimiento y uso de las mismas propiedades y resultados geométricos
tedricos para resolver los problemas de probar. El analisis de los procesos de resolucion
de estos problemas empiricos conlleva problemas tedricos que deben abordarse y
resolverse con caracter previo. Por ejemplo, no se dan hipotesis consistentes en
propiedades geométricas genéricas (dado el triangulo isosceles de la figura) sino datos
numericos o literales (en el triangulo de la figura los lados miden a, ay b cm). Asi, las
aprehensiones discursivas, las asociaciones de configuraciones puntuales a
afirmaciones matematicas, no siguen el mismo proceso. Ademas, durante la resolucion
de problemas empiricos, aparece el registro algebraico para convertir el enunciado dado
y los datos en expresiones algebraicas que no se contempla en el modelo de
razonamiento configural.

2. Planteamiento del problema

Veamos el analisis de la solucion a un problema clasico de geometria de probar,
utilizando el modelo del razonamiento configural, para lo que necesitamos definir los
elementos tedricos que utilizamos.

2.1. Elementos tedricos en el modelo de razonamiento configural

Llamamos Razonamiento Configural (RC en adelante) al desarrollo de la accién
coordinada entre Aprehensiones Operativas y Aprehensiones Discursivas, realizada por
el alumno, asociando afirmaciones matematicas y/o realizando modificaciones en la
configuracion inicial, cuando resuelve un problema de geometria mediante lapiz y papel
(Torregrosa & Quesada, 2007; Torregrosa et al., 2010; Prior & Torregrosa, 2013).

Un alumno realiza una Aprehension Operativa (en adelante AO) cuando modifica
la configuracion inicial del problema (Duval, 1995, 1998, 1999). El significado de esta
modificacion incluye: afiadir o quitar elementos geométricos a/de la configuracion
inicial; reconfigurar las partes (subconfiguraciones) de la configuracion inicial,
moviendo las subconfiguraciones como piezas de un rompecabezas; identificar un
elemento geométrico elemental (segmento, angulo, triangulo, circulo...) en cuanto que
se “aisla” prescindiendo (quitandolo) del resto de la configuracion inicial. La
modificacion se puede realizar tanto fisica como mentalmente ya que no se representan
todas las modificaciones del resolutor.
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Un alumno realiza una Aprehensién Discursiva (en adelante AD) cuando asocia
una configuracion identificada con una afirmacion matematica, para inferir
conocimiento que le ayude a resolver el problema (Duval, 1995, 1998, 1999). Esta
asociacion puede tener dos desencadenantes que corresponden a: la subconfiguracién
identificada por el alumno le recuerda alguna afirmacion matematica, en cuyo caso
decimos que hay un cambio de anclaje de visual a discursivo, o bien los conocimientos
tedricos del alumno le llevan a buscar la subconfiguracion adecuada en la configuracién
inicial, en cuyo caso decimos que hay un cambio de anclaje de discursivo a visual. El
término afirmacion matematica incluye teoremas, axiomas, definiciones,
propiedades...

Al analizar las acciones coordinadas AO/AD, que realiza el alumno para resolver
el problema, se clasifica su respuesta segun los siguientes desenlaces del RC:

- Si hay solucion al problema:

o Truncamiento, desenlace que ocurre cuando la coordinacion realizada
por el alumno proporciona la “idea” que resuelve el problema, permitiéndole
generar un proceso deductivo que resuelve el problema. El truncamiento hace
referencia al momento en que el alumno “se da cuenta” de la solucion. En ese
momento finaliza el proceso de razonamiento, entendido como deducir
informacién nueva a partir de otra dada o conocida, y empieza el proceso de
generar el discurso deductivo para comunicar la solucion. Por tanto, el término no
se refiere a ninguna interrupcion.

o) Conjetura sin demostracion, el razonamiento permite generar una
solucion al problema, pero basada en conjeturas no probadas, como inferencias
realizadas en base a percepciones, erréneas o no, de la configuracién inicial.

- Si no hay solucién al problema

o Bucle, que se da cuando se establecen afirmaciones matematicas que no
permiten el avance hacia la solucion, de forma que los resolutores vuelven a la
situacion inicial, una o varias veces, ante la imposibilidad de avanzar en la
resolucion. Por tanto, decimos que RC desemboca en bucle, cuando se da una
situacién de bloqueo que no permite el avance hacia la solucién.

2.2. Problemas de geometria clasicos y empiricos

En los problemas de geometria clasicos de probar intervienen conceptos
geomeétricos: “dos cuerdas paralelas”, “recta perpendicular a las cuerdas” que “pasa por
el centro de la circunferencia” o “contiene los puntos medios”. Se dan situaciones o
propiedades geométricas elementales y se pide “Probar que”. En los problemas
empiricos se dan las medidas de los elementos geométricos y se pide “Calcular”. En el
problema empirico de la Figura 1, se dan las medidas de las cuerdas y la distancia entre
ellas, concretando las opciones de intervencion del alumno para resolver el problema.
En ocasiones esta concrecion es una limitacion que no deja lugar a la creatividad, pero
en otras ocasiones orienta las acciones para resolver el problema. Igualmente, existen
diferencias en la pregunta que se solicita en cada tipo de problema. En los enunciados
clasicos a menudo se pide demostrar una propiedad de caracter general: “contiene los
puntos medios de ambas cuerdas”, mientras que en el problema empirico se pide
calcular la medida del radio de la circunferencia, que es un dato concreto de la situacién
particular propuesta.
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Enunciado de problema clasico. Dadas dos cuerdas paralelas de una circunferencia,
demostrar que la recta perpendicular a las cuerdas que pasa por el centro de la
circunferencia contiene a los puntos medios de las cuerdas.

Enunciado de problema empirico. Las dos cuerdas paralelas de una circunferencia
miden 12 y 16 cm. La distancia entre ellas es 2 cm. Calcula el radio de la circunferencia.

Figura 1. Ejemplos de enunciados de problemas clsico y empirico

El uso de problemas empiricos en las etapas educativas es actualmente
predominante en el estudio de la Geometria. Esta tendencia se justificaria entre otras
razones por la motivacién que aporta este tipo de problemas geométricos; el uso que
hacen de ellos los libros de texto en la educacion Secundaria; la formacion recibida por
los graduados de carreras técnicas (ingenieros y arquitectos) en los primeros cursos.

2.3. Sobre los procesos de resolucién

En cuanto al proceso de resolucidn, laresolucion de los problemas clasicos se apoya
en la capacidad de coordinar conocimiento geométrico, para realizar conjeturas que
desemboquen en la solucion del problema (demostracion matematica). Mientras que en
los problemas empiricos, el proceso de resolucion no conlleva la resolucion de
cuestiones generales, sino que se estudia una situacion geomeétrica especifica y se
calcula un dato concreto de ella. Por otra parte, el registro geométrico para comunicar
una demostracion, de un problema clasico de probar en Geometria, no contempla el uso
del registro algebraico (ecuaciones/sistemas de ecuaciones), mientras que la solucion a
los problemas empiricos se apoya en la posibilidad de usar este registro. Esta situacion
nos ha llevado a intentar avanzar en la comprension de la coordinacion de los procesos
cognitivos de los alumnos (realizando AO y AD) en la resolucion de problemas
empiricos.

2.4. Ejemplo de analisis de la resolucion de un problema clasico de geometria
de probar segun el modelo RC

Dado el problema clasico de geometria de probar que aparece en la Figura 1,
analizaremos una resolucion segin RC:

Problema 1. Dadas dos cuerdas paralelas de una circunferencia, demostrar que la
recta perpendicular a las cuerdas que pasa por el centro de la circunferencia contiene
a los puntos medios de las cuerdas.

Solucion. Realizamos la construccion de una circunferencia de centro O y
representamos dos cuerdas paralelas AB y CD (Figura 2). Trazamos los segmentos OA
y OBy larecta perpendicular a AB gque pasa por O, llamando P al punto de interseccién.
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Considero los triangulos AAMDP y ABOP, que verifican:

g E N 1.-0P=0P lad ¥
- = porlado comun
c /\ /\ D 2.- OA = OB por serradios de la misma circunferencia
3.- los trigngulos son rectangulos por construccidn
4. Luego podemaos aplicar el teaorema cateto-hipotenusa y sabemos g
8] NADP = ABOP.

5. Por definicidn de congruencia de tridngulos se verifica que
AP = BP, porlo gue

6. P es punto medio de AB.

Analogamente se procede con la cuerda CD.

Figura 2. Una solucion al problema 1 clasico de geometria de probar

Anadlisis de la solucion desde el modelo RC

En primer lugar, se representa la situacion geométrica descrita en el enunciado
mediante la construccidn de una circunferencia de centro O. Esta accién supone una
AD (recordar la definicion de circunferencia) y asociarle la configuracion de puntos del
plano que equidistan de un punto que llamamos centro (lo que supone una AO).

Del mismo modo, se realiza una AD con la definicion de cuerda. Cuando esta se
asocia con el segmento AB o el CD identificados, estamos ante una AO. A continuacion
se traza la recta perpendicular a la cuerda AB que pasa por O, lo que constituye una AO
pues afiadimos un elemento geométrico a la configuracion inicial de circunferencia y
cuerdas, cuya definicién constituye una AD. Andlogamente ocurre con los radios, AD
(definicidn de radio de una circunferencia) que asociamos a los segmentos identificados
OA u OB, que trazamos realizando una AO. Llamamos P al punto de corte de AB con
larecta OP. Todas estas acciones, salvo el trazado de los radios OA y OB, corresponden
a la realizacion de una representacion de la situacion geometrica descrita por el
enunciado.

Seguidamente se identifican los dos triangulos AAOP y ABOP, mediante una AO,
ya que se prescinde del resto de la configuracion, y se asocia con el criterio de
congruencia cateto-hipotenusa mediante una AD. Las condiciones a verificar para
aplicar el criterio cateto-hipotenusa corresponden a 1, 2 y 3 de la respuesta escrita. En
cada condicion se observa una AO (identificacion de una subconfiguracion) asociada a
una propiedad/afirmacién matematica que constituye la AD.

En 4 se establece la conclusion de que los tridngulos rectdngulos son congruentes.
Por definicion de tridngulos congruentes (AD) identificamos como congruentes a los
segmentos correspondientes AP y BP (AO). De lo que se deduce que P es punto medio
de la cuerda AB. Analogamente se procederia con el punto medio de la cuerda CD. Esta
es una respuesta que un experto podria dar al problema de probar planteado y que ha
sido usada para describir el analisis de una resolucion desde el modelo RC. En esta
resolucion, el truncamiento se produce cuando el resolutor traza los radios OA y OB,
ya que en ese momento sabe la solucion que busca.

2.5. Problematica del analisis de la respuesta a un problema empirico segun el
modelo RC

Dado el problema empirico de la Figura 1, presentamos el analisis de una solucién
segun RC.

6 AIEM, namero 12, noviembre de 2017



G. Torregrosa

Problema 2. Las dos cuerdas paralelas de una circunferencia de la figura miden
12 y 16 cm. La distancia entre ellas es de 2 cm. Calcula el radio de la circunferencia.

Solucidn. Trazamos la circunferencia de centro O y las dos cuerdas AB de 12 cm
de longitud y la CD de 16 cm. La distancia entre ellas es de 2 cm. Construyo el segmento
OP perpendicular a AB en P (punto medio de la cuerda AB, por lo que sabemos que
pasara por el centro de la circunferencia) y trazo los radios OB y OD. Llamo Q al punto
de interseccion de OP con la cuerda CD (Q también es punto medio de CD, por ser OP
una perpendicular a la cuerda que pasa por el centro de la circunferencia).

Llamamaos x ala medida da OP

A /,’:—‘—\ 1. Considero al iangulo AOPB qua &s ractangulo y verifica
12 E B F=g=+x [1)
P 2. Considero el iangulo ADQD que &5 rectangulo y verifca
; : o] [ e opE
= <=2+ 8 (2)
16 - Pp—
3, De (1) ¥ (2) igualamos y quada

Q F+¥=(e2F+ 07 (3)
4, Resolvamos la @cuacion (3) y quada
J=dx+ 4, dedonde w=8cm
5. Bustiluyando an (1) l@namos qua r= 8.2

Figura 3. Solucion al problema 2 empirico

Analisis de la solucion al problema 2 desde el modelo RC

Al igual que en el problema 1, comenzamos representando la situacion geométrica
del enunciado mediante la construccion de una circunferencia de centro O. Esta accion
supone una AD (recordar definicion de circunferencia) y asociarle la configuracion de
puntos del plano que equidistan de un punto que Ilamamos centro (lo que constituye
una AO). Del mismo modo, se realiza una AD con la definicion de cuerda y cuando se
asocia esta con el segmento AB o el CD identificados, estamos realizando una AO. A
continuacion se traza la recta perpendicular a la cuerda AB que pasa por O, lo que
constituye una AO, pues afiadimos un elemento geométrico a la configuracion inicial
de circunferencia y cuerdas, y asociamos la definicién, lo que constituye una AD.
Analogamente ocurre con los radios, AD (definicion de radio de circunferencia) que
asociamos a los segmentos OA y OB y trazamos realizando una AO. Llamamos P al
punto de corte de AB con la perpendicular que pasa por O, y Q al punto de corte con la
cuerda CD, lo que equivale a aislar, en cada caso, un punto (realizando una AO) al que
asociamos la propiedad de ser punto medio de sus respectivas cuerdas (realizamos una
AD al vincular la subconfiguracion con el conocimiento geométrico “la recta
perpendicular en el punto medio de una cuerda pasa por el centro de la circunferencia™).
Igualmente, trazamos los segmentos OB y OD (AO) y los asociamos a la definicion de
radio (AD).

Seguidamente, identificamos el segmento OP (realizando una AO) y le asignamos
una medida que llamamos x. Esta accién no tiene significado tedrico en el modelo RC
puesto que no asociamos el segmento con ninguna propiedad/definicion/teorema 'y, por
tanto, no realizamos una AD, en el sentido definido en el modelo. Esto mismo ocurre
cuando, en la representacion geométrica particular del problema, hemos afirmado que
Py Q distan, respectivamente de B y de D, 6 y 8 cm. También identificamos puntos
(AO) pero no asociamos con propiedad/definicién/teorema, sino con una medida.

Ademaés, en 1y 2 enel proceso de resolucion (Figura 3) consideramos los tridngulos
AOPB y AOQD, realizando en cada caso una AO, y les asociamos la propiedad de ser
rectangulos mediante una AD, pero aparecen dos ecuaciones cuyo significado no se
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contempla en el modelo RC; esto es, aparece el registro algebraico. En 3, 4 y 5,
realizamos unas manipulaciones simbdlicas de las ecuaciones que, teniendo sentido en
el registro algebraico (tratamiento) puesto que estamos resolviendo el sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas, carece de interpretacion dentro del modelo RC.

El' modelo RC (Torregrosa & Quesada, 2007; Torregrosa et al., 2010), para analizar
las respuestas a los problemas clasicos de probar en geometria, no permite analizar
completamente los procesos de resolucion en los problemas empiricos. En el enunciado
no se dan hipotesis consistentes en propiedades geométricas (dadas dos cuerdas
paralelas de una circunferencia), sino datos numeéricos o literales concretos (las dos
cuerdas paralelas miden 12 y 16 cm). Esto implica que las AD (asociaciones de
configuraciones puntuales a afirmaciones matematicas) que el modelo exige identificar
no siguen el mismo proceso. Por otra parte, durante la resolucion de los problemas
empiricos, aparece el registro algebraico para convertir enunciado y datos en
expresiones algebraicas. El tratamiento necesario para la solucién no se contempla en
el modelo RC inicial.

3. Extension del modelo RC

La extension del modelo RC al analisis de los problemas empiricos consiste en
considerar que en las AD, dentro del significado de afirmacion matematica que incluia
a teoremas, axiomas, definiciones, propiedades,... también se incluyan las condiciones
iniciales (hipotesis) de los problemas empiricos, expresados como datos numéricos o
literales (7 cm; x cm). Ademas, tenemos en cuenta el registro en el que se representa el
discurso generado durante la resolucion del problema. Debemos considerar, junto al
registro geométrico, el registro algebraico dentro de un contexto geométrico. Esta
inclusion del registro algebraico en el modelo se justifica, desde el punto de vista
cognitivo, mediante el significado del concepto de conversién entre registros de
representacion (Duval, 1999). Es decir, los estudiantes convierten un problema
representado en registro geométrico en unas condiciones representadas en registro
algebraico. De la misma forma, cuando los estudiantes generan el discurso para la
resolucion del problema planteado mediante registro algebraico (resuelven las
ecuaciones planteadas) estan realizando un tratamiento dentro del mismo registro
algebraico.

Por tanto, la extension del modelo teérico RC consiste, en primer lugar en la
ampliacion del significado que damos a la expresion afirmacion matematica,
considerando como tal a cada uno de los datos numeéricos o literales en los problemas
empiricos. En segundo lugar, RC extendido considera el uso del registro algebraico en
la solucion de los problemas, en los dos procesos sefialados: uso del registro algebraico
como proceso de conversion entre registros distintos, y uso del registro algebraico como
proceso de tratamiento, dentro de un registro, para resolver sistemas de ecuaciones.

Con estas ampliaciones, es posible identificar los tres tipos de desenlaces:
truncamiento y conjetura sin demostracion, cuando el proceso desemboca en solucién
al problema planteado; bucle, cuando el alumno vuelve a la situacion de partida una o
varias veces, entrando en una trayectoria de bloqueo. Para evidenciar la necesidad de la
ampliacion del modelo RC, realizamos el analisis de la respuesta de una alumna a un
problema empirico (Figura 4). Indicamos los momentos del proceso de resolucion en
los que son necesarias las ampliaciones de los elementos tedricos del modelo
configural.
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Problema 3. Dos circulos son tangentes interiores como se
muestra en la figura. Calcula los radios de ambos circulos.

Figura 4. Problema empirico 3

Este problema muestra una situacion geométrica particular (“como se muestra en
la figura”) de dos circunferencias tangentes interiores y pide la medida de un elemento
geométrico de dicha situacion (“el radio de cada circulo”). Se afiaden las medidas de
tres segmentos particulares como datos. Por tanto, no se hace mencién a propiedades
geométricas genéricas y se solicita el calculo de las medidas de dos segmentos. Se
presenta en la Figura 5 la transcripcion de la respuesta de la alumna 1:

l.— ., z+18=y+ 10
y—xr=8 (1)

2. — Coloco letras para poder formar ecuaciones

I

3. . x4+ s wop, cuerdas (o freulo pegueno
3 -1 18} 1 i ! }

(2) y*=2x*+18r Reemplazol en 2

1. (x + B)* x4+ 18x
r? 4 16z + 64 = 27 + 18z
2r = G4
x 32

Bi=50 R:=32+9=41

Figura 5. Transcripcion de la respuesta de la alumna 1 al problema 3

Anélisis de la respuesta desde el modelo RC

La alumna, en 1, plantea una igualdad entre dos expresiones de la medida del radio
del circulo mayor segun las incognitas que usa en la configuracion inicial (coloco letras
para poder formar ecuaciones). El simbolo .. se lee “por tanto”. Seguidamente, en 2,
Ilama R1 al radio del circulo mayor y R2 al radio del circulo menor que expresa en
funcion de x, calculandolos a partir de la definicidén de radio como mitad del didmetro
(aungue no lo cita). Hasta este momento, la alumna esta identificando elementos
geométricos de ambos circulos (los radios de ambos) y trata de asociarles su medida.
El hecho de identificar elementos geométricos se puede interpretar desde RC como
realizacion de aprehensiones operativas puesto que prescinde del resto de la
configuracion inicial. Sin embargo la asociacion de una medida a un elemento
geométrico no equivale a la asociacion con una afirmacion matematica, es decir: no es
lo mismo que asociar un teorema, un axioma, una definicion, una propiedad. EI modelo
RC que usamos para realizar el analisis de las soluciones a los problemas clasicos de
probar en Geometria no contempla esta accion cognitiva de asociar una medida a un
elemento geométrico. En 3, la alumna usa una propiedad de las cuerdas junto a una
ecuacion, sin relacion directa con lo anterior, que resuelve el problema. Esta propiedad
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esta vinculada a la identificacion de la sub-configuracion (parte de la configuracion
inicial) de la Figura 6:

Figura 6. Subconfiguracion relevante identificada

Esta identificacion constituye una AO, para asociar a la subconfiguracion de la
Figura 5 la propiedad de las cuerdas: “Si P es un punto en el plano y se fija una
circunferencia con centro O, entonces para toda recta que pase por P y corte a la
circunferencia en dos puntos A, B, se cumplira que PAXxPB es constante”. El valor de
dicha constante se denomina potencia del punto P respecto de la circunferencia de
centro O. La asociacién entre subconfiguracion y afirmacion matematica es una AD
que permite realizar una conversion entre registro grafico y algebraico (propiedad de
las cuerdas en forma de relacion algebraica). En 4, la alumna realiza un tratamiento
dentro del registro algebraico (resuelve las ecuaciones) y da la solucion al problema
(accién no contemplada en el modelo RC). El desenlace de RC es la solucion al
problema propuesto. En 3, la alumna realiza un truncamiento; cuando escribe la
expresion algebraica realizando la conversion de la propiedad de las cuerdas ya conoce
el camino para la resolucion al problema (RC desemboca en truncamiento). Solo tenia
que resolver las ecuaciones planteadas.

En el relato del andlisis se mezclan conceptos en el modelo RC (AO y AD,
coordinacion entre ambas, cambios de anclaje) con la aparicion de ecuaciones (en
registro algebraico), algunas vinculadas a afirmaciones matematicas genéricas
(propiedad de las cuerdas) y otras a la configuracién que acompafia el enunciado del
problema (medidas 10 y 18 de la configuracion inicial, x+18 = y+10). El rol
desempefiado por ambos tipos de ecuacion en el proceso de resolucion del problema es
distinto. Las ecuaciones no vinculadas a afirmaciones matematicas genéricas no son
contempladas en el modelo RC.

4. Andlisis con el modelo RC extendido
4.1. Ejemplo alumna 2

La Figura 7 muestra la respuesta de la alumna 2 al problema empirico 3. Se ve una
solucion que usa afirmaciones geométricas (teorema de Pitagoras) y su conversion en
registro algebraico y complementa con relaciones algebraicas (ecuaciones) entre las
medidas de los diametros y radios de ambas circunferencias. Una vez establecidas las
ecuaciones resuelve el sistema y logra la solucion.
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1. en 4. Roen I

(r+9-10)2+81 =+

Figura 7. Transcripcion de la respuesta de la alumna 2 al problema 3

Anélisis de la respuesta desde el modelo RC extendido

1- Identifica los diametros de ambas circunferencias realizando una AO y
les asocia sus medidas (2r y 2R) mediante una AD.

2- Relaciona ambos segmentos segln los datos del problema y expresa la
relacion en registro algebraico, realizando una conversién pasando del registro
gréafico al registro algebraico, 2r+18=2R. Posteriormente simplifica la relacion
mediante tratamiento obteniendo r+9=R

3- Identifica el triangulo (AQO) cuyos lados miden x, 9, r (AD). Identifica el
triangulo (AO), asumiendo sin demostracion que es rectangulo, y le asocia el
teorema de Pitagoras (AD). Expresa la relacion dada por el teorema de Pitdgoras
en registro algebraico.

4- Asocia dos expresiones literales x+10 y R (AD) al segmento
identificado, el radio mayor (AQO). Expresa la identidad en registro algebraico y
realiza un tratamiento. Indica el paso siguiente: 3 en 2 en la continuacion del
tratamiento.

5- Sustituye y resuelve el problema.

El proceso de resolucion desemboca en una solucion de conjetura sin demostracion
al aceptar sin demostrar que el triangulo identificado es rectangulo. El uso del modelo
RC extendido da cuenta de las coordinaciones cognitivas entre registro geométrico y
algebraico al incorporar las ideas del tratamiento y conversion entre registros.

4.2. Ejemplo alumno 3
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La Figura 8 muestra la respuesta del alumno 3 al problema 3, siendo en este caso
una solucién totalmente expresada en registro algebraico. Aqui el alumno parte de la
definicion de la tangente trigonométrica de un angulo y plantea varias expresiones para
un mismo angulo. Realiza el tratamiento adecuado en el registro algebraico y resuelve.
Circulo interior

VT didirmetre

d (f— 0P = ¥ - 18R

It = 200 100 = ¥ — 18R

LNy 20

i 0 Chreudfo grearas

#. I dvne tro o'wonl o pegue e = i

B t+ = 18=d
ik d
1L ¥ 11 cirowlo

Figura 8. Transcripcion de la respuesta del alumno 3 al problema 3

Analisis de la respuesta desde el modelo RC extendido

1. En la figura del enunciado, el alumno identifica tres triangulos
rectangulos con &ngulos rectos marcados en color (AO). Marca los angulos
agudos de cada triangulo en A1 y ~2. Estas acciones se corresponden a AO
(identificacion de subconfiguraciones) y AD al asociarles sus valores 1, 2.

2. También realiza una AD cuando asocia el valor de 90 a la medida del
angulo ~1+72. Igualmente, realiza una AO cuando identifica un angulo inscrito
que abarca una semicircunferencia y le asocia su medida 90°.

3. ldentifica el radio del circulo grande (AO) y le asocia su valor R (AD).

El alumno no ha demostrado que los didmetros se cortan formando dngulos rectos.
Por ese motivo, al igual que en el ejemplo anterior, se considera que hay un desenlace
del RC de conjetura sin demostracion. Identifica segmentos que forman parte del radio
del circulo grande y le asocia sus medidas, de acuerdo con los datos del problema (R,
R-10 y R-18). Todas estas identificaciones y asociaciones son acciones coordinadas
entre AO (al aislar parte de la subconfiguracion y expresarla en registro algebraico) y
AD (al asociar las medidas). En 1y 2, aparece la expresion de la tangente del a&ngulo
A1 en forma de dos cocientes, a partir de identificar la subconfiguracion de la Figura 9.

A
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Figura 9. Subconfiguracidn relevante del problema 3 para el alumno 3

A partir de la identificacion de las subconfiguraciones: tridngulos AOC y COB (lo
que constituyen dos AO) el alumno asocia la definicion de la tangente trigonométrica
del mismo angulo en dos triangulos distintos (lo que constituye en cada asociacion una
AD). En el momento en que el alumno identifica el mismo &ngulo en ambos triangulos
se produce truncamiento (aunque cabe considerar este desenlace como conjetura sin
demostracion por aceptar, sin demostrarlo, que los diametros son perpendiculares). El
alumno ya sabe como resolver el problema. A partir del punto 3 y hasta el final,
mediante el tratamiento adecuado dentro del registro algebraico (resolviendo el sistema
de ecuaciones), el alumno encuentra la solucion. Esta solucion utiliza solamente
registro algebraico en su presentacion en lenguaje escrito. Ni siquiera ha dado la
definicion de la tangente trigonométrica de un angulo como “cateto opuesto partido por
cateto adyacente”. Se ha limitado a representar la situacion particular del problema en
lenguaje algebraico para hallar las relaciones (ecuaciones) que necesitaba para llegar a
la solucidn.

5. Discusion y conclusiones

Con este trabajo se indica la pertinencia de ampliar el modelo RC, usado en el
analisis de la resolucion de problemas de probar de geometria clasicos, en un contexto
de lapiz y papel, cuando se resuelven problemas empiricos. Se han analizado tres
soluciones a un problema empirico, correspondientes a tres estrategias de resolucion.
Una en la que la alumna 1 utiliza una propiedad geométrica general (propiedad de las
cuerdas), que convierte al registro algebraico y que complementa con una relacién
algebraica, a partir de la situacion particular de la figura (igualdad entre dos expresiones
del radio mayor) para hallar la solucion. Esta solucion ha servido para introducir la
necesidad del modelo RC extendido. La resolucion se podria considerar que constituye
un razonamiento geométrico general en registro algebraico. En la segunda resolucion,
la alumna 2 busca una relacion entre los radios de ambas circunferencias, que le lleva a
establecer una ecuacion (que expresa la relacién entre radios) y que complementa con
una propiedad genérica (teorema de Pitagoras). En esta solucion hay una mezcla de
razonamientos y registros algebraico y geométrico. En la tercera, el alumno 3 expresa
de dos formas la tangente trigonométrica del mismo angulo, que no define, obteniendo
una ecuacién con una incégnita que resuelve el problema, con una solucion en registro
algebraico.

Los ejemplos descritos muestran el potencial explicatorio del modelo RC
extendido, cuando se usa para el andlisis de la resolucion de los problemas empiricos.
Con el modelo extendido podemos analizar las respuestas de los alumnos a problemas
empiricos y asi avanzar en el estudio de caracteristicas del razonamiento de los alumnos
cuando resuelven problemas de probar y calcular en contexto geométrico, con lapiz y
papel, tanto si usan un registro solo geométrico como si introducen en su discurso el
registro algebraico.

Todas las respuestas analizadas suponen cierta la perpendicularidad entre los
didmetros de la circunferencia mayor pues la utilizan, aunque sea implicitamente, para
resolver el problema, pero no la explicitan. Este es un problema recurrente en
geometria. A veces utilizamos enunciados con figuras “mudas” (sin ninguna marca) y
decimos simplemente, como en nuestro problema: Dos circulos son tangentes
interiores como se muestra en la figura. Esta forma de proceder no es coherente con
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la exigencia a los alumnos de que no deben basar sus conjeturas en lo que parece que
se cumple en la configuracion inicial que acompafia a los enunciados. Esta reflexion
implica que deberiamos restringir el uso de las figuras mudas en el enunciado de los
problemas. Tal vez, el hecho de no incluir la hip6tesis de la perpendicularidad de los
didmetros del circulo mayor ha propiciado la aparicion de varias soluciones,
evidenciando que es muy complicado estudiar los procesos desarrollados por los
alumnos durante la resolucion de un problema a través de un contenido fijado a priori,
como por ejemplo “conocimiento susceptible de ser utilizado” (Clemente & Llinares,
2015).

Con los problemas empiricos ampliamos los objetivos de nuestra investigacion.
Desde el registro geométrico, que necesita conocimiento de afirmaciones matematicas
y capacidad de coordinacion para relacionarlas y generar luego un discurso expresado
segun las normas del razonamiento deductivo, pasamos a considerar estrategias de
resolucion que estan expresadas en una combinacion de registros geométricos-
algebraicos. Una caracteristica de los problemas empiricos es el registro algebraico, que
es un lenguaje potente. Aunque precisa conocimiento matematico igual que el registro
geométrico, el rol desempefiado por la coordinacion entre hechos geométricos pierde
relevancia. Cuando el alumno es capaz de expresar (representar) la situacion geométrica
del problema en forma de ecuaciones (registro algebraico), estas se resuelven de manera
“algoritmica”, simplificAndose la tarea de elaborar un discurso deductivo al responder
a la caracteristica del propio problema (“Calcular”). Se precisan investigaciones de
largo periodo de observacion para evidenciar analogias/diferencias, si las hay, entre el
razonamiento de los alumnos en diferentes tipos de problemas por causa de la
formacion recibida, segin haya predominado el registro geométrico o el algebraico.

La solucion del problema que hemos presentado se desencadena a partir de la
identificacion de una subconfiguracion relevante, aunque el desencadenante no
funcione desde el anclaje visual al discursivo (Clemente, Llinares & Torregrosa, 2017).
Hay evidencias que sugieren que el conocimiento tedrico de los alumnos les hace
“buscar” la subconfiguracion que se ajuste a dicho conocimiento tedrico (Llinares &
Clemente, 2014). Sin embargo, son necesarios mas trabajos de investigacion para
explicar el cambio de anclaje (Duval, 1998). La identificacion de caracteristicas que
explicasen como realizan los alumnos los cambios de anclaje tendria implicaciones en
la ensefianza de las matematicas en general y de la geometria en particular: identificar
como los estudiantes realizan la asociacion entre lo que identifica en una configuracion
inicial y las afirmaciones matematicas que conoce. En otras palabras: por qué hay
estudiantes que resuelven los problemas, generalmente, con cambio de anclaje de visual
a discursivo y otros que realizan la asociacion en sentido contrario: de discursivo a
visual.
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Coordination of cognitive processes in problem solving:
relationship between geometry and algebra.

German Torregrosa, Universidad de Alicante (Spain)

The study of the characteristics of students’ reasoning when they solve problems
of geometry with pencil and paper has led us to elaborate a theoretical model called
Configural Reasoning (CR). CR implies that students develop a coordinated action
between Operative and Discursive Apprehensions, associating mathematical
affirmations and/or making modifications in the initial configuration when they are
solving a geometry problem with pencil and paper.

From a cognitive standpoint, the CR model explains the development of the process
followed by students when facing geometrical problems of proof. Nonetheless, the
model does not well cover the analysis of students’ answers in the resolution of
empirical geometrical problems; that is, when students solve problems in which the
initial conditions are not geometric properties but concrete measures (numerical or
literal). Due to the dominance of empirical geometrical problems in secondary
education, the greater relation of these problems with students’ daily life and the greater
motivation involved, it is necessary to investigate new approaches to the CR model in
order to expand the set of problems that can be analyzed.

Extended Configural Reasoning (ECR) is the result of research around such new
approach. This paper presents the extension of the CR model for the analysis of the
resolution of empirical problems of geometry, in which the initial data are numerical or
literal. The extension of the CR model consists of considering that in Discursive
Apprehensions, within the meaning of "mathematical affirmation™ including theorems,
axioms, definitions, properties as well as the initial conditions (hypotheses) of empirical
problems, expressed as numerical or literal data. Furthermore, this new model considers
the algebraic register generated in the discourse during the resolution of a problem,
within a geometrical context. This inclusion of the algebraic register in the model draws
on the concepts of conversion and treatment of the Theory of Semiotic Systems by
Duval. After the analysis of several resolutions to an empirical problem with the ECR
model, newer aspects have come to explain the "traditional” behavior of students in
their learning of Geometry. For future research, we could consider the use of "silent"
figures. We could also change our focus to incorporate the analysis of resolution
strategies expressed through hybrid geometrical-algebraic registers.
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Interpretacion de gréaficos estadisticos por futuros profesores de Educacion Secundaria
Resumen

El objetivo del trabajo fue evaluar la interpretacion de gréficos estadisticos por parte de estudiantes
que se preparan como futuros profesores en el Master de Formacion del Profesorado de Educacion
Secundaria y Bachillerato. Con dicha finalidad, analizamos las respuestas escritas de 65 estudiantes de
la especialidad de matematica a tres tareas en las que deben interpretar el histograma, diagrama
acumulativo y gréfico de la caja de la distribucion de la esperanza de vida al nacer en 193 paises
diferentes. Se categorizan las interpretaciones de los participantes, en funcién del nivel de lectura
alcanzado y de acuerdo con los resimenes estadisticos y elementos del grafico que interpretan. Aunque
la mayoria de las interpretaciones son correctas, en el anélisis de las respuestas se identifican errores
de comprension de algunos conceptos estadisticos, que deberian considerarse en la formacién de
profesores.

Palabras clave. Conocimiento comun del contenido, futuros profesores, Educacion Secundaria y
Bachillerato, graficos estadisticos.

Interpretacéo de gréaficos estatisticos por futuros professores do ensino secundario
Resumo

O objetivo de trabalho é avaliar a interpretacdo de gréaficos estatisticos por estudantes que se
preparam como professores no Masters de Formac&o de Professores. Para atingir este objectivo sdo
analisadas as respostas de 65 estudantes na especialidade de matematica para trés tarefas em que tém
de interpretar o histograma, diagrama cumulativos e grafico de caixa para a distribuicdo de expectativa
de vida em 193 paises. S&0 categorizadas suas interpretacdes tendo em conta o nivel de leitura da
resposta, 0s resumos e elementos dos gréaficos que eles interpretam. Embora a maioria das
interpretagdes dos participantes estavam corretos, a analise das respostas revela erros em compreender
alguns conceitos estatisticos que devem ser levadas em conta na formagado desses professores.

Palavras chave. Conhecimento comum do conteldo, futuros professores, ensino médio e alto,
graficos estatisticos.

Prospective secondary school teachers’ interpretation of statistical graphs

Para citar: Gea, M.M., Arteaga, P. y Cafiadas, G.R. (2017). Interpretacién de graficos estadisticos por
futuros profesores de Educacion Secundaria. Avances de Investigacién en Educacion Matematica, 12,
19-37.
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Interpretacion de gréaficos estadisticos por futuros profesores de Educacion Secundaria

Abstract

The aim of this paper is the assessment of the interpretation of statistical graphs by students in the
Masters of Secondary and High School Teacher Education. To achieve this aim we analyse the responses
of 65 students in the itinerary of mathematics to three tasks in which they have to interpret the histogram,
cumulative diagram and box plot for the distribution of life expectation in 193 countries. We categorize
their interpretations taking into account the reading level of the response and the statistical summaries
and elements of the graphs under interpretation. Although most participants’ interpretations were
correct, the analysis of responses reveals errors in the understanding of statistical concepts for
consideration in teacher education.

Key words. Common content knowledge, prospective teachers, secondary and high school,
statistical graphs.

Interprétation de graphiques statistiques pour les futurs enseignants du secondaire
Résumé

L’objectif de cet article est d'évaluer I'interprétation de graphiques statistiques réalisées par éléves
qui se préparent dans les Maitres de formation des enseignants de secondaire et la Baccalauréat. Pour
atteindre cet objectif, nous analysons les réponses des 65 étudiants dans la spécialité des mathématiques
a trois taches dans lesquelles ils ont interpréter I'histogramme, diagramme cumulatif et boite a
moustaches pour la distribution de I'espérance de vie dans 193 pays. Nous classons leur interprétation
en tenant compte du niveau de lecture, les résumés statistiques et des éléments des graphiques qu'ils
interpréetent. Bien que la plupart des interprétations des participants fussent correctes, I'analyse des
réponses révele des erreurs dans la compréhension de certains concepts statistiques qui devraient étre
prises en compte dans I'éducation de ces enseignants.

Paroles clés. Connaissance commune du contenu, futurs enseignants, enseignement secondaire et
Baccalauréat, graphiques statistiques.

1. Introduccion

En el trabajo con la estadistica se utilizan variedad de representaciones graficas de
relevancia en la organizacion y andlisis de datos. Pfannkuch y Wild (2004) atribuyen a
los graficos estadisticos un papel esencial en lo que denominan “transnumeracion”,
componente del razonamiento estadistico que consiste en descubrir caracteristicas de
una distribucion de datos a partir de una representacion grafica de la misma. Debido a
su presencia en los medios de comunicacién y el trabajo profesional, una persona culta
debiera poder interpretar los graficos estadisticos elementales (Sharma, 2013), ya que
esta presencia ha aumentado mucho con los avances tecnologicos (Gal & Murray, 2011;
Kemp & Kissane, 2010). Esta interpretacion no puede reducirse a una lectura literal del
grafico, sino que se deben poder identificar las tendencias y variabilidad de los datos y
obtener conclusiones sobre la informacion representada (Schield, 2011). Dichas
competencias forman parte de la cultura estadistica que, segin Gal y Murray (2011),
consta de dos componentes: (a) competencia para interpretar y realizar una evaluacion
critica de la informacion estadistica; y (b) capacidad de formular y comunicar a otros
una opinion razonada sobre dicha informacion.

La ensefianza de los gréficos estadisticos se incluye en las directrices curriculares
espafiolas de Educacién Primaria (MECD, 2014) y Educacion Secundaria y
Bachillerato (MECD, 2015) y debiera contribuir al desarrollo de las anteriores
capacidades. No obstante, el éxito en la ensefianza de este tema dependerd de la
competencia de los profesores en la interpretacion de gréaficos estadisticos, donde se
ponen en juego las dos componentes sefialadas de la cultura estadistica. En este
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contexto, las investigaciones sobre interpretacion de graficos por parte de futuros
profesores son escasas; casi en su totalidad estan centradas en futuros profesores de
Educacion Primaria, revelando dificultades para interpretar mas alla de la lectura de
datos representados (Arteaga, 2011; Gonzélez, Espinel & Ainley, 2011).

La finalidad de este trabajo es evaluar la competencia de interpretacion de algunos
graficos estadisticos incluidos en las directrices curriculares de estudiantes que se
preparan como profesores de matematica para la Educacion Secundaria y Bachillerato.
Los resultados servirdn como base para la organizacion de actividades de formacion
sobre este tema, segun recomiendan Remillard, Herbel-Eisenmann y Lloyd (2011).

2. Fundamentos

Nos basamos en dos tipos de fundamentos. Primero, la conceptualizacion del
conocimiento del profesor de matematicas, definiendo el conocimiento comun del
contenido. Segundo, la comprension grafica y los niveles de lectura de graficos.

2.1. Conocimiento del profesor de matematicas

Shulman (1986) inicié el estudio del conocimiento requerido por los profesores
para abordar con éxito la ensefianza desglosandolo en conocimiento del contenido,
conocimiento del contenido pedagdgico y conocimiento del curriculo. Su trabajo
promovid una linea de investigacién muy amplia (Blémeke, Hsieh, Kaiser & Schmidt,
2014; Even & Ball, 2009; Llinares & Krainer, 2006; Tatto & Senk, 2011).

En la investigacion sobre formacién de profesores, un marco teérico de impacto es
el del Conocimiento Matematico para la Ensefianza (MKT) (Adler & Venkat, 2014;
Ball, Lubienski & Mewborn, 2001; Hill, Ball & Schilling, 2008; Speer, King & Howell,
2015). Al igual que en Shulman (1986), se consideran el conocimiento del contenido y
el conocimiento del contenido pedagogico, dividiendo el primero en:

e Conocimiento comln del contenido, es el que posee una persona (no
necesariamente el profesor) después de haber estudiado el tema; se trataria del
conocimiento que el profesor ha de ensefiar a sus alumnos. En nuestro trabajo,
seria el conocimiento de los gréaficos estadisticos en las directrices curriculares.

e Conocimiento en el horizonte matematico, va mas alla del conocimiento coman;
incluye conocimiento del tema a un nivel superior. En nuestro caso, los graficos
utilizados en la formacion universitaria.

e Conocimiento especializado del contenido, es el aplicado por el profesor para
articular tareas de ensefianza referidas al tema a ensefiar. Por ejemplo, saber
proponer un ejemplo o evaluar a sus estudiantes.

En nuestro estudio analizamos el conocimiento comun del contenido en una
muestra de futuros profesores de Educacién Secundaria y Bachillerato sobre tres
graficos estadisticos: histograma, gréafico acumulativo y gréafico de caja. Nos
interesamos por su interpretacion, que, indirectamente, permite evaluar la comprension
que los futuros profesores muestran de los resimenes estadisticos de valor central y
dispersion y otros elementos de los graficos. Estos son conocimientos comunes en el
futuro profesor, ya que su interpretacion se incluye en las directrices curriculares.

2.2. Niveles de comprensién grafica

Muchas investigaciones analizan los componentes de la comprension grafica y los
niveles en esta comprension (Bertin, 1967, Curcio, 1987; Friel, Curcio & Brigth, 2001).
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Bertin (1967) indica que un grafico es un objeto semidtico complejo, constituido, tanto
globalmente como por cada elemento que lo compone, por signos que requieren una
interpretacion por aquellos que los leen. Segun el autor, la lectura de un grafico
comienza con una identificacién externa del tema al que se refiere, a través de la
comprension del titulo y las etiquetas. A continuacion, se requiere una identificacion
interna de las dimensiones relevantes de variacion en el grafico, es decir, las variables
representadas y sus escalas. Finalmente, se produce una percepcion de la
correspondencia entre los niveles de cada dimension visual para obtener conclusiones
sobre los niveles de cada variable y sus relaciones en la realidad representada.

Friel et al. (2001) definen la comprension grafica como la capacidad de dotar de
significado a los gréaficos creados por uno mismo o por otros. Partiendo de Curcio
(1987), se proponen los siguientes niveles en esta comprension:

e Leer los datos o identificar elementos del grafico. En nuestro estudio consistiria,
por ejemplo, en poner en relacion un elemento de un eje con el de otro eje para
extraer la frecuencia asociada a un valor de la variable o viceversa. Otro ejemplo
es cuando se describe el gréafico o su contenido, sin interpretarlo.

e Leer entre los datos o extraccion de tendencias, cuando se percibe en el gréfico
una relacion entre dos subconjuntos de datos, efectuando para ello calculos o
comparaciones. Un caso particular en nuestro estudio es determinar visualmente
la moda u otra medida de valor central o posicion, ya que para ello hay que
comparar las frecuencias en diferentes intervalos.

e Leer més alld de los datos o andlisis de la estructura, consiste en comparar
tendencias o agrupamientos o bien efectuar predicciones. Un ejemplo es cuando
se ponen en relacion los valores centrales y de dispersion de una distribucion.

e Leerdetras de los datos, consiste en integrar la informacion que ofrece el gréfico
y el contexto de los mismos para extraer conclusiones acerca de la recogida de
informacidn o la posible extensién de las conclusiones a otros casos. Este nivel
se encuadra en un conocimiento especializado y en el horizonte matematico.

En nuestro trabajo se propone a los futuros profesores la interpretacion de
diferentes graficos, esperando que lleguen al nivel més avanzado de lectura e
interesandonos por los estadisticos y elementos del gréafico que interpretan.

3. Antecedentes

En las investigaciones previas encontramos trabajos que analizan la competencia
grafica de los profesores de Educacion Primaria, en los que se detectan carencias
(Gonzélez et al., 2011). La mayoria de estos trabajos se centran en la construccién de
gréaficos. Por ejemplo, en su estudio con 29 futuros profesores de Educacion Primaria,
Bruno y Espinel (2005) encontraron errores frecuentes en la construccion de
histogramas y poligonos de frecuencia. En un estudio con 30 futuros profesores de
Educacion Primaria, Burgess (2002) encontrd sélo seis participantes capaces de
producir graficos adecuados y solo la mitad interpret6 el grafico para ponerlo en
relacion con el contexto del estudio. Monteiro y Ainley (2006), en su investigacion con
218 futuros profesores de Educacion Primaria, encontraron dificultad para leer algunos
graficos tomados de la prensa. Batanero, Arteaga y Ruiz (2010) evaltan los gréficos
producidos por 93 futuros profesores de Educacién Primaria, observando errores en su
construccion. También se analizaron los niveles de lectura, segun Friel et al. (2001),
indicando que pocos sujetos alcanzaron el nivel més alto de lectura.
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Son escasas las investigaciones sobre comprensién de resimenes estadisticos por
futuros profesores. Entre ellas citamos las de Groth y Bergner (2006), con 46 futuros
profesores de Educacidén Secundaria, sobre su comprension de la media, mediana y
moda; sus resultados indican que, aunque conocian la definicidn, no recordaban algunas
propiedades importantes o las situaciones en que hay que utilizar cada uno de estos
conceptos. Estrada, Batanero y Fortuny (2004) proponen un cuestionario a 367 futuros
profesores de Educacion Primaria para analizar su comprension de diferentes
resimenes estadisticos. Encontraron errores como no tener en cuenta los valores
atipicos en el célculo de la media, o confundir media, mediana y moda. Errores
similares fueron encontrados por Ortiz y Font (2014). También se encuentran
dificultades en trabajos sobre el conocimiento de probabilidad de futuros profesores
(Vasquez y Alsina, 2015).

Nuestra investigacion trata de completar las anteriores, proponiendo la
interpretacion de gréaficos a futuros profesores de Educacion Secundaria. Ademas de
analizar el nivel de lectura alcanzado, utilizaremos sus respuestas para analizar su
comprension de los resimenes estadisticos y elementos del grafico que citan.

4. Metodologia

El estudio cont6 con 65 estudiantes del Master de Formacion del Profesorado de
Educacion Secundaria y Bachillerato. Fueron informados de la finalidad del estudio y
cedieron sus datos voluntariamente mostrandose interesados por colaborar. La Tabla 1
resume su titulacion de procedencia, formacion didactica y experiencia docente. Todos
los participantes eran licenciados en matematicas, estadistica, ciencias o ingenieros y
habian estudiado estadistica durante la licenciatura. Conocian los graficos
considerados, tanto de su formacion universitaria como de su educacién secundaria.

Tabla 1. Experiencia didactica de los participantes (% respecto a la muestra)

Experiencia docente Asignaturas de didactica cursadas
Titulacion Si No Si No
Matematicas 22 (33,8) 12 (18,5) 11 (16,9) 23 (35,4)
Estadistica 2(31) 1(1,5) 1(1,5)
Ingenieria 11 (16,9) 8(12,3) 1(1,5) 18 (27,7)
Ciencias 2 (3,1) 8 (12,3) 10 (15,4)
Total 37 (56,9) 28 (43,1) 13 (20) 52 (80)

Las tareas propuestas (Figura 1) forman parte de un taller formativo sobre
ensefianza de la estadistica basada en proyectos. El objetivo fue estudiar la variable
“Esperanza de vida al nacer”, utilizando datos reales sobre la esperanza de vida en 193
paises tomados del servidor de las Naciones Unidas (http://hdr.undp.org/es/data). El
taller comenzo analizando el significado de la variable esperanza de vida al nacer y su
distribucidn, para lo cual se construyeron un histograma de la distribucion, un diagrama
de frecuencias acumulados, un gréfico de la caja y una tabla con estadisticos resumen.
Cada participante completo la actividad individualmente y por escrito. Recogidos los
cuestionarios se llevo a cabo un analisis del contenido, dividiendo el texto en unidades
que pueden clasificarse en un nimero reducido de categorias, con la finalidad de
realizar inferencias sobre su contenido (Colle, 2011; Krippendorff, 2013). Cada
interpretacion se analizO mediante un proceso inductivo y ciclico, que permitié
identificar las categorias utilizadas en el andlisis. A continuacion describimos estas
categorias, los resultados de la interpretacion de cada grafico y una sintesis de los
mismos. Finalizamos con la descripcion de las actividades formativas realizadas al
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finalizar la evaluacion y con algunas implicaciones para la formacion de profesores.

1. Esperanza de vida. Hemos preparado una tabla de frecuencias, graficos y calculado
algunos estadisticos de la esperanza de vida en el total de paises de la muestra.
Interpreta cada uno de estos graficos, explicando qué nos indican sobre la distribucion
de la esperanza de vida.

Estadisticas de esperanza de vida . Feperanze devids _
Media 69,2 Maximo 83,0
Mediana 72,5 Primer 64,2 i
cuartil 7
Moda 72,7 Tercer cuartil 76,1 i s
ni [Te]] £ 20 =
Minimo 46,9 D. Tipica 9,88 '___f,-
Espoeranza e vida BO-1
507
s 407
£
E 36
ap-b T ===
10 ”|:'|' TEH- ]
===
o T i
Esperanza de vida

Figura 1. Tareas propuestas

5. Resultados y discusion
5.1. Categorias de analisis de las interpretaciones de los gréaficos

Las interpretaciones de los futuros profesores de los graficos estadisticos de la tarea
se han clasificado en tres categorias “lectura de datos”, “lectura entre los datos” y
“lectura mas alla de los datos” propuestas por Curcio (1987) y Friel et al. (2001). En
cada una se han encontrado estrategias que consideramos como subcategorias, de las
cuales se muestran interpretaciones correctas e incorrectas de los futuros profesores.

Lectura de datos. Se trata de interpretaciones que suponen Unicamente una lectura literal
de los datos y se encuadran en la siguiente categoria:

Describe el contenido del grafico. Cuando se describe el significado del grafico
reproduciendo una definicion del mismo o indicando su utilidad. En el caso del
histograma, se indica que cada rectangulo representa el nimero de paises que poseen
una determinada esperanza de vida y, en algin caso, se describen los datos
representados en uno de los intervalos o incluso todos:

En este caso la frecuencia representa el n° de paises cuya esperanza de vida se encuentra
en el intervalo del eje horizontal. Por ejemplo, en el intervalo marcado se interpreta que
hay 16 paises cuya esperanza de vida esta entre 60 y 65 afios. (ME)

Hay 55 paises que tienen una esperanza de vida de 75, 36 paises con esperanza de vida de
80 y 22 paises que tienen una esperanza de 85, son pocos los paises que tienen una
esperanza de vida menor a 65 afios. (DG)

Encontramos también interpretaciones incorrectas del histograma. En linea con el
error descrito en Cobo (2003), CM confunde la media con el valor de la variable:
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Existen unos 55 paises que tienen una esperanza de vida de 75 afios, unos 36 paises que
tienen una media de 80 afios, unos 27 paises que tienen una media de esperanza de vida de
70 afios. Los demas paises que son menos, tienen una esperanza de vida de menos de 65
afos. (CM)

En menor medida, encontramos futuros profesores que interpretan que la
distribucién de frecuencias es una distribucion de personas y no de paises, o confunden
la esperanza de vida con el nimero de muertes. Otra interpretacion incorrecta es la de
MIC, quien confunde la frecuencia absoluta con porcentaje:

Este grafico nos da el porcentaje de paises que tienen una edad determinada como
esperanza de vida. Por ejemplo 12 de los paises tienen una esperanza de vida de = 50 afios.
El dato més interesante es que el 55 (més de la mitad de los paises) tienen una esperanza
de 75 afios. (MIC)

Los participantes que describen el diagrama acumulativo generalmente indican que
en dicho gréafico se representan las frecuencias acumuladas de la esperanza de vida en
el conjunto de paises de la muestra, acompafiada a veces de la interpretacion de datos
particulares del gréfico:

En el grafico se observa, que s6lo el 6,2% de los paises tienen una esperanza de vida menor
de 50 afios, que es el dato mas drastico. Un dato destacado es que el 47% de los paises
tienen una esperanza de vida entre 70 y 80 afios (JP)

Encontramos también descripciones incorrectas del diagrama acumulativo como la
siguiente, donde se confunden frecuencias acumuladas y no acumuladas:

Como podemos observar en el grafico 1 existen 0 paises donde la esperanza de vida es de
45 afios, el 6'2% tiene una esperanza de vida de 50 afios, y la esperanza de vida va
aumentando hasta que el 100% de los paises tienen una esperanza de vida entre los 85 y
90 afios. (ER)

Otros errores se deben a confusion de la frecuencia (nimero de paises con una cierta
esperanza de vida o menor) con el nUmero de muertes:

Hasta los 70 afios ha muerto el 40% de la poblacion, en los Gltimos 20 afios muere el resto
= 60%, hay una mayor concentracion de muertes en los Gltimos 20 afios (FR)

Cuando se describe el significado del grafico de la caja, se suele utilizar sus
componentes (cuartiles, maximo y minimo, y puntos extremos), indicando como se
organiza la informacién, y completando los valores de algunos estadisticos:

En este gréfico se observan de forma aproximada (pues no se da en papel milimetrado) los
siguientes datos sobre la esperanza de vida: Minimo en: 47 afios; Maximo en: 82 afos;
Mediana proxima a: 73 afios; cuartiles respectivos a 64 afios y 76 afios. (AMA)

Algunos futuros profesores indican ademas, la ausencia de datos atipicos.
No hay datos atipicos porque si no saldrian puntos sueltos (JC)

Hay también interpretaciones incorrectas del grafico de la caja, como en LT, quien
considera que el diagrama representa tan sélo la informacion de la esperanza de vida
de una cuarta parte de los paises del estudio:

Se refiere a la cuarta parte de todos los paises que intervienen en la muestra (L T)

Lectura entre los datos. Estas interpretaciones suponen el realizar céalculos o
comparaciones con los datos obteniendo al menos un estadistico, aunque no los ponen
en relacion. Son las siguientes:
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Interpreta el rango. Cuando se informa del intervalo de valores que toma la
variable, categoria también hallada en Arteaga (2011). Supone un nivel de lectura entre
datos, ya que los alumnos obtienen previamente los extremos del grafico para deducir
el rango. Las interpretaciones son correctas, tanto en el histograma (por ejemplo, EGA)
como el diagrama acumulativo (por ejemplo, AJD). Es mas dificil interpretar el rango
en el diagrama de caja. VC confunde rango con rango intercuartilico:

No hay ningln pais con la esperanza de vida inferior a 50, ni superior a 85. (EGA)

El grafico 1 nos dice que las esperanzas de vida de todos los paises estan entre 45 y 90.
(AJD)

La grafica 4 habla de una esperanza de vida de entre 63 y 77 afios. (VC)

Interpreta el maximo. Esta categoria también aparece en Arteaga (2011), requiere
realizar comparaciones, por tanto el segundo nivel de lectura. Aunque con poca
frecuencia, algunos participantes lo interpretan adecuadamente en el histograma; por
ejemplo AJD indica que el valor maximo ha de estar en el Gltimo intervalo completando
la frecuencia que corresponde a este intervalo:

La esperanza de vida maxima es de 82,5 a 87,5 afios, y esta se da solamente en 22 paises
(AJD)

Encontramos también algunas interpretaciones incorrectas en las que se confunde
la esperanza de vida con la edad de muerte:

También con todos estos graficos observamos que en los diferentes paises la poblacién no
supera los 85 afios (MJG)

En las interpretaciones incorrectas en el diagrama acumulativo se confunde la
frecuencia acumulada con la absoluta y/o el valor de la variable. Al observar que en el
grafico hay la misma frecuencia acumulada para los valores de esperanza de vida de 85
y 90 afios, ChC interpreta que hay la misma esperanza de vida; en linea con lo hallado
en Cobo (2003/ y Arteaga (2011), confunde valor y frecuencia de la variable:

La esperanza de vida a los 85 afios es igual a la esperanza de vida a los 90 afios. (ChC)

MM piensa que al ser el maximo de la frecuencia acumulada igual a 100, todos los
paises tienen igual esperanza de vida. No comprende que el méximo de la frecuencia
acumulada siempre es 100 y no lo relaciona con el valor de la variable (90):

También se observa que existe el 100% de paises que tienen la misma esperanza de vida.
(MM)

Hay futuros profesores que aluden al maximo al interpretar el grafico de la caja:
[...] la maxima esperanza de vida 83, (AJD)

Interpreta el minimo. Otros participantes interpretan el menor valor de esperanza
de vida, interpretacion que también aparece en Arteaga (2011). Aunque debiera ser
facil, encontramos interpretaciones incorrectas de este estadistico para el diagrama
acumulativo, como por ejemplo EGA, pues, como se ha dicho, la grafica se refiere a la
esperanza de vida, no a la edad de muerte:

Antes de los 45 afios no muere nadie (EGA)
Las interpretaciones del minimo en el gréfico de la caja son todas correctas:

El grafico 3 nos dice que la minima esperanza de vida es aproximadamente 47 (AJD)
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Interpreta la media. Algunos participantes interpretan la media de la variable a
partir del histograma, llegando a conclusiones erréneas ya que, por lo general, se
confunde con la mediana o la moda. Asi, MC proporciona un intervalo demasiado
amplio para la estimacion de la media (que ademas, podria haber obtenido de la tabla
de resumenes estadisticos); sin tener en cuenta que al ser la distribucion asimétrica
negativa, la media debe ser menor que la moda:

Ademas podemos intuir que la media se encontrara entre 65 y 85 porque es donde se
concentra mas los datos (MC)

Interpreta la moda. Cuando se interpreta la esperanza de vida mas frecuente entre
los paises del estudio o el intervalo modal; también encontrado en Arteaga (2011). Es
una de las interpretaciones mas frecuentes del histograma:

[...] que la moda esta en el intervalo entre 70 y 75 y los siguientes intervalos mas
frecuentes son de 75 a 80 y de 65 a 70, (AJD)

Encontramos algunos errores al interpretar la frecuencia, de paises como nimero
de personas. Ademas, aunque la esperanza de vida modal es 75, puede no coincidir con
la edad a la que muere la mayoria de personas:

También indica que a los 75 afios aproximadamente, muere mucha gente (JFM)

En menor medida hay confusion entre moda y media, mostrando falta de
comprension del efecto de valores atipicos sobre la media (ver Estrada et al., 2004):

Lo que destaca del segundo gréafico es que la mayor frecuencia se da en los 75 afios, en este
baremo se encuentra la media de la esperanza de vida de esos paises se encuentra de 72,5
y 82,5 afios (JC)

Pocos profesores interpretan la moda en el diagrama acumulativo; aunque todos lo
hacen correctamente; mayormente no se da la moda sino el intervalo modal:

La mayoria de paises tienen su esperanza de vida comprendida entre los 70-75 afios. (EGA)
La esperanza de vida suele estar entre los 80 y 75 afios. (ANL)

Cuando se interpreta este estadistico en el grafico de caja, se suele comparar la
esperanza de vida mas frecuente con la mediana. Un futuro profesor interpreta este
parametro de modo incorrecto al confundir maximo con valor de mayor frecuencia:

[Mientras que la mediana se sitGa en torno a 72,5 afios] que coincide mas o menos con el
valor en el que los paises obtienen mayor esperanza de vida. (IM)

Interpreta el intervalo de menor frecuencia. Esta categoria se asocia a la
interpretacion del histograma y generalmente es correcta como PP, aunque también
encontramos interpretaciones incorrectas como la de IM, que confunde la frecuencia
con el valor de la variable:

El menor nimero de paises (11 paises) tienen una esperanza de vida de 60 afios (PP)
Mientras que aproximadamente a los 60 afios, la esperanza de vida decrece (IM)

Estima o calcula estadisticos en el diagrama sin interpretarlos. Algunos
participantes explican como obtener algunos estadisticos de la esperanza de vida a
través del diagrama acumulativo, razonamiento que no aparecio en Arteaga (2011). Por
ejemplo, JIMV explica como obtener varios estadisticos:

Como tenemos la funcién acumulada deberiamos de restar los valores para obtener las
frecuencias; si hacemos esto podemos ver gque la mediana esté en torno a los 75 afios, esto
lo podemos ver también aproximadamente en el diagrama de caja (4) graficamente. Para
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calcular la media hay que hacer la proporcion. Para calcular la probabilidad de vivir menos
gue un cierto tiempo habria que ver el valor de dicha funcién partido por 100. (JMV)

En el gréfico de la caja, algunos futuros profesores marcan la posicion aproximada
de los cuartiles o los valores maximo y minimo de la variable, pero no los interpretan.
Los participantes reconocen los estadisticos y su calculo, pero no son capaces de
interpretarlos de manera conjunta con el gréafico.

Lectura més alld de los datos. En estas interpretaciones se analiza la estructura global
de los datos, poniendo en relacion varios estadisticos y son las siguientes:

Interpreta los cuartiles y/o la mediana. Algunos participantes interpretan los
cuartiles y/o la mediana en el histograma, generalmente apoyandose en la tabla de
resumenes estadisticos y sefialan su presencia en el histograma, por ejemplo, FR, que
primero repite el valor de los cuartiles dados en la tabla y posteriormente indica el valor
de dos marcas de clase. Puesto que en este caso se interpreta mas de un estadistico, los
estudiantes alcanzan el nivel de lectura més alla de los datos.

La mayoria de los paises tiene esperanza de vida entre 64,2 — 76,1 (1r, 3r cuartil) (entre los
67,5 — 82,5 afios) (FR)

Otros participantes estiman los cuartiles a partir del diagrama acumulativo
observando la frecuencia acumulada, como AJD, que estima bien el tercer cuartil y peor
el primero; en el segundo ejemplo se estima la mediana.

El primer cuartil esta aproximadamente en 63, la mediana en 72 y el tercer cuartil en 77
(AJD)

Segun la gréfica 1, la esperanza de vida de la mitad de los paises aproximadamente (un
41%) es de entre 45 y 70 afios. El resto, un 59% tendra una esperanza de vida de méas de
70 afios. Me € [70,75] (MIH)

Finalmente hay interpretaciones del grafico de caja con un nivel de lectura mas alla
de los datos (Curcio, 1987) al interpretar conjuntamente el primer y tercer cuartil:

El 50% central de los paises tienen una E.V. entre 69,2 y 76,1 afios. (MAG)

Otras interpretaciones incorrectas de los cuartiles y la mediana se deben a que no
se considera que los porcentajes entre cada cuartil son iguales. Este conflicto se suele
manifestar al justificar la asimetria de la distribucién, como en AMC. En otros casos,
se confunde moda y mediana, como MI:

En el grafico 4, en el diagrama de caja, vemos como la mayoria de los paises se encuentran
por debajo de la mediana 72,5 afios. (AMC)

En el 3° gréfico, la linea de la mediana nos indica donde esta la mayor cantidad de
individuos del estudio, en este caso: esperanza de vida 72,5. (M)

Interpreta la pendiente. Se utilizan conocimientos de representacion grafica de
funciones pues, aunque el diagrama acumulativo es siempre creciente, la tasa de
crecimiento (pendiente) no es homogénea. El alumno lo nota, y obtiene de ello una
conclusion sobre la esperanza de vida, aunque generalmente incorrecta. En general, se
suele interpretar la tasa de crecimiento con el nimero de muertes en los paises,
confundiendo valor de la variable, tasa de crecimiento y frecuencia. Si la interpretacion
fuese correcta, implicaria un nivel de lectura mas alla de los datos, pues se debe analizar
diferentes elementos de la grafica poniéndolos en relacion.

En el caso de EGO se indica el intervalo de mayor pendiente (donde mayor nimero
de paises tiene esa esperanza de vida) refiriéndose a que hay mas muertes a esa edad,
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lo cual corresponde a la misma idea. En el segundo ejemplo, se concluye erroneamente
que en el intervalo de mayor pendiente se encuentra la moda de la esperanza de vida.
Esta categoria no aparece en Arteaga (2011):

Segun la pendiente del grafico podemos ver que de 45 a 65 afios no se muere mucha gente;
pero de 70 a 75 afios, al ser la pendiente mas pronunciada, indica que se muere mucha
gente en este intervalo. (EGO)

Desde la primera gréfica observamos que la mayor diferencia se tiene entre los 70-75 afos,
luego nos indica que la esperanza de vida esta entre estos valores. (MJG)

Interpreta la simetria de la distribucion. En el histograma presentado es visible la
asimetria de la distribucion de la esperanza de vida, puesto que el rango de valores por
debajo de la moda es mas amplio que el rango de valores que se sitla por encima de
ella. También esta interpretacion supone una lectura méas allad de los datos (Curcio,
1987). Algunos participantes lo comentan en sus interpretaciones del histograma:

Es importante tener en cuenta que en el histograma, podemos ver que la gran mayoria de
los paises se encuentra por encima de los 65 afios, luego la mayoria se encuentra en un
nivel alto de esperanza de vida y la distribucion no esta centrada. (JG)

El mismo participante continua interpretando la asimetria de la distribucion, resalta
los valores extremos del diagrama y su situacion respecto a la caja:

También en el 4° ya que la caja (entre el primer y tercer cuartil) se encuentra mas cerca del
maximo que del minimo. También podemos ver esto con la posicion de la mediana con
respecto a los cuartiles, encontrandose mas préximo al tercero que al primero. (JG)

5.2. Interpretacion del histograma

Tras definir categorias de analisis y codificar datos, se estudié la distribucion de
categorias en la muestra de futuros profesores, presentando mediante diagramas de
barra apilados el porcentaje de participantes que realizan en forma correcta o incorrecta
cada una de las interpretaciones anteriores. Se presentan en el mismo orden las
categorias en las Figuras 2, 3 y 4 para una mejor comparacion de resultados de la
interpretacion de los tres graficos. La suma total de los porcentajes es mayor a 100
porque algunos participantes realizan mas de una interpretacion del mismo gréafico.

La Figura 2 presenta resultados de la interpretacion del histograma, con un gran
porcentaje de interpretaciones correctas del grafico, aunque una de las interpretaciones
mayoritarias (63,1%) consiste en la descripcion del grafico o la explicaciéon de su
utilidad e incluso se encuentra un 18,5% de descripciones con alguna incorreccion.
Dicha interpretacion Gnicamente supone un nivel de lectura de los datos.
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Interpretacion del histograma

N3 Sumetria
N3 Mediama cumtiles ]
N2 Intervalo menos frecuente T

N2 Moda I |
N2 Media TR
N2 Minimo
N2 Maximo T
N2Ramgo 1]
N1 Describe el grafico I ]

No mterpreta |

0 10 20 30 10 30 o0 0

Bncorrecta B Correcta

Figura 2. Porcentajes segun interpretaciones de estadisticos en histograma

Es también frecuente la interpretacion correcta de la moda. La moda (intervalo
modal) es muy saliente en el histograma; sin embargo, por medio del histograma sélo
obtenemos un valor aproximado y dicho valor variard si se cambia el ancho del
intervalo de clase, por lo cual su estimacion a partir de un histograma puede ser poco
precisa (Batanero & Borovcnik, 2016). En la distribucion de la esperanza de vida, el
histograma proporciona una buena aproximacion, que se observa al comparar la marca
de clase del intervalo modal con el valor de la moda, dada en la tabla de resimenes
estadisticos. La coincidencia no fue resaltada por ningun participante. Estas son las dos
principales interpretaciones, seguidas de la del rango (siempre correcta), el valor
méaximo y el intervalo menos frecuente (en estos dos casos con algun error). Todas ellas
suponen un nivel de lectura entre datos. Por otra parte, la falta de simetria, que se
aprecia en el histograma, es comentada por un 5% de participantes, que supondria un
nivel de lectura mas alla de los datos. Un estudiante interpreta la mediana y cuartiles
conjuntamente, situandose también a este nivel de lectura.

5.3. Interpretacion del diagrama acumulativo

La Figura 3 indica las interpretaciones de los futuros profesores del diagrama
acumulativo. También aqui lo méas frecuente es la descripcion del gréfico (58,5% de los
participantes; nivel de lectura de datos). Un 18,5% de futuros profesores incluyen algin
error en la descripcion; en particular, debido a la confusion entre frecuencia acumulada
y frecuencia ordinaria, asi como a la interpretacion incorrecta de la variable
representada (esperanza de vida) confundida por algunos como edad de muerte.

Es también frecuente la interpretacion de la pendiente de la grafica (44,7% de los
participantes; lectura més alld de los datos). Hay un porcentaje del 18,5% de
interpretaciones incorrectas de la pendiente debidas a la confusion entre frecuencia y
valor de la variable al hacer esta interpretacién, error que se ha descrito en otras
investigaciones en educacion estadistica, como la de Cobo (2003).

Los participantes que describen el rango, al igual que en el histograma, lo hacen
correctamente; no siempre sucede asi al interpretar el maximo o minimo porgue
confunden la variable con edad de muerte (esta confusion no ha afectado al rango, pues
los estudiantes se limitan a decir que hay una variacion de afios, que puede referirse
tanto a la variacion de esperanza de vida, como variacion en edad de muerte). Todas
ellas suponen un nivel de lectura entre los datos. No aparece en el histograma la
categoria “media”, ni la simetria pues es dificil de visualizarlos a partir de este gréfico.
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Interpretacion del diagrama acumulativo
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Figura 3. Porcentajes segun interpretaciones de estadisticos en diagrama acumulativo

5.4. Interpretacion del diagrama de caja

Los resultados de la interpretacion del diagrama de caja se presentan en la Figura
4. En este caso, la interpretacion mas frecuente se centra en la mediana y los cuartiles,
pues son los estadisticos méas visibles en este tipo de grafico; al relacionar varios
estadisticos se trabaja en un nivel alto de lectura (mas alla de los datos). Ademas, la
interpretacion es generalmente correcta (27,7% de participantes), aunque un 7,7% de
los mismos realiza errores por interpretar que el porcentaje de caso entre los cinco
puntos que definen el grafico (minimo, cuartiles, mediana y maximo) no corresponde
exactamente a la misma frecuencia. Tanto esta interpretacion como la de la simetria
(10,7%), corresponden al nivel de lectura més alla de los datos.

Los que describen el grafico (lectura de datos) son esta vez menos (29,3%), aunque
la descripcion es generalmente correcta. Tienen un porcentaje apreciable quienes
sefialan o calculan los estadisticos, sobre todo minimo, maximo, mediana y cuartiles a
partir del grafico de caja (24,6) y siempre correctamente, aunque para esta grafica
supone un nivel inicial de leer los datos pues los estadisticos vienen dados por los
extremos de la caja y bigotes. Otras interpretaciones como el maximo, minimo (leer
entre datos) tienen menor frecuencia. No obstante, este es el grafico con mayor
frecuencia del nivel de lectura més alla de los datos. Deducimos que la interpretacion
conjunta de resumenes estadisticos se favorece en relacion con los otros gréficos.

Interpretacion del grifico de la caja

N3 Sunetria Bl__——)

N3 Medima coartiles I 1]
N2.Calcula estadisticos ]
N2Aoda W

N2 Minmmo ]
N2 Maxmmo W/
N2 Rango W
N1 Describe el grafico W ]
No mterpreta  IE—

0 s 10 1S 20 25 30 35 40

Blncomrecta BComrecta

Figura 4. Porcentajes segun interpretaciones de estadisticos en el gréafico de caja

5.5. Sintesis de resultados

Para comparar los resultados de las interpretaciones de los tres graficos, la Tabla 2
presenta el valor medio y la desviacion tipica del nimero de interpretaciones correctas
por participante y grafico. En promedio, tenemos mas de una interpretacion correcta
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por participante, con resultados similares en los tres graficos y valor moderado de la
desviacién tipica, lo que indica homogeneidad del nimero de interpretaciones.
Respecto a los errores de interpretacion, hay mas variedad. EI nimero de errores es
menor que el de interpretaciones correctas en cualquiera de los graficos. Estas
diferencias fueron todas estadisticamente significativas en el contraste t de diferencia
de medias en muestras relacionadas (p<0.01 en los tres contrastes). Apenas hay errores
en la interpretacion del diagrama de caja; la mayor proporcién aparece en el diagrama
acumulativo e histograma, a pesar de ser gréficos conocidos por los participantes.

Tabla 2. Media y desviacion tipica del nimero de interpretaciones correctas e incorrectas por
alumno y gréfico

Correcta Incorrecta
Gréfico estadistico Media  Desv. tipica Media ESIS(; Valor t
Histograma 1,30 ,83 45 ,69 4,97
Poligono acumulativo 1,25 1,02 52 ,62 4,02
Diagrama de caja 1,46 91 ,19 ,39 8,49

Nuestros resultados son mejores que los obtenidos por Arteaga (2011) en cuanto a
la lectura de gréficos por parte de futuros profesores de Educacion Primaria. En ese
estudio fue muy pequefio el porcentaje de participantes que llega a interpretar
correctamente graficos mas sencillos que estos (diagramas de barras y lineas), mientras
que, en el estudio actual, la mayoria los interpreta en contexto y de un modo correcto.
Aunque pocos alcanzan el nivel de lectura més alla de los datos, salvo en el gréfico de
caja, muchos llegan al nivel de leer entre datos al interpretar al menos un estadistico en
cualquiera de los graficos. También este resultado mejora los de Arteaga (2011).

6. Actividades formativas

En una sesidon posterior a la recogida de datos se organizé un debate de las
interpretaciones realizadas con los futuros profesores, llegando a un acuerdo en que el
diagrama acumulativo es el mas sencillo de interpretar de los tres graficos. Los
participantes llegaron a reconocer que el diagrama acumulativo informa del porcentaje
de paises por debajo de un cierto valor para la variable esperanza de vida, en el conjunto
de paises de la muestra. El formador recordd que el grafico permitira situar cualquier
pais en su percentil, en funcion de la esperanza de vida, usando el caso de la esperanza
de vida en Espafia para situar a nuestro pais en esta variable. Resaltd que la frecuencia
acumulada es una funcion creciente, siendo mas acusado el crecimiento en el intervalo
de edad de 70 a 80 afios, que en el resto de intervalos.

El formador recordd que el histograma proporciona informacion del nimero de
paises, segun su esperanza de vida, y diferentes intervalos de valores. Los participantes
reconocen que permite deducir facilmente el intervalo de edad modal, que se sitla
alrededor de los 75 afios; también llegan a reconocer que la moda puede variar al
cambiar los intervalos. Algunos participantes observan que la distribucion de la variable
es asimétrica, con cola a la izquierda, y aunque se pudiera observar esta caracteristica
al comparar media y mediana de la tabla, se visualiza mucho mejor en el histograma.
Algunos futuros profesores del primer afio preguntan en qué intervalo se debe incluir
un valor que coincide con el extremo del intervalo. EI formador recuerda que puede
haber diferentes criterios, aunque usualmente se colocaria en el intervalo siguiente
donde coincide con el extremo inferior. Se continda la discusion del grafico de caja que,
por un lado, indica que no hay valores atipicos, y, por otro, divide la poblacion en cuatro
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partes de igual nimero de efectivos. Igualmente permite observar el amplio rango de
variacion de esta variable, donde el 75% de los paises posee una esperanza de vida
inferior a los 76,1 afios de edad (Q3), concentrandose entre los 64,2 y 76,1 el 50% del
total de paises de la muestra. Llegados a este punto, un participante dice no recordar el
significado de la mediana, lo cual es aclarado por sus comparieros.

7. Discusion e implicaciones para la formacion de profesores

La investigacion desarrollada proporciona nuevos resultados sobre el conocimiento
matematico comun, sobre los graficos estadisticos y algunos resimenes estadisticos en
una muestra de futuros profesores de Educacion Secundaria y Bachillerato,
complementando, de este modo, los antecedentes sobre el tema. A pesar del alto indice
de interpretaciones correctas de los graficos, en la mayor parte de los casos las
interpretaciones suponen un nivel inicial (leer los datos) o intermedio (leer entre los
datos) de comprension grafica. Unicamente en el grafico de la caja una proporcion algo
mayor de participantes llega al nivel de lectura mas alla de los datos.

Los resultados muestran que algunos participantes no comprenden
significativamente algunos resumenes estadisticos que utilizan en sus interpretaciones
o0 tienen dificultad en comprender qué aportaba alguno de los estadisticos sobre la
distribucién de la variable analizada. No obstante, este porcentaje es menor del
encontrado en Arteaga (2011), Estrada et al. (2004) u Ortiz y Font (2014) con futuros
profesores de primaria. Aungue algunos errores pueden venir motivados por el hecho
de trabajar con datos agregados (la variable es una media ponderada de datos simples),
otros son errores conceptuales. Estos errores son los siguientes:

e Confusion entre promedio y valor de la variable, o entre frecuencia con valor
de la variable, errores ya mostrados en Cobo (2003) y Ortiz y Font (2014).

¢ Dificultad de comprension de la idea de frecuencia acumulada, no poniéndola
en relacion con el valor de la variable al que corresponde dicha frecuencia.
Igualmente se confunde frecuencia absoluta con porcentaje o confundir
frecuencias acumuladas y frecuencias ordinarias.

e Confusion entre moda y media y no apreciar el efecto de los valores atipicos
sobre la media, en coincidencia con Estrada et al. (2004) y Ortiz y Font (2014).

e Interpretacion incorrecta del diagrama de la caja, como en Pfannkuch (2006).

e No considerar iguales el porcentaje de casos comprendidos entre minimo,
cuartiles, mediana y maximo.

e Interpretacion incorrecta de la pendiente del diagrama acumulativo.

e Errores en la estimacion de algunos estadisticos a partir de las gréficas; dichos
errores no eran esperados, pues los estadisticos de la distribucion se
proporcionaban en una tabla, pero algunos participantes no los tienen en cuenta.

Finalmente un error que puede venir influido por la variable utilizada ha sido la
dificultad al interpretar los estadisticos en el contexto de la variable, ya que un alto
porcentaje de participantes conocen el significado de un estadistico, pero no integran el
contexto de la variable para interpretar su distribucion. Por ejemplo, esto ocurre al
interpretar la distribucion de paises como distribucion de personas o al confundir la
esperanza de vida con la edad de muerte. Sin embargo, este resultado también se ha
mostrado en Arteaga (2011), que trabaja con datos no agregados, por lo que puede
deberse a falta de competencia en la habilidad de modelizacion.
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Estos resultados son preocupantes. Se espera que el futuro profesor ensefie estos
conceptos y desarrolle en sus estudiantes la capacidad de interpretar graficos y estudios
estadisticos. Uno de los estandares de aprendizaje evaluables para el cuarto curso de la
Educacion Secundaria Obligatoria, en las modalidades orientadas a la ensefianza
académica y a las ensefianzas aplicadas (MECD, 2015, pp. 398 y 407) es: “Interpreta
un estudio estadistico a partir de situaciones concretas cercanas al alumno”. El futuro
profesor ha de ser capaz de contextualizar la informacidn resumida en cada grafico y
los resimenes estadisticos que se deducen para ayudar al alumno a interpretar.

Concluimos, que es importante completar la formacion de los futuros profesores de
Educacion Secundaria y Bachillerato sobre graficos y resumenes estadisticos, con
talleres y actividades similares a las descritas aqui. Las actividades formativas en este
trabajo fueron utiles para desarrollar el conocimiento estadistico en los participantes,
ademas de evaluar sus conocimientos iniciales. El taller resulto interesante a los futuros
profesores, que pudieron razonar sobre una variable relevante en la sociedad. Al
trabajar con fuentes internacionales aumento el interés de los participantes y su
percepcion de la utilidad de la estadistica. A la vez, la discusion posterior de las
soluciones permitio incrementar su conocimiento didactico sobre el tema.
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Prospective secondary school teachers’ interpretation of
statistical graphs
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Graphical language is essential in organising and analysing data. It is a tool for
transnumeration, a basic component in statistical reasoning consisting of the production
of information not available in raw data with a change of representation. This topic is
included since the first grade of primary education in all educational levels in Spain and
in particular in secondary education and high school. Curricular guidelines suggest that
teachers should promote the students’ work with statistical projects and real data, as
well as interpretative activities. The aim of this paper is the assessment of the
interpretation of some statistical graphs carried out by pre-service mathematics teachers
in the Masters of Secondary and High School Teacher Education. To this purpose, we
analyse the responses of 65 students to three tasks in which they have to interpret the
histogram, cumulative diagram and box plot for the distribution of life expectation in
193 countries. The activity was part of a workshop based on rich and authentic social
data downloaded from the United Nations Human Development Reports web server
(http://hdr.undp.org/en/data), which can be used by teachers with their own students.
Participants had to produce a written report with their interpretations of graphs. We
categorized their interpretations taking into account the reading level in the
classification by Curcio (1987), and then, took into account the statistical summaries
and elements of the graphs under interpretation. Although most of the interpretations
were correct, the analysis of responses reveaed that few of them reached the upper
readings levels described by Friel, Curcio and Brigth (2001). Moreover, responses
revealed some errors in the understanding of important statistical concepts. All this
should be considered in designs of mathematics teacher education.
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Esquemas argumentativos de estudiantes de secundaria en ambientes de geometria dinamica
Resumen

La validacién del conocimiento construido en Matematicas es una parte epistemolégicamente
importante en el proceso metodoldgico que se conoce como demostracion matematica. Su ensefianza
incluye procesos complejos y obstaculos que aparecen a lo largo del desarrollo cognitivo del
individuo. Con el uso de Software de Geometria Dindmica (SGD), es posible disefiar actividades
orientadas a promover la produccion de conjeturas y justificaciones en ambientes geométricos, y que
facilitarian su aprendizaje. En este trabajo presentamos los tipos de esquemas de argumentacién de
alumnos de Secundaria (14-15 afios) cuando trabajan en el desarrollo de justificaciones matematicas a
partir de exploraciones. Se muestra como los alumnos centran su atencién en caracteristicas figurales
que resultan irrelevantes en procesos de demostracion deductiva. Asimismo, se discute el tipo de
propuestas didacticas que deben disefiarse e implementarse para facilitar en los alumnos el desarrollo
de esquemas de argumentacién analiticos que implican deducciones.

Palabras clave. Geometria dindmica, justificaciones geométricas, aprendizaje de la demostracion.

Esquemas argumentativos de estudantes do ensino médio em ambientes de geometria
dindmica
Resumo

A validagdo do conhecimento construido em matematica é uma parte epistemologicamente
importante no processo metodoldgico e é conhecida como a prova matematica. Seu ensino inclui
processos complexos e obstaculos que aparecem ao longo do desenvolvimento cognitivo do individuo.
Usando software de geometria dindmica (SGD), é possivel projetar attividades para promover a
producdo de conjecturas e justificacdos em atividades ambientes geométricos e que facilitam a sua
aprendizagem. Neste artigo, apresentamos os tipos de esquemas de argumentacdo de estudantes do
ensino médio (14-15 anos), quando trabalham no desenvolvimento de justificativas matematicas das
verificacBes. Ele mostra como 0s alunos centrar a sua atencdo sobre caracteristicas figurativas que
sao irrelevantes no processo da prova dedutiva. Além disso, o tipo de propostas educacionais de ser
concebido e implementado para facilitar os alunos no desenvolvimento de esquemas de raciocinio
analitico envolvendo dedugdes é discutido.

Palavras chave. Geometria dinamica, justificagdos geométricas, aprendizagem de prova.
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argumentativos de estudiantes de secundaria en ambientes de geometria dindmica. Avances de
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Argumentative schemes of middle school students in dynamic geometry environments
Abstract

The validation of mathematical knowledge is an epistemologically important part of the
methodological process known as mathematical proof. Its teaching includes complex processes and
obstacles that appear along the cognitive development of the individual. The use of Dynamic Geometry
Software (DGS) makes possible to design activities aimed at promoting the production of conjectures
and justifications in geometric environments that facilitate learning. In this paper, we present the types
of argumentation schemes of high school students (14-15 years) when they are working on the
development of mathematical justifications from explorations. It is shown how students focus their
attention on figural features that are irrelevant in the process of deductive proof. We also discuss the
type of educational proposals to be designed and implemented to facilitate students in developing
analytical reasoning schemes involving deductions.

Key words. Dynamic geometry, geometric justifications, learning of proof.

Schémas argumentatifs éléves du secondaire dans environnements de géométrie dynamique
Résumé

La validation des connaissances accumulées en mathématiques est une partie
épistémologiquement importante dans le processus méthodologique et est connu comme la preuve
mathématique. Son enseignement inclut des processus complexes et les obstacles qui apparaissent le
long du développement cognitif de l'individu. Avec [utilisation de Software pour Géométrie
Dynamique (SGD), il est possible de concevoir visant a promouvoir la production de conjectures et de
justifications dans les activités des environnements géométriques et qui facilitent leur apprentissage.
Dans cet article, nous présentons les types de schemes d'argumentation des éleves du secondaire (14-
15 ans) lors du travail sur le développement des justifications mathématiques des analyses. Il montre
comment les éléves se concentrent leur attention sur les caractéristiques figurées qui ne sont pas
pertinents dans le processus de la preuve déductive. En outre, le type de propositions éducatives a étre
congu et mis en ceuvre pour faciliter les étudiants dans le développement de systemes de raisonnement
analytique impliquant des déductions est discutée.

Paroles clés. Géométrie dynamique, justifications géométriques, apprentissage du preuve.

1. Introduccion

El uso de las computadoras en ambientes educativos es cada vez mas amplio. Se
hace necesario pensar en estrategias que permitan integrarlas en el proceso didactico
de una manera apropiada y eficaz. La integracion en el aula no es trivial ni
transparente ya que implica un trabajo del alumno por aprender a usar la herramienta
y otorgarle un significado y uso adecuados en el proceso de internalizacion (Bartolini
& Mariotti, 2008; Rabardel, 2002), y del profesor por estudiar los fendmenos
asociados al uso de la herramienta (Hitt, Cortés, & Rinfret, 2012). Si bien estas
herramientas pueden ayudar a resolver (o disminuir) algunos problemas, involucran
otros problemas que tienen que ser tomados en cuenta. En particular, el Software para
Geometria Dinamica (SGD) se ha mostrado como mediador semidtico entre
conocimiento geométrico y pensamiento del alumno (Larios & Gonzélez, 2010):
influye en el aprendizaje de la Geometria y conlleva la emergencia de fenomenos
cognitivos especificos (Larios, 2005). EI SGD es un software disefiado para el
estudio, el aprendizaje y la ensefianza de la Geometria en ambientes dinamicos que
consideran tres rasgos (Finzer & Jackiw, 1998): 1) la manipulacion es directa; 2) el
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movimiento es continuo; y 3) el ambiente es inmersivo. En ese trabajo se ha usado la
version de SGD denominada Cabri.

El SGD ha resultado ser una herramienta Gtil para la ensefianza y aprendizaje de
la Geometria por medio del disefio de actividades que permitan la exploracion y la
observacién de propiedades que pueden llevar a la produccién de justificaciones
deductivas que conduzcan a la construccion de la demostracion geométrica (Fiallo,
Camargo, & Gutiérrez, 2013, p. 194). Esto es necesario para el aprendizaje
matematico de los alumnos por la importancia que tiene la demostracion en la ciencia
matematica y en su desarrollo cognitivo (Bloch, 2000; Rav, 1999). Sin embargo este
mismo aprendizaje presenta obstaculos, tanto desde el punto de vista de la
demostraciéon en si, como del estudio de los objetos geométricos, lo que lleva a
ahondar en el estudio sobre su aprendizaje y la problematica relacionada, tal como
sefialan Fiallo et al. (2013).

En este articulo presentamos resultados de un estudio con alumnos de Secundaria
(14 y 15 afos) en México, en los que se muestran los tipos de justificaciones que
proponen al involucrarse en actividades disefiadas para construir demostraciones en
ambientes de Geometria Dinamica. Estos resultados evidencian como, tras més de una
década en los ambientes escolares mexicanos, los alumnos proponen diversas maneras
de justificar sus observaciones que no necesariamente se aproximan a la idea de
demostracién deductiva. Lo anterior proporciona informacion que puede ser
aprovechada para orientar el disefio de propuestas didacticas para la ensefianza de la
demostracién matematica como medio de validacion del conocimiento.

El articulo se ha estructurado en cinco partes. En la primera se presenta un
contexto general del papel de la Geometria en la escuela Secundaria, considerando
tres aspectos relacionados con visualizacion, razonamiento y realizacion de
construcciones. En las dos secciones siguientes se describen las condiciones del
experimento de ensefianza: en primer lugar se presenta el contenido y la
estructuracion de las actividades disefiadas para el experimento en el que participaron
los alumnos; y en segundo lugar se describe el grupo de alumnos participantes. La
pendltima seccion exhibe los resultados mas representativos del trabajo para llegar a
las conclusiones.

2. Geometria en la escuela Secundaria

La necesidad de la ensefianza de la Geometria desde los primeros afios escolares
responde en buena medida al papel que esta rama de las matematicas desempefia en la
vida cotidiana. Un conocimiento geométrico basico permite ubicarnos en el espacio
fisico que nos rodea, calcular distancias, distinguir formas y tradicionalmente se ha
aprovechado como el campo para el desarrollo del pensamiento l6gico deductivo en el
ambiente escolar (Duval, 2005). En México se plantea curricularmente en Secundaria
con la finalidad de que el alumno observe propiedades geométricas, lleve a cabo
construcciones geométricas, proponga argumentos Yy justificaciones de los hechos
observados y de las construcciones realizadas, utilizando propiedades de una manera
tendiente a la deduccién (SEP, 2011, p. 23). Esta vision coincide en parte con los
tipos de procesos cognitivos que Duval (1998, p. 38) considera que involucra la
Geometria: visualizacion, procesos de construccion con herramientas y razonamiento.
Tomaremos esto como base para desarrollar a continuacion el marco de referencia
tedrico.

2.1. Visualizacion
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Una parte importante del estudio de la Geometria y de las Matematicas en general
es lo que se percibe por medio de la vista y las imagenes mentales que se producen a
partir de ello. Lo primero se relaciona con la vision y lo segundo con la visualizacion.
Se trata de procesos diferentes (Duval, 2003) que conllevan diversas dificultades en el
aprendizaje de las Matematicas (Gonzato, 2013). La confusion entre los dos procesos
contribuye a que se crea que la representacion (en papel o computadora) es el objeto
geométrico que se esta estudiando. No obstante, pareciera que esta confusion es
“necesaria” para el aprendizaje, pues si separamos al objeto geométrico de sus
representaciones, no tenemos manera de acceder a él, pero si no lo separamos
corremos el riesgo de confundir ambas cosas (Duval, 2006). En términos semioticos
la representacion (dibujo) sirve al individuo para acceder al objeto (geométrico) a
través del otorgamiento de significados, todo esto dentro de un contexto que le da
sentido. Laborde y Capponi (1994) también hacen esta diferenciacién pero al
significado lo denominan figura:

Consiste en el emparejamiento de un referente dado a todos sus dibujos, es entonces
definida como el conjunto de parejas formadas por dos términos, el primer término es el
referente, el segundo es uno de los dibujos que lo representan que es tomado del universo
de todos los dibujos posibles del referente. (p. 168)

Establecer esta diferencia entre estos tres elementos permite aprovechar como
soporte la Teoria de los Conceptos Figurales de Fischbein (1993), donde los objetos
geométricos son una mezcla de aspectos figurales (en referencia a caracteristicas
ligadas con la representacion y que corresponden al dibujo) y de aspectos
conceptuales (en referencia a las restricciones l6gico tedricas del objeto geométrico),
por lo que son precisamente conceptos figurales: “Los objetos de investigacion y
manipulacion en el razonamiento geométrico son entonces entidades mentales,
Ilamadas por nosotros conceptos figurales, que reflejan propiedades espaciales
(forma, posicion y tamafio), y al mismo tiempo, poseen cualidades conceptuales tales
como idealidad, abstraccion, generalidad y perfeccion” (p. 143). Los conceptos
figurales son el equivalente de las figuras en el sentido que proponen Laborde y
Capponi (1994).

2.2. Procesos de construccidon con Geometria Dinamica

En cuanto a los procesos de construccion, en este trabajo el enfoque esta centrado
en la Geometria Dinamica utilizando la computadora como herramienta. El software
que se utiliza (SGD) se caracteriza por la posibilidad de manipulacion directa y
continua de representaciones geométricas. Ello permite el disefio de ambientes de
exploracion y observacion de muchos casos que, de otra manera, quedan reservados a
personas con elevada capacidad de visualizacion. Este tipo de software permite
disefiar actividades y ambientes que ayuden a los alumnos a estudiar situaciones
matematicas sin tener que hacer mucho énfasis en procesos mecanicos y de
graficacion que se le pueden dejar a la herramienta computacional. Segun Ursini
(2006, p. 25): “las matematicas escolares dejan asi de ser una simple mecanizacion de
procedimientos y se vuelven, mas bien, un espacio para la reflexion y el desarrollo de
conceptos’.

La principal caracteristica del SGD es el dinamismo que se refleja en la operacion
de arrastre, que permite los rasgos de una manipulacién directa y continua de objetos
matematicos (Finzer & Jackiw, 1998). Esta operacion, como elemento de una
herramienta que funciona como mediador semidtico entre objetos geométricos e
individuos, no siempre cumple con la funcion para la cual fue concebida en términos
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de un experto en Geometria, pero puede ser utilizado como medio para que el alumno
siga un proceso no necesariamente lineal (avances y retrocesos), que le lleve a
desarrollar habilidades de razonamiento y de observacion al permitir diferenciar
progresivamente entre dibujo (representacion) y figura (relacion conceptual entre
dibujo y objeto geométrico). Todo esto debe ser considerado para disefiar actividades
0 ambientes utilizando SGD, pues su uso cambia las condiciones en el proceso de
aprendizaje y, por tanto, de ensefianza. Problemas que vale la pena ser retomados en
clase con la tecnologia papel y lapiz se vuelven triviales utilizando software.

2.3. Razonamiento, argumentaciones y justificaciones

El tercer proceso mencionado por Duval (1998), el razonamiento, se manifiesta
en el estudio de la Geometria, en el desarrollo de justificaciones que lleven a la
construccion de demostraciones. Para el nivel Secundaria los alumnos podrian
comenzar a desarrollar demostraciones deductivas en el sentido matematico, pero la
formacion previa no aporta un soporte firme. En este trabajo se considera el término
‘demostracion’ en un sentido pragmatico de realizar justificaciones que permitan
validar el conocimiento matemaético, haciendo referencia a un contexto escolar
especifico. Esto implica poner el acento en aspectos que no sélo estan relacionados
con el producto y su formalismo, sino en el proceso mismo de construccién. Asi,
conviene determinar las caracteristicas de una justificacion para que pueda ser
considerada una demostracion en la escuela. Se deben considerar los aspectos
semanticos mencionados, pero también ampliar las caracteristicas a aspectos
sintacticos de escritura y expresion. Por ello, consideraremos que en el contexto
escolar la demostracidbn matematica es una serie de argumentos matematicos que
(Gonzélez & Larios, 2012): hacen referencia a un hecho matematico; tienen como
funcion primaria la de convencerse a si mismo y a otros, para proporcionar una
explicacion del hecho matematico; se comunican mediante formas conocidas por los
miembros de la comunidad escolar o, en su defecto, que pueden ser aprendidas; se
basan en enunciados aceptados en la comunidad escolar explicita o implicitamente; y
se organizan segun formas de razonamiento validas o correctas, en particular el
razonamiento deductivo que provee argumentos deductivos.

Se podria esperar que las justificaciones que cuentan con estas caracteristicas
puedan ser producto de exploraciones u observaciones. Se ha visto que cuando los
alumnos exploran situaciones, plantean conjeturas y luego construyen
demostraciones, aparece una unidad cognitiva en el proceso. A esta nocion Boero,
Garuti y Mariotti (1996) la denominaron unidad cognitiva de teoremas. Con ella se
propone que la construccion de la demostracion involucra un proceso continuo, en
términos cognitivos, en el que se pasa por varias etapas de una manera no
necesariamente lineal. Estas etapas comienzan con una exploracion de una situacion
dada, tras la observacion se produce una conjetura o el planteamiento de una
propiedad, en busca de una justificacion al respecto se realiza otra exploracion y se
termina encadenando argumentos que permitan demostrar (validar o justificar) la
propiedad observada. Segun estos autores, el planteamiento de actividades basandose
en esta nocién permite a los alumnos construir demostraciones que bien pueden
cumplir con la caracterizacion mencionada, pues “su razonamiento deductivo
comparte muchos aspectos con la construccidn de una prueba matematica. Ademas, la
actividad completa ejecutada por los estudiantes comparte muchos aspectos con el
trabajo de los matematicos cuando producen conjeturas y pruebas en algunos campos
matematicos” (Boero et al., 1996, p. 126). Estas caracteristicas resultaron adecuadas
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para disefiar actividades para trabajar con alumnos del nivel Secundaria, las cuales se
describirdn mas adelante.

Harel y Sowder (1998) y Harel (2007) propusieron una categorizacion de los
esquemas de prueba individuales al relacionar la demostracion con la idea de
justificacion como un proceso que implica dos aspectos: convencimiento o
determinacién como proceso para eliminar la dudas propias acerca de la verdad de
una afirmacion, y persuasién como proceso para convencer a otros sobre la verdad de
esa afirmacion. Flores (2007) y Flores, Gémez y Flores (2010) adaptaron dicha
propuesta al estudio de argumentos producidos por profesores de bachillerato cuando
justificaron soluciones de problemas geométricos. Observaron similitudes en las
maneras de argumentar de los profesores de bachillerato en México con respecto a los
estudiantes del estudio de Harel y Sowder (1998), pero hablaron de esquemas de
argumentacion, en lugar de esquemas de prueba, por ser “el conjunto de acciones y
razonamientos que un individuo pone en juego para justificar o explicar un resultado
o para validar una conjetura nacida durante el proceso de resolucion de un problema”
(Flores, 2007, p. 71). Considerando lo anterior, Flores et al. (2010, p. 28) han
propuesto la siguiente categorizacion de esquemas de argumentacion:

« Autoritarios. Las argumentaciones se apoyan en las afirmaciones hechas por
alguna autoridad, e.g. libro de texto, instructor del curso, compariero.

« Simbdlicos. El estudiante utiliza un lenguaje matematico y simbolos de una
manera superflua y poco consistente, sin llegar a concluir. En este tipo de
esquemas pueden mencionar conceptos poco claros o inventados.

» De recuento factico o simplemente facticos. En los que estudiante o profesor
hace un recuento de lo hecho a manera de explicacion o justificacion de algln
resultado, y expone una serie de pasos a manera de algoritmo.

« Empiricos. El estudiante se apoya en hechos fisicos o en un dibujo. El dibujo o
hecho fisico es un argumento por si mismo y no un apoyo para el argumento.

« Analiticos. El estudiante sigue una cadena deductiva sin por ello llegar a una
conclusion vélida. Las proposiciones siguen estructuras del tipo si-entonces.

Estas categorias ayudaron a estudiar los argumentos que formularon los alumnos
considerados en este trabajo en ambientes de Geometria Dindmica.

3. Actividades del experimento de ensefianza

Las tareas que se disefiaron estan relacionadas con la geometria del tridngulo, en
particular las medianas, el baricentro, el triangulo medial y la relacién entre estos
elementos. Se aprovecho para explorar la circunferencia como lugar geométrico. Con
las tareas se busco el uso explicito de habilidades de observacion de propiedades, de
visualizacion de objetos geométricos y de razonamiento deductivo. Las dos primeras
habilidades pueden permitir al alumno, llevar a cabo observaciones de propiedades o
rasgos invariantes de una situacion u objeto. En cuanto a la Gltima, es posible que este
tipo de razonamiento permita establecer relaciones causa efecto en los fenémenos de
la vida diaria, de la ciencia y de la escuela. Asi mismo, cada tarea buscaba la
observacion de propiedades y la justificacion de estas o de procedimientos, por lo que
se tom6 como base la nocion de unidad cognitiva de teoremas. La secuencia fue la
siguiente:
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- Planteamiento de una situacion. Se realiza por medio de una consigna textual y
generalmente con un archivo nuevo, aunque puede iniciarse con un archivo
construido. Se presentan preguntas que permiten iniciar el trabajo de exploracion.

- Construccién de la situacion. A partir de la situacion planteada se realiza la
construccion utilizando el software a fin de llevar a cabo exploraciones. Es posible
que este paso, el anterior y el siguiente se fusionen si se realiza la construccion
geométrica a la vez que el planteamiento y la exploracion inicial.

- Exploracion (dirigida) de la situacion. Aprovechando la construccion y el software
se inicia una exploracion por parte de los alumnos, dirigida a traves de preguntas
escritas y la intervencion del investigador que puede orientar a través de supuestos y
preguntas.

- Explicitacion de los alumnos de propiedades observadas. El propdsito de la
exploracion es que los alumnos observen propiedades geométricas especificas a fin de
proponer las justificaciones relacionadas, por ello es necesario que expliciten esas
propiedades y no se queden como una suposicion por parte del investigador. Por
medio de preguntas y consignas en las hojas de trabajo se pide esto, mientras que el
investigador puede preguntar, a modo de entrevista a fin de clarificar respuestas.

- Justificacion de propiedades observadas. En algunas actividades se pide a los
alumnos justificar propiedades que hayan observado. Se busca con el disefio de las
actividades que las justificaciones avancen hacia una estructura deductiva. La
interaccion grupal se permite y el trabajo se realiza en parejas.

- Conclusion. Se proporciona en las hojas de trabajo una breve conclusion de las
propiedades que se pretenden estudiar.

En ocasiones las etapas de exploracion, explicitacion de propiedades y
justificacion, se repiten en una sola actividad debido a la intencionalidad de cada una.
Generalmente esto ocurre cuando se propone la exploracion de varias propiedades
relacionadas en una misma actividad, o la exploracién de una propiedad que no
resulta evidente y que necesita de un proceso progresivo de acercamiento. La Figura 1
indica la organizacién general y las relaciones mutuas de las seis actividades
disefiadas.
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Figura 1. Relacion entre las actividades propuestas

Actividad 1: Las medianas. En esta actividad orientada a la construccion de las
medianas del tridngulo y su concurrencia, asi como la relacion de éstas y el baricentro,
los alumnos construyeron un triangulo y sus medianas, utilizando la opcion punto
medio para los lados del triangulo. Aprovechando el software se les pidi6 que
modificaran el triangulo (arrastrar los vértices) y observaran lo que ocurre con las
medianas, con el fin de que concluyeran la concurrencia de éstas. Con la opcién para
crear puntos de interseccion crearon el baricentro, para lo cual debieron considerar el
namero de medianas necesarias. Se les pregunto si siempre hay concurrencia y que
justificaran sus respuestas. Incluso que determinaran si dicha propiedad ocurre sin
importar el tamafio o la forma del tridngulo. Dado que el software s6lo puede
construir puntos de interseccién de dos objetos lineales y no de tres, los alumnos
determinaron cuantas medianas son suficientes para poder determinar el baricentro
con el software.

Actividad 2: Division de las medianas por el baricentro. Esta actividad se
pensé para estudiar la propiedad en que el baricentro divide a las medianas en una
razén constante 1:2, de manera que los alumnos formularan una justificacion.
Construyeron las medianas y el baricentro de un triangulo, tomaron medidas y
modificaron las posiciones de los vértices para establecer la caracteristica invariante
que es la razon. Todo ello acompafiado con el apoyo del profesor y la comunicacion
entre alumnos.

Actividad 3: El tridngulo medial. En esta actividad se estudiaron las
propiedades del triangulo medial y sus relaciones geométricas con el triangulo
original a fin de establecer propiedades de paralelismo. Los alumnos construyeron un
triangulo ABC, sus medianas (AD, BE y CF) y el baricentro (G). Después
construyeron el tridngulo A’B’C’ con vértices en los puntos medios de AG, BG y CG
(Figura 2). Midieron las longitudes de los lados y se buscé mediante orientacion
dirigida que aplicaran criterios de semejanza para establecer el paralelismo entre lados
correspondientes de los diversos triangulos. Pudieron determinar la semejanza entre
los triangulos construidos.
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Figura 2. Construccion de la actividad 3

Actividad 4: El triangulo original y el medial. Con esta actividad se pretendio
que los alumnos aprovecharan propiedades utilizadas en actividades previas, para que
proporcionaran justificaciones fundadas en dichas propiedades para reconstruir un
triangulo a partir de un triangulo medial dado. Comenzaron construyendo un triangulo
ABC y luego un punto Po cualquiera. A partir de lo anterior se construy6 P1 como el
punto reflejado con respecto a A 'y asi Po, A y P1 estan alineados y se crea el segmento
que los contiene (Figura 3). Sigue el mismo procedimiento reflejando P1 con respecto
a C y obtener P2, y finalmente Ps3 reflejando el anterior con respecto a B. A los
alumnos se pidio que exploraran las condiciones del tridngulo original (ABC), los
puntos construidos (Po, P1, P2 y P3) y los segmentos que los unen, con el fin de lograr
que Po y Ps coincidieran y se formara un triangulo. Observaron que los lados
correspondientes de ambos triangulos son paralelos entre si, ademéas de que los
vértices del triangulo original son los puntos medios del tridngulo recién construido.
Esta actividad implico el uso de procesos de razonamiento que involucran la prevision
en el resultado y las condiciones necesarias para que ocurra algo a partir de
propiedades. También implicé el uso de procesos de visualizacion, porque se necesitd
considerar construcciones auxiliares que, al no estar visibles, constituyeron una
dificultad.

Figura 3. Construccion de la actividad 4

Actividad 5: La circunferencia como lugar geométrico. Esta actividad se
dirigio a la aprehension de la circunferencia como lugar geometrico de puntos
equidistantes a uno fijo. Se considerd que esto permite el uso de la interseccion de dos
(o mas) arcos como herramienta para obtener puntos que estén a una distancia dada de
dos (o més) puntos fijos. Los alumnos construyeron un segmento con una longitud fija
y anclado en un extremo a un punto fijo en el que se pudiera mover libremente el otro
extremo. Aprovechando el arrastre, manipularon la construccion para determinar la
curva resultante (circunferencia) y asi por medio de preguntas explicitar las
propiedades de esta con respecto a la equidistancia a un punto fijo.
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Actividad 6: Construccién de un tridangulo a partir de sus medianas. Esta
actividad se orientd a la aplicacién directa de observaciones de las actividades
anteriores. Se pidio a los alumnos construir un triangulo a partir de tres medidas: la de
un lado (AB) y las de las dos medianas que llegan a los extremos de esos lados. La
construccidn requirié obtener un punto (G, baricentro) ubicado en la interseccion de
dos circunferencias, luego obtener los puntos medios de los dos lados desconocidos vy,
por ultimo, el tercer vértice del triangulo (Figura 4). Se les pidi6 que verificaran su
construccion a través del “examen de arrastre” (Mariotti, 2006), el cual indica si una
construccion es robusta. También justificaron sus procedimientos y construcciones,
por lo que los alumnos debieron hacer referencia a las propiedades y construcciones
de las actividades anteriores, particularmente la 2 y la 5. Asi, esta actividad se
convirti6 en un espacio para conjuntar, explicitar y sistematizar las propiedades
observadas.

Figura 3. Construccion de la actividad 6

4. Alumnos, contexto y métodos

Los alumnos que participaron en las actividades son de una escuela pablica de un
medio suburbano en Meéxico. El grupo era de 48 alumnos del tercer grado de
Secundaria (14 y 15 afios de edad) del turno matutino. Eran estudiantes de un estrato
socioeconémico medio y bajo con poco contacto con las computadoras excepto por el
tiempo en la escuela. Las sesiones de trabajo se llevaron a cabo durante clases de
matematicas de 50 minutos. El grupo se organiz6 en equipos de dos o tres alumnos de
acuerdo a sus afinidades personales. Esta organizacion se tomé considerando las
sugerencias de proyectos llevados a cabo en instituciones publicas de México (Ursini,
2006; Ursini & Rojano, 2000), con lo cual “no se trata de que los alumnos trabajen de
manera independiente, turndndose para usar la maquina; al contrario, esta
organizacion pretende fomentar un ambiente de cooperacion entre los alumnos y de
intercambio de ideas” (Ursini & Rojano, 2000, p. 14). La escuela tiene una sala con
una cantidad suficiente de computadoras para cada equipo de alumnos.

A fin de obtener la informacion para ser analizada, se recurri6 a técnicas de
observacion participante y entrevistas semiestructuradas. Se recuperd la informacion
para su analisis a través de las hojas de trabajo con las respuestas de los alumnos y sus
archivos de Cabri. Asi, mientras que las hojas de trabajo permitieron analizar procesos
de solucién, razonamiento y argumentacion, los archivos de Cabri permitieron
corroborar y clarificar respuestas y comentarios, mostrando un panorama de sus
procesos de razonamiento, de visualizacion y del uso de la herramienta. Este analisis
considero una codificacion de la informacion basada en el contenido de las
justificaciones y los argumentos generados por los alumnos, la cual consideré como
una referencia a los esquemas de argumentacion (Flores et al., 2010) y a aspectos
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relativos con su construccion, contenido y estructura. Al ordenarse la informacion en
categorias de los tipos de justificaciones y darle sentido (Alvarez-Gayou, 2005), se
obtuvieron resultados que a continuacion se exponen.

5. Resultados

Del anélisis de la informacion obtenida con el trabajo de los alumnos, aparecieron
aspectos que estan relacionados con el trabajo en geometria, aunque no Gnicamente
con la produccién de justificaciones. Algunos de estos aspectos fueron el papel que
jugo la intuicién, el uso de la medicion como medio de validacion, la aparicion de las
Ilamadas representaciones graficas estereotipadas, el uso del arrastre y la aparicién
de un discurso dindmico por parte de los alumnos. El interés en este trabajo es lo
relacionado con la produccién de justificaciones por parte de los alumnos en un
ambiente de Geometria Dindmica. En este sentido, los alumnos desarrollaron los
siguientes tipos de justificacion: a) circulares; b) relativas al proceso de construccion;
c) basadas en la experiencia; d) visuales; y e) con deducciones locales. Practicamente
no aparecieron esquemas de argumentacion autoritarios. Esto se puede atribuir al
hecho de que la actuacion de la profesora y las actividades planteadas estuvieron
orientadas a que los alumnos presentaran sus argumentos tras observar situaciones,
buscando que ellos propusieran respuestas. Ahora bien, dado que el interés fue que los
alumnos utilizaran propiedades geométricas, se esperaba que al finalizar los cursos de
geometria utilizaran mas las justificaciones basadas en deducciones, es decir, los
esquemas de argumentacién analiticos. Sin embargo, la mayoria de alumnos utilizaron
justificaciones de los primeros tipos, los cuales estan incluidos en los esquemas de
argumentacion simbolicos, facticos y empiricos.

5.1. Justificaciones circulares

Resultaron muy comunes las justificaciones circulares que echan mano de
argumentos que se utilizan a si mismos para validarse. Un caso es el del equipo 07-23
(se mantienen los numeros que tenian asignados los integrantes de cada equipo en la
lista de la profesora) cuando se justifica por qué el baricentro divide a cada mediana
en dos segmentos con una razon fija:

La razén necesita ser la misma porque representa la proporcion de cada mediana ya que
si fueran diferentes el punto donde se cortan las medianas no seria el baricentro.

Este tipo podria incluirse en los esquemas de argumentacion simbdlicos, pues
se realiza un manejo de representaciones (graficas o supuestas definiciones) que por si
mismas proporcionan el argumento pero no por hacer referencia al objeto matematico
mencionado, es decir, “los simbolos o las manipulaciones no tienen un sistema
potencial y coherente de referentes a los ojos del estudiante” (Harel, 2007, p. 67).

5.2. Justificaciones relativas al proceso de construccion

Una opcion muy utilizada fue justificar los resultados obtenidos apoyandose en la
descripcion explicita del proceso de construccion, lo cual incluyo referencias a las
opciones del software. Esto hace referencia a un esquema de argumentacion factico
desde el punto de vista de Flores et al (2010). Por ejemplo, en la actividad 3 se
solicitd a los alumnos que relacionaran el triangulo medial de un triangulo (DEF en la
Figura 2) y el tridngulo A’B’C’. El equipo 03-44, cuando justificé dicha relacion dijo:

Ambos estan construidos por puntos medios pero el triangulo A’B’C’ esta hecho por
puntos medios de segmentos y el DEF estd hecho por puntos medios del triangulo. ”
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5.3. Justificaciones basadas en la experiencia

Algunos alumnos necesitan hacer referencias a casos concretos para justificar una
observacion general. Tal es el caso del equipo 19-33, que después de haber observado
que el baricentro divide a las medianas en dos segmentos cuyas longitudes tienen una
razén 2:1, en la actividad 2 lo justifican asi (ver nombres de los puntos en la Figura
5):

Al unir un vértice con la mediana de su lado opuesto forma un segmento, al hacer lo
mismo con los demas vértices, podemos obtener el punto de interseccién y el segmento se
divide, al observar las medidas, podemos ver gue el segmento corto, es una tercera parte
del segmento total ejem. AG=2/3 GD=1/3 1/3+2/3=1.

Figura 5. Construccidon del ejemplo

La justificacion es una descripcion de lo realizado durante la construccion, pero a
partir de “ejem.”, los alumnos presentan una justificacion basada en lo que tienen
enfrente: el software les proporciona unas medidas que utilizan para mostrar que un
segmento resultante de dividir AD por G representa dos terceras partes del segmento
total, el otro es un tercio y, por tanto, los dos segmentos resultantes generan la unidad
(segmento AD). Los mismos alumnos escribieron lo que aparece a continuacion en la
siguiente actividad y su archivo quedd como muestra la Figura 6:

¢ Que otro segmento en el triangulo medira lo mismo que el segmento BB’? ; Por qué?

El segmento GB’ y EG. Porque todo el segmento esta dividido en 3 partes iguales. Lo sé
porque lo hice en el ejercicio pasado.

2140 02 o

51

A = B
Figura 6. Construccidon del ejemplo (tomada de Gonzalez & Larios, 2012, p. 101)

Cuando usan la expresion “lo sé porque lo hice en el ejercicio pasado” y se revisa
que en dicho ejercicio utilizan tercios para hacer la descripcion del proceso, tenemos
que dicho tratamiento tiene una influencia directa en su respuesta y la referencia
explicita a la division en tres partes del segmento. Ello podria llevar a pensar que el
uso o desuso del razonamiento deductivo tiene que ver con la percepcion de los
alumnos sobre la utilidad del mismo y con su capacidad de otorgarle una funcion
operativa efectiva. Con todo, estas justificaciones se incluyen en las categorias de
esquemas de argumentacién empiricos. Esta categoria de esquemas segun Harel y
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Sowder (1998) incluye dos subcategorias porque los argumentos utilizados son de
distinta naturaleza. En efecto, este tipo de justificaciones se pueden considerar en una
subcategoria de esquemas de argumentacion inductivos.

5.4. Justificaciones visuales

Las justificaciones visuales son un recurso utilizado por los alumnos, que se
vincula a la representacion grafica de los objetos geomeétricos. La siguiente es una de
las preguntas hechas al mismo equipo del ejemplo anterior en la misma actividad:

¢Como son sus lados del chico con respecto al grande?, por ejemplo, ¢cual es la
relacion del lado B’C’ y el lado BC? ¢En qué se parecen y cuales son sus diferencias?
¢ Por qué?

Se parecen en que tienen la misma forma pero su Unica diferencia era que son de
distintos tamafios.

En esta actividad la intencion era que los alumnos observaran el paralelismo entre
los lados de los diferentes triangulos, pero ellos se percataron de la formay el tamafio.
Otro ejemplo es la respuesta del equipo 06-42 cuando comparan en la misma
actividad el triangulo ABC y el medial:

¢Hay alguna similitud? ¢Alguna diferencia? ¢ Tienen alguna caracteristica o propiedad
en comun?

Que ambos triangulos estan divididos en seis triAngulos mas pequefios de igual medida,
su diferencia es Unicamente su medida. El triangulo DEF estad hecho a escala del
triangulo ABC y viceversa pero puestos en diferente posicion.

La justificacion estd basada en el tamafio y la posicion de los triangulos, ni
siquiera en la medicion en si. En la misma actividad el equipo 09-25-41 escribid:

Ahora bien, tienen tres triangulos construidos, el ABC, el A’B’C’ y el DEF. ;Los ultimos
dos, los dos chicos, tienen alguna relacién o parecido entre si? ¢ Por qué?

Si, porque los vértices de los dos triangulos se encuentran en el punto medio de
segmentos diferentes.

La justificacién visual no es explicita, pero el hecho de que los vértices de dos
triangulos estén a la mitad de los segmentos parece que proporciona suficiente
informacién visual para justificar lo que ocurre. Al igual que en la subseccion
anterior, este tipo se puede incluir en los esquemas de argumentacion empiricos, pero
tiene la diferencia de que existe una referencia fuerte a la informacion figural
proporcionada por los objetos, por lo que se denominan del subtipo perceptual
(Flores, 2007).

5.5. Justificaciones con deducciones locales

Como se sabe (Fiallo et al., 2013; Flores et al., 2010; Hiele, 1986; Kuzniak,
2006), el razonamiento deductivo se utiliza en los niveles mas altos de razonamiento
en geometria, por lo que no es esperable que los alumnos de secundaria lo utilicen de
manera natural. Con los alumnos participantes se podrian esperar deducciones locales
principalmente. Segln esto, se observaron algunas justificaciones que involucran
deducciones incompletas y completas a nivel local. Un ejemplo con el que los
alumnos pudieron haber recurrido al razonamiento deductivo a partir de sus
observaciones, fue cuando se les pregunté el minimo de medianas necesarias para
construir el baricentro. La pregunta no es trivial pues para considerar éste Gltimo
punto de vista se requiere considerar la propiedad de concurrencia de las medianas,
mientras que desde el software resulta que si tres rectas (o segmentos) concurren, éste
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presenta problemas (no insalvables) para construir el punto de interseccion. Hubo
cuatro respuestas:

« Se necesitan dos porque con una no existe un punto de interseccion entre
rectas. Equipo 02-29-45: “Con dos medianas porque al trazar 2 lineas se
cruzan muestran el punto de interseccion (baricentro)”. Si bien no hay una
referencia explicita al software, tampoco lo hay al uso de la propiedad de
concurrencia de las medianas. Esta fue la opcién mas considerada por los
equipos de trabajo.

« Se necesitan dos porque asi lo requiere el software para construir un punto de
interseccion. Equipo 20-22: “Se necesitan dos medianas, porque en un solo
segmento no se puede trazar el baricentro necesitariamos dos para que nos dé
el punto de interseccion entre los dos segmentos”. Esta situacion es similar a la
anterior, pero con referencia explicita al software.

» Se necesitan dos porque se sabe que la tercera pasara por ese punto. Equipo
07-23: “Dos, porque ya sabemos que en el lugar donde se cortaron las
primeras dos pasara la tercera mediana”. Se retoma la propiedad geométrica de
concurrencia de medianas.

» Se necesitan los tres. Equipo 05-24-47: “Son tres medianas porque donde se
cruzan es donde se encuentra el punto G”. Se evidencia una falta de referencia
al uso del software, pero también pareciera que hay una carencia en la
comprension de la situacién pues se resuelve repitiendo lo que ya se ha visto.

Figura 7. Construccién del ejemplo (en Gonzélez & Larios, 2012, p. 95)

Otro ejemplo de razonamiento deductivo es el equipo 06-42 en la actividad 3,
donde se realiza la construccion de la Figura 7. En este punto deben contestar:

¢, Qué otro segmento en el triangulo medira lo mismo que el segmento BB’? ¢ Por qué?

GE. Porque del baricentro al punto medio de CA mide la mitad del segmento GB, por lo
tanto el punto medio de GB equivale a la medida de GE.

Para ese momento, los alumnos previamente habian identificado por medio de
mediciones que “del baricentro al punto medio de CA [que es E] mide la mitad del
segmento GB”. Saben que el punto medio de un segmento (B’) lo divide en dos que
miden la mitad que el original, aunque esto lo mantienen implicito. No obstante, no
recurrieron a medir los segmentos; aprovecharon lo ya observado y lo aplicaron
directamente. Este tipo de justificacién corresponde a un esquema de argumentacion
analitico, pues aparecen cadenas de deducciones aungue sea a nivel local. Se obtienen
conclusiones a partir de propiedades consideradas de manera casi inmediata. Con los
alumnos del estudio se percibié el desarrollo de esquemas axiomaticos.

6. Reflexiones finales
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Al estudiar geometria en un ambiente dindmico, los alumnos de tercer afio de
secundaria hacen mas referencias a los aspectos figurales que a los conceptuales de
los objetos geométricos (Larios & Gonzalez, 2010). Esto es de esperar pues el proceso
de aprendizaje es progresivo y no lineal, y requiere manipulacion de representaciones
—que hacen mas referencia a los aspectos figurales y que requieren de
representaciones graficas estereotipadas— para otorgar significados adecuados a los
objetos geométricos al hacer referencia a los aspectos conceptuales. Asi, los alumnos
ponen mas atencidn a caracteristicas (propiedades) de objetos geométricos —0 mas
bien de representaciones—, que resultan irrelevantes para el proceso de justificacion
deductiva al proporcionar informacion que “estorba” (Larios, 2005):

» No se observan propiedades invariantes porque la representacion (dibujo) esta
mal y no se perciben las propiedades (a diferencia del experto que hace
dibujos pero se enfoca en el aspecto conceptual).

» Se observan propiedades que podrian provenir de fuentes externas, pero que
“desaparecen” cuando se aplica el arrastre por los errores en la construccion
(no es robusta). Los alumnos no se percatan de que la complicacion esta en su
construccién y no en las propiedades geométricas.

Se hace necesario un tratamiento didactico dirigido a la observacion de
propiedades geométricas (aspecto conceptual) y a la produccion de justificaciones con
deducciones locales inicialmente, para avanzar en los procesos de razonamiento. Esto
requiere que el disefio de las actividades considere la produccion de conjeturas y de
argumentos que se hagan explicitos y se puedan comunicar. Valdria la pena
desarrollar herramientas que permitieran al profesor sistematizar la observacion del
desarrollo de los alumnos para detectar el tipo de justificacion que utilizan en un
contexto en particular y asi mejorar los procesos didacticos. Los esquemas de
argumentacion pueden ser parte de dicha herramienta, aunque hemos visto que
requieren un analisis mayor y quiza con una mayor adaptacion con respecto a la
propuesta original de Harel y Sowder (1998). Por otro lado, durante este trabajo se
percibié la necesidad de que los alumnos expliciten mas sus observaciones y
conclusiones cuando trabajan en el desarrollo de justificaciones y explicaciones a fin
de que puedan intercambiar ideas, sostener y rebatir argumentos mediante
razonamientos cercanos a la deduccion.

Otros factores que se vieron involucrados en el trabajo de los alumnos que deben
ser tomados en cuenta son el uso frecuente de la opcion en el software para medir
distancias o areas. Se detectd que en ocasiones las actividades planteadas promueven
esto, por lo que conviene buscar la manera en que la medicion progresivamente pase
de ser un medio que sirve como verificacion y validacion a uno que se utilice como
herramienta heuristica. De acuerdo con Duval (1999), este cuidado con la medicion es
necesario, pues “cuando la hipotesis incluye nimeros como medidas de lados o
segmentos, la aprehension operativa es neutralizada y la figura cumple s6lo una
funcion ilustrativa o de apoyo. Incluso podemos tener un conflicto entre la figura y las
medidas que lleve a una paradoja” (p. 99). Los alumnos en varias ocasiones aceptaron
la igualdad de longitud de segmentos utilizando més la medicion (con la herramienta
del software) que las propiedades geométricas (e incluso ignorando éstas). Ademas,
algunas metéaforas como las de movimiento son introducidas. Los objetos geométricos
en la computadora al ser arrastrados por el usuario pareciera que se desplazan por la
pantalla. En la realidad geométrica no ocurre esto ya que un punto cualquiera en el
plano (P) no cambia de lugar, sino que en todo caso se le aplica una operacion
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(isometria) y se obtiene otro como imagen. En el software pareciera que es el mismo
(incluso conserva el mismo nombre) y tanto profesor como alumno lo llaman igual.

Nuestro estudio, lejos de hacer desistir a los profesores de utilizar el software para
Geometria Dindmica, muestra la necesidad de seguir realizando exploraciones al
respecto para conseguir proponer estrategias a desarrollar en el aula. Las posibilidades
son muchas y requieren que el profesor esté dispuesto a afrontar el reto de utilizar la
herramienta computacional (en términos ventajosos y desventajosos), consciente de
los fendbmenos cognitivos que emergen y los obstaculos que aparecen (Larios, 2005).

Referencias
Alvarez-Gayou, J. L. (2005). Cémo hacer investigacion cualitativa. México: Paid6s.

Bartolini Bussi, M. G., & Mariotti, M. A. (2008). Semiotic mediation in the
mathematics classroom. En L. D. English (Ed.), Handbook of International
Research in Mathematics Education (pp. 746-783). Nueva Y ork: Routledge.

Bloch, E. D. (2000). Proof and fundamentals. Boston: Birkhduser.

Boero, P., Garuti, R., & Mariotti, M. A. (1996). Some dynamic mental processes
underlying producing and proving conjectures. En A. Gutiérrez, & L. Puig (Eds.),
Proceedings of the 20th Conference of the International Group for Psychology of
Mathematics Education (vol. 2, pp. 121-128). Valencia: PME.

Duval, R. (2003). «Voir» en mathématiques. En E. Filloy (Ed.), Matematica
educativa. Aspectos de la investigacion actual (pp. 41-76). México: FCE.

Duval, R. (1999). Argumentar, demostrar, explicar: ¢continuidad o ruptura
cognitiva? México: Pitagora Editrice Bologna y Grupo Editorial Iberoamérica.

Duval, R. (2007). Cognitive functioning and the understanding of mathematical
processes of proof. En P. Boero (Ed.), Theorems in schools. From history,
epistemology and cognition to classroom practice (pp. 137-161). Rotterdam:
Sense Publishers.

Duval, R. (1998). Geometry from a cognitive point of view. En C. Mammana, & V.
Villani (Eds.), Perspectives on the teaching of geometry for the 21st century (pp.
37-52). Dordrecht: Kluwer.

Duval, R. (2005). Les conditions cognitives de I’apprentissage de la géometrie:
développement de la visualisation, différenciation des raisonnements et
coordination de leurs fonctionnements. Annales de Didactique et Sciences
Cognitives, 10(2), 5-53.

Fiallo, J., Camargo, L., & Gutiérrez, A. (2013). Acerca de la ensefianza y el
aprendizaje de la demostracion en matematicas. Revista Integracion, 31(2), 181-
205.

Finzer, W. F., & Jackiw, N. (1998). Dynamic manipulation of mathematical objects.
Disponible en: http://www.dynamicgeometry.com/General _Resources/
Recent_Talks/Sketchpad_4.0_Talks/Dynamic_Manipulation.html.

Fischbein, E. (1993). The theory of figural concepts. Educational Studies in
Mathematics, 24, 139-162.

Flores E., C., Gmez R., A., & Flores S., A. H. (2010). Esquemas de argumentacion
en actividades de geometria dindmica. Acta Scientiae, 12(2), 22-42.

5 AIEM, nmero 12, noviembre de 2017



V. Larios Osorio, L.R. Pino-Fan y N. Gonzélez Gonzalez

Flores S., A. H. (2007). Esquemas de argumentacion en profesores de matematicas
del bachillerato. Educacion Matemética, 19(1), 63-98.

Gonzalez G. N., & Larios O., V. (2012). Justificaciones en la geometria dinamica de
secundaria. Saarbriicken: Editorial Académica Espafiola.

Gonzato, M. (2013). Evaluacion de conocimientos de futuros profesores de educacion
primaria para la ensefianza de la visualizacion espacial. Trabajo de Tesis
Doctoral. Universidad de Granada.

Harel, G. (2007). Students’ proof schemes revisited. En P. Boero (Ed.), Theorems in
schools. From history, epistemology and cognition to classroom practice (pp. 65-
78). Rotterdam: Sense Publishers.

Harel, G., & Sowder, L. (1998). Students’ proof schemes: Results from exploratory
studies. En A. Schoenfeld, J. Kaput, & E. Dubinsky (Eds.), Research in collegiate
mathematics education Il (pp. 234-282). Washington DC: AMS.

Hiele, P. M. (1986). Structure and insight. Boston: Academic Press.

Hitt E., F., Cortés Z., C., & Rinfret, M. (2012). Utilisation des technologies dans la
classe de mathématique au secondaire: des outils sous-exploités. En J.-L. Dorier,
& S. Coutat (Eds.), Enseignement des mathématiques et contrat social. Actes du
colloque EMF2012 (pp. 849-862). Ginebra: Université de Geneve.

Kuzniak, A. (2006). Paradigmes et espaces de travail géométriques. Eléments d’un
cadre théorique pour I’enseignement et la formation des enseignants en
géométrie. Canadian Journal of Science and Mathematics Education, 6(2), 167-
188.

Laborde, C., & Capponi, B. (1994). Cabri Géometre constituant d’un milieu pour
I’apprentissage de la notion de figure géométrique. Recherches en Didactique des
Mathématiques, 14(1-2), 165-210.

Larios O., V. (2005). Fenomenos cognitivos presentes en la construccion de
argumentos en un ambiente de Geometria Dindmica. Trabajo de Tesis Doctoral.
Cinvestav-DME México.

Larios O., V., & Gonzalez G., N. (2010). Aspectos que influyen en la construccion de
la demostracion en ambientes de Geometria Dindmica. Revista Latinoamericana
de Investigacion en Matematica Educativa (Relime), 13(4), 147-160.

Mariotti, M. A. (2006). Proof and proving in mathematics education. En A. Gutiérrez,
& P. Boero (Eds.), Handbook of research on the Psychology of Mathematics
Education. Past, present and future (pp. 173-204). Rotterdam: Sense Publishers.

Rabardel, P. (2002). People and technology. A cognitive approach to contemporary
instruments.  Disponible en: http://ergoserv.psy.univ-paris8.fr/Site/Groupes/
Modele/Articles/Public/ART372105503765426783.PDF

Rav, Y. (1999). Why do we prove theorems? Philosophia Mathematica, 7(3), 5-41.

Secretaria de Educacion Publica (SEP). (2011). Programas de estudio 2011. Guia
para el Maestro. Educacion Basica. Secundaria. Matematicas. Mexico:
Secretaria de Educacion Pablica.

Ursini L., S. (2006). Ensefianza de las Matemaéticas con Tecnologia (EMAT). En M.
T. Rojano (Ed.), Ensefianza de la Fisica y las Matematicas con tecnologia (pp.
25-41). México: Secretaria de Educacion Publica.

AIEM, nimero 12, noviembre de 2017 5



Esquemas argumentativos de estudiantes de secundaria en ambientes de geometria dinamica

Ursini L., S., & Rojano C., T. (2000). Guia para integrar los talleres de capacitacion
EMAT. México: Secretaria de Educacion Publica e Instituto Latinoamericano de
la Comunicacién Educativa.

Agradecimientos

Proyecto de Investigacion Fondecyt de iniciacion N° 11150014, CONICYT,
Chile. Proyecto EDU2015-64646-P, MEC, Espafa.

Referencias de los autores

Victor Larios Osorio, Universidad Autdbnoma de Querétaro, Maestria en Didactica de
las Matematicas (México). vil@uag.mx

Luis Roberto Pino-Fan, Universidad de Los Lagos, Departamento de Ciencias Exactas
(Chile). luis.pino@ulagos.cl

Noraisa Gonzalez Gonzalez, Escuela Secundaria General “Mariano Matamoros”,
USEBEQ (México). noraill@yahoo.com

5 AIEM, nmero 12, noviembre de 2017


mailto:norai11@yahoo.com

V. Larios Osorio, L.R. Pino-Fan y N. Gonzélez Gonzalez

Argumentative schemes of middle school students on
dynamic geometry environments
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Knowledge validation in Mathematics is an epistemological main issue in the
mathematics methodological process known as mathematical proof. Its learning
includes complex processes and obstacles which appear throughout individual
cognitive development. This learning process may be studied taking into count
aspects like activities, technology used for explorations, arguments structure and
content and types of justification. In this paper we present the types of justification
produced by middle school Mexican students (14-15 year-olds) during their work
within a Dynamic Geometry Software (DGS) environment. The teaching and learning
of Geometry in the teaching experiment is accomplished with activities that allow
explorations and observations of properties in order to promote deductive reasoning.
We considered a pragmatic approach to the notion of proof as mathematical
knowledge validation and an analysis of argumentation schemes produced by
students. We observed more references to figural than to conceptual aspects in
relation to the common manipulation of representations. This finding points to
complexity of the learning of proof inasmuch as students often paid exclusive
attention to features of drawings (objects’ representations) which are irrelevant for
deductive justification. It became clear that students should be encouraged to make
explicit their observations and conclusions when they are working on the
development of justifications and explanations, so that they can exchange ideas,
support their own arguments and refute others’ arguments through deduction-based
reasoning. It would be worth developing tools which allow teachers to systematize the
observation of students’ development in order to detect the type of justification that
they use in particular contexts. This would allow the teachers to be able to implement
more adequate didactic processes.
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Caracterizacion de un modelo para fomentar la alfabetizacion matematica en la infancia:
vinculando investigacion con buenas préacticas

Resumen

Se presenta un modelo para fomentar la alfabetizacién matematica en Educacion Infantil. EI Modelo
de Alfabetizacién Matematica en la Infancia incluye seis fases: matematizacion del contexto de
ensefianza-aprendizaje; conocimientos matematicos previos de alumnos; aprendizaje de conocimientos
matematicos y documentacion en contexto; co-construccidn y reconstruccién de conocimiento
matematico en el aula; formalizacidn de conocimientos matematicos adquiridos; y reflexion sistematica
sobre la practica matematica realizada. La caracterizacion del modelo se fundamenta en los avances de
los ultimos afios en diferentes ambitos tematicos y agendas de investigacion en educacion matematica en
general y educacion matematica infantil en particular. Se consideran contribuciones sobre métodos de
ensefianza de las matematicas y sobre buenas practicas que provienen principalmente de la Educacién
Matematica Realista y del Consejo Nacional de Profesores de Matematicas de Estados Unidos.

Palabras clave. Educacion matemética infantil, alfabetizacion matematica, investigacion en
educacion matematica, buenas préacticas, Educacion Matemaética Realista.

Caracterizacdo de um modelo para promover a literacia matemética na infancia: ligacdo da
investigaco com as melhores préticas

Resumo

Este artigo apresenta um modelo para melhorar literacia matematica na educacgdo infantil.
Modelo Literacia Matematica na Infancia inclui seis fases: matematizagcdo contexto de ensino e
aprendizagem; conhecimento matematico anterior de estudantes; aprendizagem conhecimento
matematico e documentacao no contexto; co-construcdo e reconstru¢do do conhecimento matematico na
sala de aula; formalizacao do conhecimento matematico adquirido; e reflex&o sistematica sobre a pratica
matematica. O caracterizacdo € baseada em avancos nos Ultimos anos em diferentes areas teméticas e
agendas de pesquisa em educacdo matematica e matemética educacgdo infantil. Especificamente, eles
consideram vérias contribuicdes sobre os métodos de ensino de matemdtica e de boas préticas,
principalmente, da Educacéo Matematica Realista e do Conselho Nacional de Professores de Matematica
dos Estados Unidos.

Palavras chave. Educagdo matematica na infancia, literacia matemética, pesquisa em educacao
matematica, boas préaticas, Educacdo Matematica Realista.
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Caracterizacién de un modelo para fomenter la alfabetizacién matematica en la infancia

Characterization of a model to empower mathematical literacy in children: linking research
with good practices

Abstract

This article presents a model to empower mathematical literacy in Childhood Education. Model
of Mathematical Literacy in Childhood includes six phases: mathematisation of the context of teaching
and learning; prior mathematical knowledge of students; learning mathematical knowledge and
documentation in context; co-construction and reconstruction of mathematical knowledge in the
classroom; "Formalization™ of mathematical knowledge; and systematic reflection on the mathematical
practice done. The characterization of the model draws on advances in recent years in different thematic
areas and research agendas in mathematics education in general and Childhood mathematics education
in particular. This model considers contributions on methods of teaching mathematics and good practice
mainly from the Realistic Mathematics Education and the National Council of Teachers of Mathematics.

Key words. Childhood mathematics education, mathematical literacy, mathematics education
research, good practices, Realistic Mathematics Education.

Caractérisation d'un modéle pour promouvoir l'alphabétisation mathématique chez les
enfants: liant recherche avec bonnes pratiques

Résumé

Cet article présente un modéle pour améliorer I'alphabétisation des mathématiques dans
I'éducation de la petite enfance. Modéle de I'Alphabétisation Mathématique de la Petite Enfance
comprend six phases: mathématisation de le contexte de I'enseignement et I'apprentissage; connaissance
mathématique précédente des éleves; apprentissage des connaissances mathématiques et de la
documentation dans le contexte; co-construction et reconstruction des connaissances mathématiques
dans la salle de classe; "Formalisation” des connaissances mathématiques; et réflexion systématique sur
la pratique mathématique. Le caractérisation de modéle est basée sur les progres de ces derniéres années
dans différents domaines thématiques et des programmes de recherche dans I'éducation en
mathématiques en général et dans I'éducation en mathématiques de I'enfance en particulier. Plus
précisément, nous considérons diverses contributions sur les méthodes de I'enseignement des
mathématiques et des bonnes pratiques, principalement de I'Education Mathématique Réaliste et le
Conseil National des Professeurs de Mathématiques des Etats-Unis.

Paroles clés. Education de la petite enfance, alphabétisation des mathématiques, recherche dans
I'éducation en mathématiques, bonnes pratiques, I'Education Mathématique Réaliste.

1. Introduccion

Durante las ultimas décadas la educacion matematica infantil ha ido adquiriendo
mayor consideracion, en gran medida debido a que diversos organismos han expresado
sus beneficios para los nifios y para la sociedad en general. EI Consejo Nacional de
Profesores de Matematicas de Estados Unidos (NCTM, 2003, p. 80) sefiala que:

Desarrollar una sélida base matematica en los primeros afios es especialmente importante
para todos los nifios. Deben apoyarse sus esfuerzos y su confianza en que aprender
matematicas esta a su alcance. Los nifios construyen creencias sobre lo que son las
matematicas, sobre lo que significa saber y utilizar matematicas y sobre si mismos como
aprendices de matematicas (...). Por consiguiente, es imperativo proporcionarles programas
de gran calidad que incluyan matematicas significativas, y presentarlas de una manera que
respete tanto las matematicas como la naturaleza de los nifios.

La Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econdmico sefiala que esta
demostrado que los nifios que tienen acceso a servicios de educacién y cuidados de
calidad durante la primera infancia obtienen resultados mucho mejores, equivalentes a
un avance de uno o dos afios escolares, en pruebas internacionales sobre competencias
basicas, como PISA y PIRLS (OECD, 2007). La Asociacion Australiana de Profesores
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de Matematicas y Primera Infancia (2012, p. 2) explica que “todos los nifios, en sus
primeros afos, son capaces de acceder a grandes ideas matematicas, relevantes para su
vida actual y, a su vez, fundamentales para su futuro aprendizaje de las matematicas y
para otros aprendizajes”. De Castro, Flecha y Ramirez (2015) y de Castro (2016) indican
que estas conclusiones han dado lugar a que varios autores (Clements, 2004; Clements
& Sarama, 2009) e instituciones de referencia internacional, como la Asociacion
Nacional para la Educacion de la Primera Infancia (NAEYC) y el Consejo Nacional de
Investigacion (NRC), ademés del NCTM, hayan ido extendiendo su reflexion sobre la
educacion matematica infantil a edades cada vez menores, llegando a incluir el periodo
de 0 a 3 afios (Fuson, Clements, & Beckman, 2009; NAEYC & NCTM, 2013; NRC,
2014). Otra consecuencia del nuevo panorama es el aumento de las investigaciones sobre
educacion matematica infantil. En Esparia, estudios bibliométricos de analisis tematico
de los Simposios de la Sociedad Esparfiola de Investigacion en Educacion Matematica
(SEIEM), sefialan esta direccion. Mientras que los estudios de Gomez, Cafadas, Bracho,
Restrepo y Avristizabal (2011) y de Sierra y Gascon (2001) ponen de manifiesto una
escasa productividad de investigaciones sobre educacion matematica infantil durante los
periodos 1997-2008 y 1997-2010, Alsina (2013) indica que la creacion del Grupo de
Investigacion en Educacion Matematica Infantil (IEMI) supone un punto de inflexidn
que da lugar a un cuerpo de investigaciones mas cohesionado. A partir del andlisis del
contenido matematico, en ese trabajo establezco tres grupos de estudios sobre: 1) la
formacion inicial de maestros de Educacion Infantil, con trabajos desde distintos
enfoques como la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD), la Teoria Antropoldgica de
lo Didactico (TAD) o la Educacién Matematica Realista (EMR); trabajos basados en
métodos de formacion activa, como el Aprendizaje Basado en Problemas (ABP) o el
Aprendizaje Colaborativo; y trabajos sobre experiencias interdisciplinarias de
formacidn, précticas externas y trabajos finales de Grado; 2) la adquisicion y el
desarrollo del pensamiento matematico infantil, con trabajos de analisis de referentes
internacionales a nivel curricular (NCTM, 2003) y trabajos que desde un enfoque
didactico se centran en el aprendizaje de contenidos (sobre todo, numeracion y calculo);
3) los recursos y contextos de aprendizaje para favorecer el desarrollo del pensamiento
matematico, como contextos de vida cotidiana, juegos, cuentos, etc.

En el contexto europeo también se ha producido una tendencia similar. Edo (2016)
analiza la emergencia de la investigacion en educacion matemaética infantil en el grupo
Early Years Mathematics (EYM) del Congress of European Research in Mathematics
Education (CERME), y constata como desde la creacion del grupo en 2009 hasta 2015
ha ido aumentando el nimero de contribuciones y de investigadores participantes. Esta
autora sefiala que entre los temas que se han tratado en las diferentes ediciones aparece
el anlisis de las oportunidades de aprendizaje matematico en contextos informales, el
papel de los materiales, las diferentes formas de comunicacion y representacion
matematica de los nifios pequefios o las evidencias de aprendizaje sobre contenidos
especificos, entre otros. El eje comtin de todos estos trabajos es “el deseo de mejorar el
aprendizaje de las matematicas para los nifios pequefios” (Edo, 2016, p. 57).

La finalidad de este articulo es empezar a caracterizar un modelo para empoderar la
alfabetizacion matematica en la infancia, considerando avances en ambitos tematicos y
agendas de investigacion en educacion matematica infantil durante los ultimos afios.
Para fundamentar dicho modelo se consideran diversas contribuciones sobre los
métodos de ensefianza de las matematicas y sobre buenas practicas.

2. Métodos de ensefianza de las matematicas en Educacion Infantil
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En las aulas de Educacion Infantil coexisten diversos métodos para ensefiar
matematicas. Baroody y Coslick (1998) distinguen cuatro métodos de ensefianza
centrados en la actividad matematica del aula, sintetizados por de Castro (2007):

e Enfoque de destrezas: contempla el aprendizaje mateméatico como la
memorizacion de destrezas basicas a travées de la repeticion. El objetivo principal
es adquirir un conjunto de reglas, férmulas y procedimientos. Los alumnos son
considerados vacios de contenido e incapaces de comprender por si mismos la
mayor parte de conocimientos matematicos. Las tareas no acostumbran a estar
relacionadas con el entorno cercano y se encuentran alejadas de sus intereses. El
énfasis en la repeticion hace que los alumnos adquieran destrezas de ejecucion
aun careciendo de sentido.

o Enfoque conceptual: se empieza a contemplar la necesidad de comprender y
adquirir el aprendizaje de procedimientos. Su objetivo principal es conseguir esta
adquisicion desde la significatividad y la comprension de los alumnos. Se
entiende la ensefianza como un proceso donde es necesario, en ocasiones, hacer
uso de dibujos o materiales manipulativos.

e Enfoque de resolucion de problemas: se conciben las matematicas como un
espacio en el que los alumnos pueden reflexionar y razonar aquello que les
despierta curiosidad. A su vez considera a los nifios poseedores de la capacidad
de construir sus propios conocimientos. El objetivo principal de este enfoque es
introducir a los alumnos en la actividad matematica mediante la resolucion de
problemas reales y cercanos. El papel del maestro es el de acompafante en el
proceso, entendiendo al alumno como protagonista de su aprendizaje.

e Enfoque investigativo: es una combinacion entre el enfoque conceptual y el de
resolucion de problemas. Entiende las matematicas no solo como adquisicion de
conceptos y procedimientos sino también como proceso de investigacion. Los
alumnos deciden el camino que deben recorrer en su aprendizaje matematico y
el maestro es su orientador, que actla solo cuando los alumnos se bloquean ante
latarea. El principal objetivo es conseguir que los alumnos, por si mismo, lleguen
a sus propias conclusiones mediante reflexion, razonamiento, representacion,
resolucion de problemas e investigacion.

Considerando los métodos anteriores, Lopez y Alsina (2015) presentan los
resultados de una tesis doctoral cuya finalidad es comparar el rendimiento matematico
de alumnos de 3 a 6 afios y los tipos de andamios que ofrece el profesorado en funcién
del método. Con datos de 149 alumnos y 9 maestras de Educacion Infantil, se observan
diferencias estadisticamente significativas en el rendimiento matematico de los alumnos
que aprenden a través de la metodologia de los rincones de trabajo (combinacion de los
enfoques de resolucion de problemas e investigativo), respecto a los que aprenden a
través de fichas (enfoque de destrezas) y materiales manipulativos (enfoque conceptual).
El analisis cualitativo revela que las ayudas mas habituales del profesorado que trabaja
a partir de fichas son “suscitar”, “instruir” ¢ “informar”, en el caso de materiales
manipulativos las principales ayudas consisten en “suscitar”, “razonar” y “reflexionar”
y, en el trabajo a partir de rincones, “razonar”, “suscitar” y “orientar”. Los resultados,
ademas de poner de manifiesto la heterogeniedad de métodos para ensefiar matematicas
en las aulas de Educacién Infantil, evidencian que estas diferentes maneras de ensefiar
tienen efectos diferentes en el rendimiento matematico de los alumnos. Se sugiere que
el disefio y la gestion de las practicas matematicas acaba determinando el aprendizaje
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matematico de los alumnos. En el siguiente apartado se revisan aportaciones en relacion
al disefio y la gestion de buenas practicas matematicas en las primeras edades.

3. Buenas practicas matematicas en Educacion Infantil

El término “buena practica” ha sido objeto de debate en la investigacion en
educacion matematica y en el contexto de la educacion infantil. En este apartado, se
presentan aportaciones, principios o descripciones de buena practica matematica que se
centran en diversos aspectos como el tipo de contenidos, el disefio de actividades, los
medios a emplear, la gestion que deberia realizarse en el aula o bien la evaluacion.
Primero se exponen contribuciones genéricas de organismos y autores del &mbito de la
educacion matematica (NCTM, 2003, 2015; Planas & Alsina, 2014). Luego se describen
aportaciones especificas en el marco de la educacién matematica infantil (Asociacion
Australiana de Profesores de Matematicas e Infancia, 2012; NAEYC & NCTM, 2013).

Desde una perspectiva genérica, en el contexto de la definicion de los principios y
estandares para la educacion matematica, NCTM (2003, p. 17) sefiala que “una
ensefianza eficaz requiere conocer lo que los alumnos saben y lo que necesitan aprender;
y luego estimularlos y ayudarlos para que lo aprendan bien”. Se consideran tres
elementos en el marco del “Principio de Ensefianza” de las matematicas:

o La eficacia docente exige saber matematicas, tener en cuenta que los alumnos
son aprendices y disponer de estrategias pedagogicas. De ahi, el profesorado
deberia tener diferentes conocimientos (disciplinares, didacticos, etc.)

¢ Una ensefianza eficaz requiere un entorno en aprendizaje que apoye Yy estimule.
Se trata de plantear propuestas educativas o tareas matematicas Utiles para
introducir nociones matematicas importantes y para retar e implicar
intelectualmente a los alumnos. La toma de decisiones respecto al tipo de
propuestas debe acompariarse con decisiones sobre la gestion.

e Una ensefianza eficaz requiere tratar continuamente de mejorar. Las buenas
practicas surgen de la observacion y reflexion sistematica de la propia préactica.

Los elementos anteriores forman parte de los principios que en la publicacion del
NCTM de 2003 pretendian describir las caracteristicas de la educacion matematica de
calidad. Como puede apreciarse, las principales ideas asociadas al principio de
ensefianza se referian a los conocimientos disciplinares y didacticos del profesorado para
poder llevar a cabo una buena planificacion y gestion de préacticas matematicas.

Afios después se actualizan los principios en el manual De los Principios a la Accion
(NCTM, 2015). A diferencia de los principios publicados en 2003, ahora se pretende
guiar la educacion matemética de los proximos afios, los principios se vinculan con
practicas eficaces y se ilustran con ejemplos. En concreto, se describen condiciones,
estructuras y politicas que han de darse para que los alumnos aprendan matematicas,
ademas de abordarse elementos esenciales de la ensefianza y el aprendizaje, del acceso
y la equidad, del curriculo, o bien otros aspectos como herramientas y tecnologia,
evaluacion y profesionalizacién. Sugieren acciones que el profesorado debe llevar a
cabo para garantizar el éxito de todos en las matematicas. En concreto, mencionan ocho
practicas basadas en investigaciones que representan un conjunto esencial de habilidades
esenciales de ensefianza que se requieren para desarrollar un profundo aprendizaje de
las matematicas: 1) Establecer metas matematicas basadas en el aprendizaje, 2)
Implementar tareas de razonamiento y de resolucion de problemas, 3) Usar y vincular
las representaciones matematicas, 4) Favorecer el discurso matematico significativo, 5)
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Plantear preguntas deliberadas, 6) Elaborar la fluidez procedimental a partir de la
comprension conceptual, 7) Favorecer el esfuerzo productivo en el aprendizaje de las
matematicas, 8) Obtener y utilizar evidencias del pensamiento de los estudiantes.

Estas ocho préacticas de ensefianza de las matematicas son “un conjunto de acciones
muy recomendables para todos los docentes, asesores pedagdgicos y especialistas en
matematicas, asi como para todo el personal administrativo de escuelas y distritos y cada
uno de los lideres politicos y responsables de politicas” (NCTM, 2015, p. 4).

Para concretar las caracteristicas de una buena practica matematica, Planas y Alsina
(2014) retoman los siete principios clasicos de la ensefianza de las matemaéticas
elaborados por el matematico inglés John Perry y sintetizados en Price (1986, p. 114).
A modo de decalogo los completan con tres principios més al final de la lista:

e Tener en cuenta la motivacion y los intereses del alumnado.
e Basar lo abstracto en la experiencia concreta para promover la comprension.

e Emplear actividades que supongan el uso de la mano y el ojo, y no solo de la
oreja, en conjuncidn con el cerebro, asi como de los métodos gréaficos.

e Adoptar métodos experimentales y heuristicos: experimento, estimacion,
aproximacion, observacion, induccion, intuicién, sentido comdn, etc.

e Retrasar el rigor logico y la preocupacion inicial por los fundamentos, y
restringir los elementos deductivos formales, admitiendo diversas formas de
demostracion.

e Simplificar, ensanchar y unificar la materia-disciplina de las matematicas, e
ignorar las divisiones artificiales tradicionales.

e Correlacionar las matematicas con la ciencia y el trabajo de laboratorio, y
relacionar las matematicas con la vida y sus aplicaciones.

e Recordar la necesidad de incorporar el rigor légico y la preocupacion por los
fundamentos en los momentos posteriores a la experiencia concreta.

¢ Introducir formas de validacion de la practica matematica que no hayan surgido
de la implicacion del alumnado en las actividades propuestas.

e Generar motivacion e interés en el alumnado por problemas matematicos.

Anaden los tres ultimos principios con la intencidon de cerrar “mejor” el circulo,
retomando cuestiones y practicas matematicas de importancia que podrian no ser
incorporadas en el desarrollo del curriculo si solo se tuvieran en cuenta la motivacion y
los intereses del alumnado o si se retrasara tanto el rigor légico y la preocupacion por
los fundamentos que, finalmente, no se volviera a ellos.

Desde la perspectiva de la educacion matematica infantil también hay intentos de
concrecidn de lo que se entiende por buena practica matematica. Se presentan diversas
recomendaciones que describen las caracteristicas que deben tener las préacticas
matematicas en Educacion Infantil, tales como el uso de materiales manipulativos,
juegos y otros recursos, 0 bien la incorporacion progresiva de lenguaje matematico
durante las primeras edades. En este sentido, sigue una sintesis de recomendaciones de
la Asociacion Australiana de Profesores de Matemaéticas e Infancia (2012):

e Atraer la curiosidad natural de los nifios para favorecer el desarrollo de las ideas
y de la comprension de las matemaéticas infantiles, usando enfoques como el
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juego, el curriculo emergente, el curriculo centrado en los nifios o el curriculo
iniciado por los nifios.

Asegurar que las ideas matematicas con las que interactdan los pequefios sean
relevantes, usando métodos infantiles de resolucion de problemas matematicos
como base para su desarrollo posterior.

Reconocer que el aprendizaje de las matematicas es una actividad social que
debe ser apoyada y en la que se debe profundizar, tanto a través de la interaccion
con otros nifios, como con los adultos.

Proporcionar materiales apropiados, espacio, tiempo y otros recursos para
animar a todos los nifios a implicarse en su aprendizaje matematico. Y reconocer
que, aunque los materiales pueden ser importantes en el desarrollo infantil de
ideas matematicas, éstas se desarrollan a través del pensamiento sobre la accion.

Fijarse en el uso del lenguaje para describir, explicar y justificar ideas
matematicas, reconociendo el importante papel que juega el lenguaje en el
desarrollo de todo aprendizaje.

Evaluar el desarrollo matematico de los nifios a través de medios tales como la
observacion, historias de aprendizaje o debates. Y reconocer que el propdésito de
dichas evaluacion es hacer un seguimiento del desarrollo y facilitar la
planificacion de las siguientes interacciones, tareas, actividades e intervenciones.

Para la Asociacion Australiana de Profesores de Matematicas e Infancia (2012, p.
1), estas recomendaciones deberian “garantizar que todos los nifios tengan acceso a las
ideas matematicas fundamentales y a su aprendizaje durante los primeros afios, y al
aprendizaje que les prepare para el futuro y favorezca en ellos actitudes positivas”. Otra
aportacion es la declaracion conjunta sobre las matematicas en la Educacion Infantil de
la Asociacion Nacional para la Educacion Infantil y el Consejo Nacional de Profesores
de Matematicas de Estados Unidos (NAEYC & NCTM, 2013). A diferencia de los
principios genéricos para la educacién matematica del NCTM (2003), en esta
declaracion se indican algunos aspectos especificos que se deberian considerar en las
practicas matematicas infantiles. Son recomendaciones que se centran en algunas de las
principales necesidades de los nifios de las primeras edades para aprender matematicas:

Potenciar el interés natural de los nifios en las matematicas y su disposicion a
utilizarlas para dar sentido a su mundo fisico y social.

Aprovechar las experiencias y conocimientos previos de los nifios, incluidos los
familiares, linguisticos, culturales y los de su comunidad, sus aproximaciones
individuales al aprendizaje; y sus conocimientos informales.

Basar los curriculos de matematicas y practicas docentes en el conocimiento del
desarrollo cognitivo, linguistico, fisico, social y emocional de los nifios.

Utilizar curriculos y practicas docentes que fortalezcan los procesos infantiles de
resolucion de problemas y razonamiento, asi como los de representacion,
comunicacién y conexién de ideas matematicas.

Asegurar que el curriculo sea coherente y compatible con las relaciones y
secuencias conocidas de las ideas matematicas fundamentales.

Facilitar que los nifios interactien de forma continuada y profunda con las ideas
matematicas clave.
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e Integrar las mateméticas con otras actividades y viceversa.

e Proporcionar tiempo, materiales y apoyo del profesor para que los nifios se
impliguen en contextos de juego para explorar y manipular ideas matematicas.

¢ Introducir activamente conceptos matematicos, metodos y lenguaje a través de
una variedad de experiencias y estrategias de ensefianza apropiadas.

e Apoyar el aprendizaje mediante la evaluacion continua y reflexiva del
conocimiento, destrezas y estrategias de todos los nifios.

Considerando el conjunto de aportaciones genéricas y especificas de la educacion
matematica infantil, en el apartado siguiente se caracteriza un modelo para el disefio y
la gestion de buenas practicas matematicas en esta etapa. La finalidad es impulsar la
alfabetizacion matematica de los alumnos de las primeras edades, entendida como
“capacidad individual para identificar y comprender el papel que desempefian las
matematicas en el mundo, emitir juicios bien fundados, utilizar las matematicas y
comprometerse con ellas, y satisfacer las necesidades de la vida personal como
ciudadano constructivo, comprometido y reflexivo” (OECD, 2004, p. 3).

4. Hacia un modelo para fomentar la alfabetizacion matematica en la infancia

El punto de partida para la caracterizacion del Modelo de Alfabetizacion
Matematica en la Infancia son las cinco fases planteadas por Alsina (2016) para el disefio
y la gestion de actividades matematicas competenciales. La Figura 1 sefiala que se trata
de una secuencia continua de fases en un flujo circular, cuya finalidad es impulsar la
capacidad de los alumnos para usar de forma comprensiva y eficaz las matematicas que
aprenden en la escuela en una variedad de contextos.

Una vez finalizada la actividad competencial, el alumno dispondra de un nuevo aprendizaje
que va a servirle de base para emprender un nuevo ciclo. En esta nueva secuencia se
planificaran otros aprendizajes para que, desde lo concreto, el alumno pueda conectar con
lo formal interiorizado en una actividad competencial anterior, aumentando de esta forma
la comprension del conocimiento matematico” (Alsina, 2016, p. 16).

Fase 1.
Matematizacion
del contexto de

ensefianza-
. aprendizaje |

Fase 5.
Formalizacion de Fase 2. Trabajo
los aprendizajes previo en el aula
adquiridos | |

b = k =

Fase 4. Trabajo
posterior en el
aula

Fase 3: Trabajo en
contexto

= I | I _,/I

Figura 1. Fases de una actividad matematica competencial (Alsina, 2016)
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El modelo de alfabetizacion matematica en la infancia contempla seis fases.
Fase 1: Matematizacién del contexto de ensefianza-aprendizaje

El planteamiento de la primera fase se fundamenta en contribuciones de la
Educacién Matematica Realista (Freudenthal, 1973, 1991), del NCTM (2003) y de
Alsina (2010a, 2014) en relacion tanto a la préctica del profesor como al disefio de la
ensefianza y su influencia en el desarrollo de la comprension. Se consideran también
rasgos de las buenas practicas matematicas en Educacién Infantil que hacen alusién
explicita a la importancia de considerar el entorno o bien a la necesidad de tener en
cuenta los procesos matematicos para empoderar el aprendizaje de las matematicas en
las primeras edades. En la declaracion conjunta de posicion sobre las matematicas en la
Educacion Infantil, por ejemplo, se recomienda partir de las experiencias y
conocimientos previos de los nifios sobre su entorno o bien fomentar los procesos
infantiles de resolucion de problemas y razonamiento, asi como los de representacion,
comunicacion y conexion de ideas matematicas (NAEYC & NCTM, 2013). Desde este
prisma, se ha caracterizado esta fase con el término “matematizacion del contexto” para
reforzar la idea de que el punto de partida es la seleccion de un contexto real o realista,
con el objeto de poder partir del nivel situacional (Freudenthal, 1991).

Una vez planificado el contexto se deberian analizar los conocimientos matematicos
que se pueden trabajar en dicho contexto. Se toman como base los estandares de
contenido del NCTM (2003) y se aboga que, junto con analizar los contenidos
matematicos, es recomendable que el profesorado planifique también a través de qué
estandares de procesos matematicos van a trabajarse dichos contenidos. Alsina (2010a)
recomienda partir de estas conexiones entre los conocimientos matematicos ya desde las
primeras edades (Figura 2), dado que cuando los alumnos usan las relaciones existentes
entre los contenidos matematicos, entre los procesos matematicos y las existentes entre
ambos, progresa su conocimiento de la disciplina y crece la habilidad para aplicar
conceptos y destrezas con mas eficacia en diferentes &mbitos de su vida cotidiana.

Resolucién .
Razonamiento ., . L,
de Comunicacion | Conexiones | Representacion

problemas y prueba

Numeros y
operaciones

Algebra

Geometria

Medida

Analisis de
datos y
probabilidad

Figura 2. Relacion cartesiana entre contenidos y procesos matematicos

Alsina (2014) plantea ideas clave para el profesorado de Educacién Infantil en el
disefio y gestidn de buenas practicas que consideren los procesos matematicos.

Fase 2. Conocimientos matematicos previos de los alumnos
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Esta fase tiene una inspiracion sociocultural ya que se asume que toda actividad
formativa deberia partir de los conocimientos de los alumnos. Como sefiald Vigotsky
(1978), si la distancia entre lo que el alumno sabe y lo que se planifica que aprenda es
demasiado grande, el aprendizaje dificilmente se produce. En el caso que se produzca,
sera un aprendizaje desconectado del resto, puesto que no sera posible realizar ningdn
tipo de vinculo. Este planteamiento lo recogen también las principales recomendaciones
acerca de las buenas practicas matematicas en Educacion Infantil, al mencionar la
necesidad de aprovechar las experiencias y conocimientos de los nifios, como ya se ha
mencionado en la fase anterior (NAEYC & NCTM, 2013).

Como se aprecia, se hace alusion implicita a la necesidad de considerar la zona de
desarrollo proximo de los alumnos. La principal herramienta de esta segunda fase tiene
también un origen sociocultural: se considera que una vez determinado el contexto de
ensefianza-aprendizaje es necesario iniciar un dialogo, es decir, fomentar la interaccion
con los alumnos para poder identificar sus conocimientos y experiencias previas. La
comunicacion en el aula de matematicas en Educacion Infantil es, pues, un aspecto
relevante que se recoge en la declaracion de posicion sobre las matematicas en la primera
infancia de la Asociacién Australiana de Profesores de Matematicas e Infancia (2012),
al recomendar que el profesorado de las primeras edades reconozca el importante papel
que juega el lenguaje en el desarrollo de todo aprendizaje.

Existen diversos recursos posibles para hacer emerger conocimientos en un
contexto de comunicacion en el aula de matematicas, aunque uno de los méas adecuados
son las buenas preguntas. Como sefiala Mercer (2001), en los procesos de interaccion,
negociacion y dialogo, las buenas preguntas se erigen como un instrumento de
mediacion idoneo ya que permiten avanzar desde unos primeros niveles de
concienciacion sobre lo que uno ya sabe o es capaz de hacer hacia niveles superiores.
Sullivan y Lilburn (2002) exponen que las buenas preguntas para ensefiar matematicas
tienen tres caracteristicas: i) Requieren comprensién de la tarea, aplicacion de conceptos
y apropiacion de estrategias, asi como analisis y sintesis de conceptos implicados, ii)
Favorecen gue los alumnos sean conscientes de lo que saben y lo que no saben, y
muestran al maestro si se entienden bien los conceptos o bien se necesitan ayudas
complementarias, iii) Permiten varias respuestas aceptables.

Ademas de identificar los conocimientos previos a través de buenas preguntas, en
el didlogo que se establece durante esta fase se deberia pactar el material para realizar la
practica (cinta metrica, libreta para anotar descubrimientos y representar ideas
matematicas) y el material para realizar la documentacion (camara digital).

Fase 3: Aprendizaje de conocimientos matematicos y documentacion en contexto

Durante esta fase es cuando propiamente se desarrolla la actividad matematica en
el contexto real o realista elegido. En el Modelo de Alfabetizacion Matematica en la
Infancia se asume que el acceso a las ideas matematicas deberia producirse en el nivel
situacional, es decir, en el contexto de la situacion. A medida que los alumnos avanzan
en su escolaridad, deben impulsarse otros niveles de comprension: nivel referencial,
mediante esquematizacion y modelos, descripciones, etc.; nivel general, mediante
exploracion, reflexion y generalizacion; y, finalmente, nivel formal, mediante
procedimientos estandares y notacion convencional (Freudenthal, 1991).

La practica docente del profesorado durante el trabajo en contexto deberia favorecer
que los alumnos comprendan y usen las ideas matematicas mas importantes. Esta idea
aparece también en las principales recomendaciones para llevar a cabo buenas practicas
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matematicas en Educacidn Infantil: en la declaracién de posicion sobre las matematicas
en la primera infancia de la Asociacion Australiana de Profesores de Matematicas e
Infancia (2012), por ejemplo, se insiste en la necesidad de asegurar que las ideas
matematicas con las que interactian los pequefios sean relevantes, y en la declaracion
conjunta de posicion sobre las matematicas en la Educacion Infantil (NAEYC & NCTM,
2013) se indica que es importante que el curriculo de matematicas tenga en cuenta las
ideas matematicas fundamentales, entre las que destacan los procesos matematicos.

Para ello, el maestro deberia provocar situaciones que inviten a los alumnos a
pensar, argumentar, razonar, descubrir, comprobar, comunicar, conectar, modelar o bien
representar ideas matematicas, considerando de forma explicita los procesos
matematicos expuestos por el NCTM (2003) junto con las subcompetencias matematicas
planteadas por Niss (2002) y la OECD (2004). De este modo, es recomendable que la
intervencidn del profesorado en esta fase sea sobre todo a través de la formulacién de
buenas preguntas que inviten a los alumnos a interactuar entre ellos e indagar. Fortuny
y Rodriguez (2012) afiaden que es necesario aprender a mirar con sentido para facilitar
la interpretacion de las interacciones que se producen.

Otro elemento interesante a considerar durante esta fase es la documentacién de las
acciones de los alumnos. Esta es, de hecho, una de las principales obsesiones de
Malaguzzi (2001) que aqui se asume en su totalidad. Para este autor, la manera mas
idonea para conocer las capacidades infantiles y desvelar una imagen menos retorica de
la infancia es realizar una observacion desinteresada de la forma original de aprendizaje
de los nifios, basada en la escucha y el respeto. Rinaldi (2001, p. 5) indica que una
variada y amplia documentacion (fotografias, videos, transcripciones) hace visible los
procesos de aprendizaje y las estrategias utilizadas por cada nifio:

Es imposible documentar sin observar e interpretar. Por medio de la documentacion, el
pensamiento o la interpretacion, lo documentado llega a ser tangible y capaz de ser
interpretado. Las notas, grabaciones y fotografias representan fragmentos de la memoria.
Mientras cada fragmento esta saturado con la subjetividad de quien documenta, al mismo
tiempo es sujeto a la interpretacion de otros, como parte de un proceso colectivo de
construccion del aprendizaje. En estos fragmentos se encuentra el pasado y también el
futuro (por ejemplo: “;Qué hubiera pasado si...?””). El resultado es un conocimiento
abundante, co-construido y enriquecido por las contribuciones de muchos

En sintesis, la documentacion tiene un papel relevante porque sirve al profesorado
para llevar a cabo procesos de reflexion acerca de la propia practica, ayuda a los alumnos
a ser conscientes de sus aprendizajes y permite comunicar el trabajo realizado a toda la
comunidad educativa y a las familias.

Fase 4. Co-construccidn y reconstruccion de conocimiento matematico en el aula

Esta fase es fundamental para que los alumnos compartan los conocimientos
adquiridos en contexto, consiguiendo de esta forma fomentar la co-construccion de
nuevo conocimiento matematico a través del andamiaje colectivo, asi como la
consolidacion o reconstruccion de ideas matematicas adquiridas previamente. De este
modo, se considera que el aprendizaje de las matematicas es una actividad social, tal
como se sefiala en la declaracion de posicion sobre las matematicas en la primera
infancia de la Asociacién Australiana de Profesores de Matematicas e Infancia (2012).

Los procesos de co-construccion y reconstruccion en un contexto de interaccion,
negociacion y dialogo se han planteado desde el modelo de formacién del profesorado
realista y reflexivo (Korthagen, 2001; Melief, Tigchelaar, & Korthagen, 2010;
Tigchelaar, Meleif, van Rijswijk, & Korthagen, 2010). En el &mbito de la educacién
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matematica, Alsina (2007, 2010b) y Flores (2007) han realizado trabajos que, desde esta
perspectiva, se han focalizado en la formacion del profesorado. Algunos estudios
también han analizado como los alumnos de las primeras edades co-construyen y
reconstruyen sus conocimientos matematicos (Alsina, 2011).

El punto de anclaje de estos trabajos es la interaccién, que a su vez es el elemento
fundamental de esta fase. Se trata de promover que los alumnos comuniquen lo que han
aprendido en contexto, procurando en todo momento que utilicen un lenguaje
matematico adecuado, en sintonia también con algunas de las principales
recomendaciones sobre buenas practicas matematicas en Educacion Infantil, que
preconizan la importancia del lenguaje para describir, explicar y justificar ideas
matematicas (Asociacion Australiana de Profesores de Matematicas e Infancia, 2012).

Desde los auspicios del modelo sociocultural, Planas (2005) analiza la diversidad
de significados surgidos en las interacciones sociales en el aula de matematicas, los
elementos que dificultan la construccion de significados compartidos o bien la carencia
de negociacion. Los trabajos de esta autora sefialan que la ensefianza de las matematicas
en cualquier nivel educativo, incluida la Educacion Infantil, requiere integrar procesos
de interaccion, didlogo y negociacion alrededor de los contenidos matematicos y su
gestion, puesto que los alumnos a menudo interpretan las normas establecidas de
maneras diferentes y de modo distinto a lo que el profesorado espera. Puig Adam (1955,
p. 5), en su decélogo de la educacién matemaética, escribe:

Es muy dificil definir bien cuando no se domina aun el lenguaje, tanto mas dificil cuanto
mas primario es el concepto definido, como ocurre con gran parte de los conceptos
matematicos. No juzguemos como ignorancia de un concepto o de una propiedad la
dificultad de su enunciacién. Pese a esta dificultad el nifio puede tener clara consciencia de
uno y de otra y saberlos aplicar impecablemente. En tales casos, antes de exigir
prematuramente repeticiones memoristicas, es preferible esperar a que la perfeccion
expresiva se alcance como consecuencia natural de la fidelidad al pensamiento y del
progresivo dominio del lenguaje.

Esta es una de las principales funciones de la comunicacién y, en consecuencia, uno
de los principales propdsitos de esta fase del modelo.

Fase 5. Formalizacion de los conocimientos matematicos adquiridos

Desde los auspicios de la EMR se preconiza que los aprendices pasan por distintos
niveles de comprension del conocimiento matematico, que van desde el nivel situacional
(en el contexto de la situacién) al nivel formal (conocimientos y notaciones
convencionales). Estos niveles implican estrategias, modelos y lenguajes de distinta
categoria cognitiva y no constituyen una jerarquia ordenada (Gravemeijer, 1994), pero
en definitiva persiguen que progresivamente los alumnos sean capaces de representar la
realidad -que es concreta- de forma abstracta (simbdlica, formal).

Treffers (1987) indica que se accede al nivel formal a través de la matematizacion
progresiva, bajo dos formas: a) matematizacion horizontal, que consiste en convertir una
situacion problemética contextualizada en un problema matematico, basandose en
intuicion, sentido comun, aproximacion empirica, observacion y experimentacion
inductiva; b) matematizacion vertical, que conlleva estrategias de reflexion,
generalizacion, prueba, rigor (limitando interpretaciones y validez), simbolizacion y
esquematizacion con el objeto de lograr mayores niveles de formalizacion matematica.

En la etapa de Educacion Infantil es necesario, pues, promover que los alumnos
empiecen a representar de manera simbolica las situaciones concretas de la realidad
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(Alsina, 2006). Por esta razon, una buena préctica deberia finalizar, a medida que
avanzan las posibilidades de representacién de los alumnos, con la formalizacién de los
aprendizajes matematicos adquiridos. Los alumnos deberian ir adquiriendo
progresivamente herramientas que les permitan formalizar los aprendizajes a través del
lenguaje escrito en general y del lenguaje algebraico en particular. La Figura 3 muestra
un ejemplo de abstraccion progresiva de la idea matematica “dos”.

X X
/]
OO

Representacion concreta de | Representaciones pictoricas | Representacion — abstracta
“dos” en contexto (dibujo de | de “dos” (signos y asociacion | de “dos” (simbolo propio
dos huevos rotos y asociacion | término a término) del lenguaje matematico)

término a término)

Figura 3. Abstraccion progresiva de la idea matematica “dos”

En las primeras edades no es aconsejable asociar el aprendizaje de las matematicas
exclusivamente a lo formal. Se insiste en esta idea puesto que, tradicionalmente, se ha
considerado la adquisicion de conocimiento formal de forma prematura. Asi, en la
ensefianza de los primeros nimeros naturales, una practica muy habitual ha consistido
en vincular su aprendizaje exclusivamente a la adquisicion de la notacion convencional.
La Figura 4 muestra un ejemplo de préactica descontextualizada de la idea matematica
“dos” propia del enfoque de destrezas (Baroody & Coslick, 1998):

Figura 4. Practica descontextualizada de la idea matematica “dos”

En el Modelo de Alfabetizacion Matematica en la Infancia, la practica anterior tiene
sentido sélo si previamente se ha accedido al conocimiento en situaciones
contextualizadas. Por esta razon, la fase de formalizacion se sitta en las fases finales de
la secuencia o itinerario didactico.

Fase 6: Reflexion sistemdtica sobre la practica matematica realizada

Para cerrar la secuencia de fases es imprescindible contemplar la reflexion
sistematica a partir de la propia accion, con el objeto de mejorarla, tal como sugieren las
principales recomendaciones sobre buenas practicas matematicas en Educacion Infantil.
En la declaracion de posicion sobre las matematicas en la primera infancia de la
Asociacion Australiana de Profesores de Matematicas e Infancia (2012), por ejemplo,
se indica que la evaluacion deberia usarse para planificar nuevas actividades e
intervenciones, y en la declaracién conjunta de posicion sobre las matematicas en la
Educacién Infantil (NAEYC & NCTM, 2013) se hace alusion explicita a la relevancia
de apoyar el aprendizaje mediante la evaluacion continua y reflexiva.
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En el contexto de la formacion del profesorado inicial y permanente, la reflexion
sistematica sobre la propia practica ha generado mucha literatura. Schon (1983) plante6
que un profesional debe saber, saber hacer, saber moralmente bien y reflexionar sobre
su accion. Para este autor, pues, el maestro necesita de la reflexion planificadora antes
de emprender una accion formativa; de la reflexion activa o aquella que se ejecuta en la
practica real y de la post-activa que evalla la practica finalizada. En todos los casos, la
reflexion tiene que ser una reflexion documentada, contrastada y que permita poner en
marcha procesos de reajuste y mejora. Posteriormente, otros autores han trabajado
alrededor de la competencia reflexiva del profesorado para mejorar su préactica
(Korthagen, 2001; Melief, Ticgchelaar & Korthagen, 2010; Perrenaud, 2004;
Tigchelaar, Melief, van Rijswijk & Korthagen, 2010).

Arcavi (2016) desarrolla el proyecto VIDEO-LM para indagar como apoyar a los
profesores hacia la toma de conciencia acerca de su propia practica profesional y la
consecuente toma idonea de decisiones en el aula. VIDEO-LM se inspira en el estudio
de clases japonés (Lesson Study) y los principios esenciales del marco de Schoenfeld
(2010), que sostiene y demuestra que es posible describir, explicar y hasta predecir la
toma de decisiones del profesor y sus acciones subsiguientes en términos de sus
conocimientos, sus objetivos y sus creencias/predisposiciones. Con este proyecto, pues,
se pretende desarrollar la capacidad de reflexion acerca de las practicas de aula en base
a observaciones y andlisis de videos de clase. Para lograr este proposito, se contemplan
seis componentes de reflexion para mejorar la propia préactica: 1) ideas matematicas y
meta-matematicas de la leccion; 2) objetivos explicitos e implicitos atribuibles al
docente; 3) tareas asignadas y su desarrollo en la clase; 4) interacciones profesor-
alumno; 5) dilemas docentes durante la clase y su resolucion; 6) creencias del profesor
acerca de las matematicas, su ensefianza y su aprendizaje inferidos de la leccion.

Llevar a cabo una reflexion sistematica con el objeto de mejorar la propia préactica
implica preguntarse acerca de los conocimientos matematicos, que hacen referencia al
listado de contenidos y procesos que deberian explicitarse en la fase 1 de nuestro modelo
(¢qué se ensefia); los conocimientos didacticos, que hacen referencia a la planificacion
y la gestién de la practica docente descritos en las fases 2 a 5 de nuestro modelo (¢,como
se ensefia?); y lo que piensa el profesor acerca de lo que ensefia y cdmo lo ensefia, que
se incluye en esta fase final del modelo (;,qué se puede mejorar?).

Algunos autores han elaborado instrumentos que pueden ayudar al profesorado de
las primeras edades a analizar y reflexionar acerca de sus practicas matematicas.
Coronata (2014) y Alsina y Coronata (2014) elaboran un instrumento para analizar la
presencia de procesos matematicos en la préctica docente. El disefio, construccion y
validacion del instrumento sigue seis fases: 1) analisis historico-epistemologico de
procesos matematicos y sus significados; 2) estudio de investigaciones sobre procesos
matematicos en las practicas docentes del profesorado de Educacién Infantil; 3) analisis
del tratamiento otorgado a los procesos matematicos en el curriculo; 4) construccion de
la version piloto del instrumento; 5) revision mediante juicio de expertos; y 6)
construccion de la version final del instrumento. Maurandi, Alsina y Coronata (en
prensa) han analizado la fiabilidad del instrumento a partir de 95 entrevistas a maestros.
Los datos se han analizado con el paquete estadistico R Core Team (R version 3.1.0)
sobre una plataforma i1686-pc-linux-gnu (32-bit). Con el paquete Psych se ha calculado
el coeficiente alfa de Cronbach: resolucion de problemas (0.86); razonamiento y prueba
(0.88); conexiones (0.82); comunicacion (0.81) y representacion (0.79). Esto permiten
afirmar que todos los items estan relacionados significativamente con aquellos
construidos para evaluar la misma faceta del factor, por lo que forman parte del mismo
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constructo (Revelle, 2015). Este instrumento constituye una herramienta base para medir
la presencia o ausencia de procesos matematicos en la practica docente, por lo que puede
ser util para apoyar y guiar la reflexion sistematica sobre la practica matematica.

Consideraciones finales

Se ha presentado la caracterizacion de un modelo para fomentar la alfabetizacion
matematica en la infancia que, por sus caracteristicas, puede ser aplicado en los distintos
niveles escolares de Educacion Infantil, y que podria ser extrapolable a la etapa de
Educacion Primaria. Para el disefio del modelo se han considerado contribuciones que
provienen tanto de la investigacion en educacion matematica como de la investigacion
en educacién matematica infantil en particular. En concreto, el modelo se fundamenta
principalmente en las aportaciones del NCTM (2003, 2015), las declaraciones de
posicion sobre la educacion matematica infantil de varios organismos internacionales
(Asociacion Australiana de Profesores de Matematicas e Infancia, 2012; NAEYC &
NCTM, 2013), asi como los principios de la EMR (Freudenthal, 1973, 1991). El
diagrama siguiente esquematiza las seis fases que de momento tiene el modelo descrito
para fomentar la alfabetizacion matematica en la infancia:

Fase 1:
Matematizacion
del contexto de

ensefianza-
aprendizaje

Fase 2.
Conocimientos

Fase 6: Reflexion
sistematica
sobre la practica
matemdtica
realizada

matemdticos
previos de los
alumnos

Fase 3:
Aprendizaje de
conocimientos
matemdticosy
documentacién
en contexto

Fase 5.
“Formalizacion”
de los
conocimientos
matematicos
adquiridos

Fase 4.
Coconstrucciony
reconstruccion
de conocimiento
matematico en
elaula

Figura 5. Modelo de Alfabetizacion Matematica en la Infancia

Como en la secuencia planteada en Alsina (2016) para el disefio y gestion de
actividades matematicas competenciales, el modelo aqui presentado parte de que, una
vez finalizada la practica docente en el aula, el alumno deberia haber aprendido un nuevo
conocimiento matematico importante con profundidad y comprensién que, a su vez, ha
de ser punto de partida de un nuevo aprendizaje. EI maestro, a partir de la reflexion
sistematica de su préctica, planificard nuevas précticas para que, desde lo concreto, el
alumno pueda conectar nuevos aprendizajes con el conocimiento (formal) interiorizado
en una practica matematica anterior. Todo ello, para fomentar el uso comprensivo y
eficaz del conocimiento matematico, es decir, la alfabetizacion matematica del alumno.

Uno de los principales desafios al presentar un modelo de este tipo consiste en
producir “indicadores de éxito”, que a su vez implica definir “éxito” en un modelo de
este tipo (Arcavi, 2016). Consideramos que los indicadores del instrumento para analizar
la presencia de procesos matematicos en la practica docente (Coronata, 2014; Alsina &

AIEM, nGmero 12, noviembre de 2017 73



Caracterizacién de un modelo para fomenter la alfabetizacién matematica en la infancia

Coronata, 2014) pueden ser el punto de partida para obtener datos en el sentido planteado
por Arcavi. En el futuro ser& necesario disefiar nuevos estudios orientados, por lo menos,
en una triple direccion: 1) establecer nuevos indicadores para analizar la eficacia del
Modelo de Alfabetizacion Matematica en la Infancia; 2) determinar los principales
beneficios y las dificultades que plantea el modelo descrito; 3) replantear, suprimir o
incorporar nuevas fases con el proposito de que finalmente sea un modelo util para
disefiar, gestionar y evaluar buenas practicas matematicas en el aula de Educacién
Infantil que fomenten la alfabetizacion matemaética de los alumnos.
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Characterization of a mathematical model to empower
mathematical literacy in children: linking research with good
practices

In recent decades, various international organizations have indicated the benefits of
mathematics childhood education for both children and society (NCTM, 2003; OECD,
2007). Greater consideration of children's mathematics education has led to: a) the
extension of the age range, including children from 0 to 3 years (e.g. Clements &
Sarama, 2009; NRC, 2014); b) the gradual increase of research on childhood
mathematics education in the Spanish and European contexts (e.g. Alsina, 2013, Edo,
2016). The purpose of this article is to begin to characterize a model to empower
mathematical literacy in childhood, considering the progress in areas and research
agendas of childhood mathematics education. The Mathematical Model Childhood
Literacy draws on findings about mathematics teaching and good practice. These
findings come from research in mathematics education in general and in early childhood
mathematics education. Specifically, the model is based on the contributions of NCTM
(2003, 2015), position statements on mathematics education child of international
organizations (e.g. NAEYC & NCTM, 2013), and the EMR principles (Freudenthal,
1973, 1991). It is a model of six phases: mathematisation of the teaching and learning
context; prior mathematical knowledge of students; learning mathematical knowledge
and documentation in context; co-construction and reconstruction of mathematical
knowledge in the classroom; formalization of mathematical knowledge; and systematic
reflection on the mathematical practice done. It is a continuous sequence of phases in a
circular flow: contents and processes for teaching in a real or realistic context (what is
taught); teaching knowledge, about planning and management of teaching practice (how
do you teach?); and what the teacher thinks about what to teach and how (what can be
better?). In short, the model assumes that teaching must lead the student to learn
important new mathematical knowledge with depth and understanding. This new
knowledge will be the starting point for further learning. It will promote understanding
and effective use of mathematical knowledge from the early years.
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Analisis de un dispositivo didactico propuesto por estudiantes para profesor de matematicas

En este trabajo discutimos resultados del andlisis de un dispositivo didactico, propuesto por
estudiantes para profesor de matematicas, que vivieron parte de su formacion didactica en el marco de
la Teoria Antropoldgica de lo Didactico. El dispositivo fue disefiado a fin de conservar caracteristicas
de la pedagogia que involucra una ensefianza por Recorrido de Estudio e Investigacion. Los estudiantes
formulan una cuestion generatriz adecuada para realizar una ensefianza basada en el paradigma de la
investigacién, sin embargo, tienen dificultades para explorar y ampliar la pregunta, y la reducen en sus
alcances y generatividad. Inferimos que las condiciones y restricciones que afectan la gestion de la
ensefianza de matematicas en la escuela secundaria hacen que la atencion de estudiantes para profesor
se ubique en determinar las praxeologias matematicas y tareas a estudiar del disefio curricular.

Palabras clave. Formacion de profesores de matematica, Teoria Antropoldgica de lo Didactico,
dispositivo didactico, Recorrido de Estudio e Investigacion.

Anélise de um dispositivo did4tico proposto por professores-alunos em matematicas
Resumo

Neste trabalho discutimos resultados da analise de um dispositivo didatico, pedidos em casamento
por estudantes para professor em matematicas que ele foi formado na Teoria Antropoldgica da coisa
Didatica. O dispositivo foi projetado com o propdsito que conserva caracteristica da pedagogia que
envolve um ensino para Viagem de Estudo e Investigacdo. Os estudantes formulam uma pergunta
generatriz apropriado levar a cabo um ensino baseado no paradigma da investigacéo, porém, eles tém
dificuldades para explorar e aumentar a pergunta e eles reduzem isto nos alcances e generatividad. Nés
deduzimos que as condi¢des e restri¢des que afetam a administragdo das matematicas que ensinam na
escola secundaria fazem que a atencéo dos estudantes para professor fica situada determinando que
praxeologias matematicas e o que atarefa para estudar do designio curricular.

Palavras chave. Formacdo de professores em matematica, Teoria Antropolégica do Didatico,
dispositivo didatico, Percurso de Estudo e Investigacao.
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Analisis de un dispositivo didactico propuesto por estudiantes para professor de matematicas

Analysis of a didactic device proposed by pre-service mathematics teachers
Abstract

In this paper, we discuss results of a didactic device proposed by pre-service mathematics teachers
who were trained in the Anthropological Theory of Didactics. The device was designed in order to keep
features of the pedagogy involving Research and Study Paths. Students formulate an appropriate
question for generating teaching based on the research paradigm. However, they have difficulties to
explore and expand the question, reducing its scope and generativity. We infer that the conditions and
restrictions on the management of mathematics teaching in high school recommend locating the attention
of pre-service teachers into the study of praxeologies and tasks in the curriculum design.

Key words. Mathematics teacher education, Anthropological Theory of Didactics, didactic device,
Research and Study Path.

Analyse d'un dispositif didactique proposé par les futures enseignantes des mathématiques
Résumé

A ce travail nous discutons des résultats de I'analyse d'un dispositif didactique, proposé par des
étudiants pour le professeur des mathématiques qu'ils ont été formés dans la Théorie Anthropologique
du Didactique. Le dispositif a été dessiné par le propos qui conserve les propres caractéristiques de la
pédagogie qui implique un enseignement par le Parcours d'Etude et de Recherche. Les étudiants
formulent une question une génératrice appropriée pour réaliser un enseignement basé sur le paradigme
de la recherche, cependant, ont les difficultés d'explorer et d'agrandir la question, et la réduisent de ses
portées et generatividad. Nous déduisons que les conditions et les restrictions qui affectent la gestion de
I'enseignement des mathématiques dans I'école secondaire actuelle font que I'attention des étudiants
pour professeur se trouve dans décider quels praxeologias mathématiques et quelles taches d'étudier du
dessin curricular.

Paroles clés. Formation de professeurs des mathématiques, Théorie Anthropologique du
Didactique, dispositif didactique, Parcours d'Etude et de Recherche.

1. Introduccion

La formacion de profesores de matematica constituye una de las lineas actuales de
investigacion en didactica de la matematica. A partir de la adopcién de diversos marcos
tedricos, los investigadores han procurado abordar la problematica de la formacion de
profesores de matematica, estudiando sus concepciones sobre la ensefianza y el
aprendizaje de la materia, la formacion de la profesion docente y las practicas de estos
profesores (Artaud, Cirade & Jullien, 2011; Azcéarate, 2004; Ball, Thames & Phelps,
2008; Climent, Romero, Carrillo, Mufioz-Catalan & Contreras, 2013; Da Ponte,
Quaresma & Branco, 2012; Llinares, Valls & Roig, 2008; Oliveira & Batista, 2013;
Parada & Pluvinage, 2014; Ruiz, Sierra, Bosch & Gascén, 2014).

Segun Llinares (2008) en la formacion del profesor de matematica es central el
desarrollo de conocimiento en los estudiantes para profesor, con el propdsito de ensefiar
matematicas, y aprender a utilizar y construir conocimiento a partir de la reflexion sobre
la ensefianza. Chevallard y Cirade (2009) indican que la formacion del profesor de
matematica requiere de un equipamiento praxeoldgico, cuya construccién y desarrollo
es responsabilidad de la comunidad de investigadores en didactica de la matematica en
colaboracion con la profesion docente. En este sentido, diselamos y comenzamos a
experimentar un curso para estudiantes para profesor en matematica (Corica & Otero,
2016a, 2016b, 2016c¢). El objetivo del curso es que los alumnos del profesorado adopten
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un modelo didactico no tradicional, basado en la investigacion y en la vinculacion de
la matematica con otras disciplinas. En este trabajo presentamos resultados del analisis
de un dispositivo didactico disefiado por dos estudiantes para profesor en matematica
(EPM) a fin de analizar aspectos del paradigma de investigacion que adoptan al
proyectar una ensefianza para la escuela secundaria.

2. Caracteristicas del curso para la formacién didactico-matematica de EPM

El curso que disefiamos para la formacion didactico-matematica de EPM se
compone de tres etapas. En la primera se propone el estudio de dos situaciones que se
gestionan de manera simultanea. Se trata de involucrar a los EPM en experiencias que
los aproximen al paradigma de investigacion en todo su proceso formativo didactico-
matematico. Una situacion consiste en que los EPM estudien un dispositivo didactico
basado en el paradigma de la investigacion y del cuestionamiento del mundo (Parra,
Otero & Fanaro, 2013a, 2013b). La otra situacion consiste en abordar una cuestion
generatriz vinculada con una problematica fundamental de la profesion de profesor:
cdémo ensefar el saber matematico. Esto requiere formular preguntas segun los intereses
y necesidades del grupo. La elaboracion de respuestas se realiza a partir de recursos
proporcionados por los EPM vy el profesor del curso. Este Gltimo aporta bibliografia
sobre la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) y sus desarrollos en
correspondencia con el disefio curricular del curso. Aqui se procura que los EPM vivan
en primera persona el estudio de la TAD involucrados en una ensefianza basada en los
principios de la pedagogia de la investigacion y del cuestionamiento del mundo. Esto
da lugar a gestionar una actividad en la que surgen preguntas no previstas, provocando
que el estudio tome varias direcciones. Analizar con mayor o menor profundidad estas
preguntas se vincula al interés del grupo. A lo largo de la propuesta logramos incorporar
gérmenes de la pedagogia indicada. Los EPM logran ante una pregunta, generar otras
en lugar de respuestas, y que el producto del estudio sea compartido y defendido
conjuntamente. Sin embargo, es dificil contener la busqueda de respuestas inmediatas
y acabadas, cuando el producto relativamente final del estudio se obtiene tras dos meses
de inicio del curso (Corica y Otero, 2016b). Una cuestién propuesta por los EPM se
refiere a caracterizar diferentes dispositivos didacticos segun distintos enfoques en
didactica de la matematica. Esto deriva en la segunda etapa del curso.

La segunda etapa consistié en el disefio de dispositivos didécticos por los EPM, en
funcion de la formacion didactica y matematica que experimentaron. Para el desarrollo
profesional, se considera la seleccion, analisis y evaluacion de dispositivos didacticos
que contemplen gestos de la pedagogia de la investigacion, para ser desarrollados en
las condiciones actuales de las instituciones escolares. Parte del desarrollo profesional
de los EPM tendra lugar en instituciones donde los alumnos son expuestos al estudio
de disciplinas disgregadas, cuyos contenidos vienen dados por un disefio curricular que
determina las nociones a estudiar en cada afio escolar. Esto constituye una condicion
que impide realizar una genuina ensefianza por Recorrido de Estudio e Investigacion
(REI). Aqui reportamos resultados correspondientes a esta segunda etapa del curso.

La tercera etapa consistio en que los EPM reformulen sus propuestas en relacion a
las condiciones y restricciones de la escuela actual, conociendo las caracteristicas de un
curso real de la escuela secundaria. Aqui los EPM tienen el primer encuentro con la
institucion en posicion de profesores. En primera instancia, los EPM conocen las
caracteristicas del curso participando como ayudantes en un periodo de al menos dos
meses. Luego, los EPM tienen la posibilidad de experimentar la implementacion de sus
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dispositivos didacticos. Finalmente, se propone que los EPM, reformulen sus
propuestas en funcion de la experiencia vivida, para realizar futuras implementaciones.

3. Marco tedrico

En este trabajo se adopta como referencial a la Teoria Antropoldgica de lo
Didactico (Chevallard, 1999, 2007, 2012, 2013). Siguiendo las lineas de investigacion
que propone la teoria, se plantea la necesidad de introducir en los sistemas de ensefianza
procesos de estudio funcionales, donde los saberes no constituyan monumentos que el
profesor ensefia a los alumnos, sino herramientas materiales y conceptuales, Utiles para
estudiar y resolver situaciones problematicas. Los REI son dispositivos que permitirian
enfrentar el proceso de monumentalizacion del saber y hacer vivir, lo que Chevallard
denomina la pedagogia de la investigacion en clase de matematicas. Para dicha
pedagogia se requiere un conjunto de gestos didacticos, que implican modificaciones
radicales de la ensefianza tradicional (Chevallard, 2012).

La pedagogia de los REI cuestiona elementos del contrato escolar tradicional: el
profesor como templo del saber, Unico garante de la validez de las respuestas y gestor
del tiempo didéctico, y el caracter individual del aprendizaje. Estos elementos quedan
sustituidos por el modelo de un proceso de estudio colectivo, dirigido por un profesor
gue comparte la responsabilidad de la gestion de los momentos didacticos (Chevallard,
1999). El objetivo del estudio viene definido como conjunto de cuestiones Q a las que
el grupo se propone aportar una respuesta R. El punto de partida de un REI es una
cuestion generatriz Q viva para el grupo y cuya respuesta no es directamente accesible.
Esta respuesta debe constituir una aportacion significativa, en el sentido de ampliar el
universo praxeologico de los estudiantes. Asi, se movilizan los recursos, medios,
saberes y respuestas disponibles que sean necesarios con tal de construir R. Se acaba
generalmente incluyendo praxeologias por lo menos locales, integrando elementos
praxeoldgicos que pueden ir mas alla del nivel regional e incluso disciplinario.

La implementacion de una ensefianza por REI modifica la relacion entre profesor,
alumnos y saber. Esto implica cambios en los tiempos didacticos (cronogénesis), la
forma en que se organiza el estudio (mesogénesis) y el lugar de los actores del sistema
didactico en clase (topogénesis). La gestion de una ensefianza por REI requiere ejecutar
gestos didacticos, propios del estudio y la investigacion, denominados dialécticas
(Chevallard, 2013): la dialéctica del estudio y la investigacion, del paracaidista y el
trufador, de entrar y salir del tema, de las cajas negras y cajas claras, de la lectura y
escritura, de los media y los medios, de la difusion y recepcion de respuestas, del
individuo y el colectivo, del andlisis y la sintesis. Siguen tres dialécticas que surgen en
los datos que analizamos y que consideramos esenciales en un REI:

e La dialéctica del estudio y la investigacion. Una investigacién supone la
combinacion del estudio de preguntas y respuestas.

e La dialéctica de los media y los medios. La elaboracion de las sucesivas
respuestas provisionales requiere de respuestas preestablecidas, accesibles a
través de medios de comunicacion y difusion: los media (libros, articulos de
investigacion, apuntes de clase). Estas respuestas son producto de conjeturas y
deben ponerse a prueba, resultando ser transformadas e incorporadas al medio.

e La dialectica del individuo y el colectivo. Los estudiantes con su director de
estudio acuerdan las tareas y negocian las responsabilidades de cada uno.
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Una ensefianza por REI supone el estudio de preguntas acordadas por todos los
integrantes de la comunidad de estudio. Se reparten responsabilidades y asignan tareas
individuales, para luego retomar el proceso grupal de elaboracion de una respuesta. Las
obras encontradas o reencontradas para elaborar la respuesta, seran estudiadas para
establecer su pertinencia. Asi, surgiran nuevas preguntas que la comunidad de estudio
decidird cuando y como responder. La responsabilidad del estudio recae en la
comunidad productora, que sostiene y valida las respuestas que genera colectivamente.

4. Metodologia

Nuestra investigacion es cualitativa, exploratoria y descriptiva (Hernandez,
Fernandez & Baptista, 2010). Se trata de un estudio de caso clinico, metodologia propia
de la TAD. Procuramos conocer cuales son las caracteristicas esenciales de un
dispositivo didactico propuesto por dos EPM de Matematica. El estudio se desarrollo
con estudiantes de tercer afio de una carrera de profesor en matemaética de una
Universidad Nacional Argentina. El curso estaba compuesto por 12 EPM, de entre 20
y 28 afios. El plan de estudio del profesorado se compone de 25 cursos. En 14 de ellos
se estudia matematica pura y los 11 restantes son de formacion pedagogica. Se trata de
estudiantes que carecen de experiencia docente, que conocen la escuela secundaria por
su experiencia como alumnos y por lo estudiado en su proceso formativo. Algunas de
estas caracteristicas restringirdn su actividad docente, porque les impondran
condiciones que no pueden modificar: tales como el lugar de la disciplina matemaética
en el curriculo, y la inflexibilidad con la que se adopta este en las instituciones.

El desarrollo de la primera y segunda etapa del dispositivo didactico para la
formacion de EPM duré 4 meses, con dos encuentros semanales (uno de 3 horas y otro
de 4). Durante las sesiones que se propusieron en el curso, los EPM formaron los
mismos grupos de trabajo de 2 o 3 integrantes. En un encuentro, los EPM estudiaron
un REI codisciplinar (Parra, Otero & Fanaro, 2013a, 2013b). Esto generd un tipo de
actividad a la que los EPM nunca estuvieron expuestos y que se pretende que aproximen
en la gestion de sus practicas. En otro encuentro, se propuso analizar la cuestion ¢ Cémo
disefiar e implementar dispositivos didacticos para el estudio de la matematica? En
esta tarea se procurd que los EPM formularan pares de preguntas y respuestas
relacionadas con la profesion de profesor de Matematica. Esto tuvo lugar durante 7
sesiones. EI medio gestado contiene preguntas centradas en caracterizar los atributos
de los actores del sistema didactico (Alumno y Profesor) y la manera de difundir el
saber. En general, se trata de preguntas genéricas sobre la profesion, que son formuladas
con independencia de las nociones de ensefianza.

Un aspecto indagado por los EPM fue el disefio de dispositivos didacticos a partir
de diferentes enfoques en didactica de la Matematica. En esta caracterizacion los EPM
profundizaron en la descripcion de REI y Actividades de Estudio e Investigacion. Asi,
se inicio un estudio en cada grupo que tuvo lugar durante 5 sesiones, donde buscaron y
analizaron distintas investigaciones que involucran una ensefianza por REI (Barquero,
Bosch & Gascon, 2011; Fonseca, 2011; Llanos & Otero, 2012; Serrano, Bosch &
Gascon, 2007). Luego cada grupo disefid dispositivos didacticos, que a su entender eran
propios del paradigma de la investigacion. Esto se desarrolld en funcion de las
necesidades de cada grupo, quienes en esta etapa fueron los que propusieron los media
para el estudio. En general, en las propuestas encontramos la explicitacién de una
cuestion generatriz inicial y sus derivadas, junto a algunas indicaciones de su posible
gestion en el aula. Las cuestiones iniciales formuladas por cada grupo son las
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siguientes: [Grupo 1] ¢Como analizar el crecimiento demografico?, [Grupo 2] Existen
diversas maneras para trasladarse desde la casa de cada uno de ustedes al colegio,
¢Cuél consideran que es la mas conveniente?, [Grupo 3] ¢Como describir el
movimiento de un péndulo simple?, [Grupo 4] ¢ Como se puede describir la trayectoria
de una pelota?, [Grupo 5] ¢ Qué comportamiento tiene el crecimiento bacteriano?

Las propuestas del Grupo 1y 5 se refieren a describir dindmicas de poblaciones
(ver una en Corica & Otero, 2016a). Mientras que los Grupos 3 y 4 centran su estudio
en la descripcion del movimiento de cuerpos. En este articulo describimos la propuesta
del Grupo 2. Involucra una situacién en la que la respuesta a la cuestion no se encuentra
inscripta completamente en textos. Es una cuestion cuyo estudio podria engendrar una
ensefianza que evidencie gestos propios de la pedagogia de la investigacion. Los EPM
del Grupo 2 propusieron un dispositivo didactico estructurado en 4 sesiones. Esta
formalizacién se contrapone a la atemporalidad que requiere una ensefianza por REI.
El estudio no puede ser restringido de forma estricta a un espacio temporal, pues se
encuentra vinculado al medio gestado por el grupo.

Pasamos a profundizar en la descripcion del dispositivo didactico propuesto por
el Grupo 2. Para el analisis tomamos como punto de partida la hipdtesis de la TAD,
segun la cual toda actividad humana regularmente realizada puede describirse en
términos de praxeologias. Asi, consideramos el conjunto de preguntas de la propuesta
de los EPM v las clasificamos segun el género de tarea al que remite su estudio. Una
segunda categorizacion consiste en identificar los tipos de tareas (Ti) que requiere el
estudio de cada pregunta y que componen los géneros de tarea.

5. Andlisis del dispositivo did4ctico disefiado por EPM
La arborescencia de preguntas propuestas por el Grupo 2 es la siguiente:

Qo: Existen diversas maneras de trasladarse desde la casa de cada uno de ustedes al colegio,
¢cudl consideran que es la mas conveniente?

Qo1: ¢ Qué opciones tengo para trasladarme?
Qo2: ¢ Qué distancia separa al colegio de mi casa?
Qos: ¢ Cuanto tiempo tardo en llegar?

Qi: Considerando que se mueven en condiciones ideales (esto es, sin tener en cuenta los
semaforos, el frenado en algunas esquinas, la aceleracion, etc.) ¢,como determinar exactamente
a qué distancia viven y cuanto tiempo necesitan para llegar al colegio con puntualidad?

Qu1: ¢ Qué es la velocidad?
Q111: ¢, Como se calcula?
Qu12: ¢ Qué significa que tenga caracter vectorial?
Qu121: ¢ Qué significan direccién y modulo?
Qu13: ¢ Existe un solo tipo de velocidad?
Qu131: ¢ Que tipo de velocidad involucra este problema?

Q12: ¢ Coémo determinar la velocidad si se tiene como dato la distancia recorrida pero
no el tiempo?

Qi3: ¢ Qué significa que un movimiento sea rectilineo?

Qu31: ¢ Y uniforme?
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Qiz11: ¢ Qué significa que la velocidad sea constante?
Qu4: ¢ Qué representa cada variable y los parametros de la ecuacién del MRU?
Q1s: ¢ Qué es un Movimiento Rectilineo Uniformemente Variado (MRUV)?
Qis1: ¢ Qué es la aceleracion?
Q1s2: ¢, Qué diferencia al MRU del MRUV?

Q2: Con los datos y suponiendo que s6lo se cuenta con remis y taxi, ¢,qué medio de transporte
es mas redituable y a partir de qué distancia recorrida conviene utilizar uno antes que el otro?

Medio de transporte Costo bajada de bandera Costo adicional cada 100

$6, 50 $0,55
$8,50 $0,35

Q21: Sabiendo a qué distancia esta mi casa del colegio, ¢ cuanto gasto si voy en remis?
Q2111 ¢ Cuénto gasto si voy en taxi?

Qs: ¢Qué medio de transporte conviene utilizar y a partir de qué distancia si se produce un
cambio en las tarifas de modo tal que la bajada de bandera del taxi aumenta un 30%, la del
remis un 50% Yy el costo adicional por cuadra del remis un 20%?

Qa: Proponer situaciones que requieran, para su resolucion, sistemas de ecuaciones lineales.
¢En cudles convendria usar cada uno de los métodos estudiados y por qué?

Identificamos dos preguntas fundamentales: Qo, cuyo estudio se centra en explorar
una situacion real que deben afrontar diariamente los estudiantes, y Q1, cuyo estudio
deriva en preguntas sobre el estudio de nociones de cinematica. Se modeliza la situacion
real para su analisis ideal. Destaca la arborescencia de preguntas que se gesta a partir
del estudio de la situacion ideal (Q1) en relacion a la real (Qo). Encontrar respuestas
pre-establecidas en textos simplifico el estudio de los EPM a Q1. No se permitieron
ingresar en zonas donde las respuestas no se encuentran inscriptas, tales como preguntas
que nacen del interés y necesidad de la experiencia en el mundo real.

Pasamos a ampliar la descripcion de los pares de preguntas y respuestas propuestos
por los EPM. En primer lugar, clasificamos el conjunto de preguntas que propusieron
los EPM segln el género de tarea al que remite su estudio. De esta manera,
identificamos preguntas que se vinculan con tres géneros: G, : Calcular, se refiere a
tareas que implican llevar a cabo ciertos procedimientos, basados en reglas que son
tomadas como verdaderas, para obtener un resultado que nos permita predecir algunos
acontecimientos. G, : Definir, que conglomera tareas que implican elaborar un glosario
de nociones fisicas. G5 : Analizar, relne tipo de tareas que se refieren a modelizar
distintas situaciones. Una segunda clasificacion consistio en identificar los tipos de
tareas (Tl- ) que requiere el estudio de cada pregunta y que componen los géneros de
tareas. De esta manera identificamos 3 tipos de tareas con el Género G, : Calcular, un
tipo de tareas se identifica con el género G, : Caracterizar, y finalmente otro se
identifica con el género G5 : Analizar. Esta propuesta pone de manifiesto la relevancia
que le otorgan los EPM al estudio de cuestiones vinculadas con el género de tareas
calcular. Estas tareas se vinculan con calcular, y hacer operativas las nociones que se
gestan en el estudio de las cuestiones conglomeradas en el género Definir. A
continuacion realizamos la descripcion de cada tipo de tareas que identificamos.

To: Calcular distancia y tiempo para trasladarse de un punto a otro de una ciudad
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Qo: Existen diversas maneras de trasladarse desde la casa de cada uno de ustedes al colegio,
¢cudl consideran que es la méas conveniente?

Qo1: ¢ Qué opciones tengo para trasladarme?
Qo2: ¢ Qué distancia separa al colegio de mi casa?
Qos: ¢, Cuénto tiempo tardo en llegar?

Qi: Considerando que se mueven en condiciones ideales (esto es, sin tener en cuenta los
semaforos, el frenado en algunas esquinas, la aceleracion, etc.) ¢,cémo determinar exactamente
a qué distancia viven y cuanto tiempo necesitan para llegar al colegio con puntualidad?

La cuestion Qo resulta problemética ya que su estudio engendra la formulacién de
otras cuestiones y conduce a recorrer diversas praxeologias. En lugar de dar respuesta
directa a esta pregunta, los EPM respondieron a Qoz, Qo2 y Qos. Para Qo2 indicaron:

Se responde inmediatamente, los alumnos saben a cuantas cuadras viven del colegio.

Inferimos que para los EPM Qoz resulta ser una cuestion en sentido débil, pues los
estudiantes responderian inmediatamente. Sin embargo, la pregunta puede tornarse
problematica para el grupo de estudiantes al que se podria destinar el dispositivo
didactico. Calcular la distancia entre dos puntos de una ciudad requiere recorrer
organizaciones matematicas de la geometria no euclideana, en particular de la
Geometria Taxi, perteneciente a una familia de espacios métricos creados por el
matematico Minkowski. Se trata de una geometria no euclidiana aplicada en una malla
cuadriculada, en la que las intersecciones de las lineas horizontales con las verticales
corresponden a las calles de una ciudad ideal. Durante la etapa escolar y de formacion
de los EPM la Unica geometria que se propone estudiar es la euclidiana. Esta permite
moldear la realidad a través de puntos, rectas, figuras, etc. Pero hay otras geometrias
que, a pesar de su relevancia histdrica y su presencia en nuestra vida, no forman parte
de la formacion escolar de los ciudadanos (Barraza & Reyes, 2012; Comini, 2010).

En el dispositivo didactico elaborado por los EPM, se supone que los alumnos
particularizaran su medio de estudio para calcular la distancia desde su vivienda a la
escuela. Los EPM proponen una situacion posible de estudio en la que se procura
calcular la distancia entre dos puntos dentro del radio céntrico de la ciudad de Tandil.

Si se toma el Colegio San José de Tandil (Direccion del Establecimiento:
Maipu n°450 (entre Chacabuco y Fuerte Independencia) y la casa
particular del alumno ubicada en la calle San Martin n°1250 (entre Alsina
y Gral. Roca), la distancia que separara uno del otro serd de 11 cuadras

Figura 1. Propuesta de tarea
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Como se ve en la Figura 1, la ciudad de Tandil tiene un radio céntrico ortogonal.
Sus calles forman una cuadricula regular: siguen dos direcciones perpendiculares y en
cada una de las calles son paralelas a distancia constante. En el estudio de este ejemplo,
los EPM indicaron que la distancia de la casa del hipotético estudiante a la escuela es
de 11 cuadras, empleando la técnica de contar las cuadras sobre el mapa. Si se pretende
contabilizar cuéles son los posibles caminos que puede recorrer el estudiante para
arribar a la escuela (considerando que recorra la menor distancia posible) podra efectuar
la construccion y célculos que se indican a continuacion. Asi, se puede verificar que
cualquiera sea el camino de la casa del estudiante a la escuela (sin retroceder ninguna
cuadra), la menor distancia que los separa es de 11 cuadras. Para profundizar en el
estudio de esta situacion, en primer lugar representamos en el plano cartesiano el plano
de la ciudad, donde cada eje representa el nimero de cuadras:

Figura 2. Representacion asociada a la tarea de la Figura 1

La Geometria Taxi difiere de la euclideana en la definicion de la métrica. En la
primera, la menor distancia entre dos puntos de un plano no es la linea recta. La
distancia euclidea entre dos puntos se determina como la longitud del segmento de recta
que los une. Asi, la distancia entre dos puntos (X, y), (z, W) es dg =

\/(x — z)%2 + (y —w)Z2. Mientras que para la Geometria Taxi, esta distancia resulta ser
dr = |x —z| + |y — w|. Para el ejemplo de los EPM, si calculamos la distancia entre
A (Escuela) y B (Casa) mediante la Geometria Taxi resulta d; = 11 cuadras. Si
efectuamos los célculos con la Geometria Euclideana, la distancia entre A (Escuela) y
B (Casa) es d; = 8,54 cuadras. Si bien resulta d > d, la distancia euclideana no es
aplicable al mundo real, pues no es posible traspasar las viviendas. Otra pregunta que
los EPM derivaron de Qo fue Qo1. Como respuesta a esta pregunta, indicaron:

Caminando; Bicicleta; Automdvil (personal); Colectivo; Motocicleta; Remis; Taxi; Otras.

No se problematizé la busqueda del camino 6ptimo para poder arribar de la casa de
los estudiantes a la escuela, y cuantas posibilidades de recorrido existen. Inferimos que
se rehlye al estudio matematico y el camino planeado se dirige a estudiar las
posibilidades de transporte de un lugar a otro. Si se profundiza en la situacion,
problematizando sobre la cantidad de caminos directos entre A y B podremos
corroborar que la distancia es siempre la misma y de manera genérica podemos calcular

la cantidad de caminos directos entre los dos puntos a través de la formula: N = (m+n):

min! '
donde m es la distancia horizontal entre los puntos A (Escuela) y B (Casa) y n, la
distancia vertical. Esta formula permite el calculo de una permutacion con repeticion
donde m + n representa la cantidad de elementos que seran permutados. Y m y n
representan la cantidad de repeticiones de cada término. Para el ejemplo de la Figura
2, resulta que hay 165 caminos posibles para poder llegar de A a B. Asi, el estudio de
Qo, Qo1 y Qo2 requiere recorrer principalmente praxeologias relativas a numeros,
geometria y combinatoria.
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El estudio de Qos condujo a los EPM a explorar las posibles respuestas naturales
que podrian ofrecer los estudiantes al que se destinaria este dispositivo didactico:

Nuevamente, pueden estimar el tiempo que necesitan para llegar a horario al colegio.

Se considera necesario llevar a cabo, luego de las primeras cuestiones derivadas de los
alumnos, un debate para convenir algunas de las maneras elegidas y descartar otras; debe
excluirse, por ejemplo, el factor econémico personal (todos deben tener acceso a los
medios de transporte acordados).

Inferimos que pueden surgir respuestas del estilo “vivo a 5 cuadras del colegio, tardaré
aproximadamente 10 minutos”. Este tipo de respuestas debe ser descartada si se quiere
llegar a trabajar con algun modelo que permita calcular exactamente qué medio es mas
conveniente.

Los EPM propusieron respuestas que podrian aportar los estudiantes y que el
profesor deberia descartar, tales como factores econdémicos o célculos estimativos
propios de la experiencia. Lo que se pretende es elaborar una respuesta independiente
de la experimentacion personal. Esto requiere del estudio de modelos que aporten una
respuesta precisa a cualquier situacion que se planteen. Asi los EPM propusieron el
estudio de Q1: Considerando que se mueven en condiciones ideales (esto es, sin tener
en cuenta los seméforos, el frenado en algunas esquinas, la aceleracion, etc.) ¢cémo
determinar exactamente a qué distancia viven y cuanto tiempo necesitan para llegar al
colegio con puntualidad? Esta cuestion conduce a simplificar la situacion real, e
introducirse a estudiar nociones fisicas en relacion al movimiento de cuerpos. Del
estudio de Qz, se derivaron cuestiones que se ubican bajo el siguiente tipo de tareas.

T1: Caracterizar nociones fisicas relacionadas con la cinematica

Qu1: ¢ Qué es la velocidad?
Qu12: ¢ Qué significa que tenga caréacter vectorial?
Qu121: ¢ Qué significan direccion y modulo?
Qu3: ¢ Existe un solo tipo de velocidad?
Qu131: ¢ Qué tipo de velocidad involucra este problema?
Q13: ¢ Qué significa que un movimiento sea rectilineo?
Q131 ¢ Y uniforme?
Qu311: ¢ Qué significa que la velocidad sea constante?
Qi4: ¢ Qué representan cada una de las variables y los parametros de la ecuacion del MRU?
Qis: ¢ Qué es un Movimiento Rectilineo Uniformemente Variado (MRUV)?
Qis1: ¢ Qué es la aceleracion?
Q1s2: ¢, Qué diferencia al MRU del MRUV?

Con el estudio de las preguntas que se retinen en T1 consideramos que se pondria
en funcionamiento la dialéctica de entrar y salir de los temas. Pues, los EPM planearon
salirse del andlisis de la situacion que estaban estudiando para ingresar a la fisica, y
poder aportar respuesta. De la respuesta que ofrecieron los EPM, destacamos:

Este tipo de cuestiones y sub-cuestiones referidas a la velocidad y sus caracteristicas
pueden surgir si se tiene en cuenta que estan integrando una nueva praxeologia a su
equipamiento praxeoldgico. Las expuestas aqui pueden responderse si se dispone de
medios como acceso a internet, libros de fisica, consultas al docente, etc
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Los EPM manifiestan la posibilidad del empleo de diferentes medias para el estudio
de respuestas, no reduciendo asi el topos del profesor al media universal. Esto es un
aspecto esencial en cuanto al lugar que ocupa el profesor en una ensefianza por REI,
desplazando la posicion central en la ensefianza tradicional. A continuacion bajo T2 se
relinen las cuestiones que procuran hacer operativas las agrupadas bajo Ti.

T2: Calcular velocidad de un movil

Qu11: ¢ Como se calcula?

Q12: ¢ Cémo determinar la velocidad si se tiene como dato la distancia recorrida pero no el
tiempo?

Para el estudio de Q111 y Q12 los EPM describieron un movimiento ideal entre dos
puntos Ay By propusieron célculos segun los medios de transporte disponibles:

Hablar de conceptos como velocidad, espacio y tiempo conduce al modelo del Movimiento
Rectilineo Uniforme (MRU) siempre que se trabaje en condiciones ideales (Movimiento
sin aceleracion (que no se le aplique ninguna fuerza al sistema) y con velocidad constante).

Si se plantea una cuestion del estilo de Qi2, el docente puede intervenir sugiriendo la
busqueda de las velocidades medias de cada uno de los medios elegidos por los alumnos.
Asi, podran calcular sin mayores dificultades el tiempo que necesita cada uno de ellos
para llegar desde su casa al colegio con puntualidad.

Listado de velocidades medias:

VM (peaton): 5 km/h

VM (bicicleta): 20 km/h

VM (automovil personal/motocicleta/colectivo/remis/taxi): 40 km/h

Luego de formularse cuestiones de este estilo llegaran finalmente a la ecuacion del
movimiento que describe cada una de sus trayectorias: X = Xo +v-(t; - to)

Ante esta formula los EPM esperan generar espacios de discusion. Las respuestas
serian producto de la actividad gestada en toda la comunidad de estudio:

Una nueva puesta en comun serd necesaria para debatir sobre la funcion que desempefian
las variables y los parametros de la ecuacién del movimiento; lo que provocara una buena
resolucién del problema propuesto. Luego, para calcular los tiempos correspondientes: Xo
=t=0,x=vt

Caminando: 1100m = 55" x t - 1100m = 1L4= X t - t ~ 789s =
13 min

Bicicleta: 1100m = Zokme t—> 1100m = 5,6% Xt-o>t=x~196s =
3,3 min

Auto/Colectivo/Moto/Remis/Taxi: 1100m = 40"7"‘ Xt - 1100m =
11,1? Xt— t=99s=16min

En lo que sigue se propone el estudio de tareas donde se involucren sistemas de
ecuaciones lineales, pues los EPM indicaron:

El abordaje de la Qo requiere del estudio de praxeologias tanto matematicas como fisicas
(formulacion de ecuaciones, analisis y resolucién de férmulas) pero no supone la
necesidad de construir e integrar la OM sistemas de ecuaciones lineales al equipamiento
praxeoldgico de los alumnos; el problema planteado en Q2 puede resolverse eficazmente
por ejemplo, mediante el uso de tablas y sin recurrir al método que se desea ensefiar. Es
asi que la propuesta de una nueva cuestion Qs se plantea con la intencionalidad del
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docente de acercar a los alumnos a la construccion de dicha praxeologia. Q4 esta disefiada
para gue elaboren, en conjunto, nuevas situaciones donde crean conveniente usar alguno
de los métodos de resolucion de sistemas estudiados previamente

Este protocolo pone de manifiesto que, si bien el dispositivo didactico fue gestado
inicialmente para conservar algunos gestos que involucraria una ensefianza por REI,
culmina con la propuesta de Q2, Q3 y Q4. Aqui el estudio se organiza Unicamente en
funcion de las nociones matematicas que los EPM pretenden que se estudien: sistemas
de ecuaciones lineales. Esto condicionaria la actividad de los alumnos, reduciendo su
estudio al medio controlado por el profesor. Las tareas propuestas por los EPM se
relinen bajo el tipo de tareas Ts, que describimos a continuacion:

Ts: Calcular pares de puntos que satisfacen sistemas de ecuaciones lineales

Q2: Con los datos [ver los datos al inicio del apartado] y suponiendo que s6lo se cuenta con
remis y taxi, ¢ qué medio de transporte es mas redituable y a partir de qué distancia recorrida
conviene utilizar uno antes que el otro?

Q21: Sabiendo a qué distancia estad mi casa del colegio, ¢ cuanto gasto si voy en remis?
Q211: ¢ Cuénto gasto si voy en taxi?

Qs: ¢Qué medio de transporte conviene utilizar y a partir de qué distancia si se produce un
cambio en las tarifas de modo tal que la bajada de bandera del taxi aumenta un 30%, la del
remis un 50% vy el costo adicional por cuadra del remis un 20%?

En Q2 se propone calcular el gasto de trasladarse al emplear dos medios de
trasporte. En primer lugar se fuerza la situacion a que las variables de las funciones que
modelizan el costo de cada medio de transporte, sean las mismas. No se identifica que
para la ciudad bajo estudio el taxi tiene un costo fijo mas un costo adicional por el
tiempo transcurrido durante el viaje. Mientras que en remis, el costo se obtiene
considerando un valor fijo méas el costo por kildmetro recorrido. Las técnicas propuestas
por los EPM para resolver la tarea se reducen a la confeccion de tablas y el empleo del
algebra. Para el estudio mediante tabla se propone la siguiente resolucién:

Un método de resolucidn para saber cudl les conviene en funcién del espacio puede ser
hacer las tablas de cada uno y ver cuéles son los costos a medida que se avanza en

recorrido: TAKI REMIS
Camino recorrido | Costo Camino recormido | rcoon
[cuadrag] 1 [euadras) ]
1 57,50 1 58,85
2 7,60 2 55,20
3 $E,15 3 50,55
a 58,70 a 59,80 |
5 50,25 5 510,35
£ 50,80 & 510,60
T 510,3 7 510,95
B s g §11,30 |
o 511,45 9 511,65
10 512 10 $12
11 [ 812,55 11 512,35 |
12 513,10 12 512,70 |

Notaran que a una determinada distancia el precio a pagar es el mismo. Resta determinar
qué sucede antes de las 10 cuadras y después, lo cual se observa en la tabla: conviene
tomar un taxi hasta la cuadra 10, y luego sera mas redituable el remis.
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Vemos que la resolucion del problema no requiere el estudio de la organizacion
matematica sistemas de ecuaciones lineales; se puede llegar a la solucion sin mayores
dificultades haciendo los calculos correspondientes a los primeros 12 valores de la tabla.
Si se plantea el uso de tablas para el estudio del problema, propondremos una variacion
del mismo, donde los pardmetros se vean afectados de modo tal que no se llegue a una
solucién de manera inmediata y surja la necesidad de involucrar nuevos procedimientos.

Los EPM realizaron un analisis praxeoldgico-didactico de la tarea. Ante posibles
respuestas de los estudiantes que se alejen del camino planificado por los EPM, se
propone estudiar Qs. En el hacer de Qs los EPM asumen que los estudiantes emplearan
técnicas algebraicas, considerando que se trata de nociones estudiadas por los alumnos
en afios previos, y que el empleo de la técnica de confeccién de tablas no resulta ser
una técnica funcional. Se asigna al profesor el papel de controlar la actividad de los
estudiantes, supervisando las producciones e intervenir para que se recorra el camino
presupuesto desde un principio. Esto lo inferimos del siguiente protocolo:

Si el docente observara una dificultad por parte de los alumnos para formular las
ecuaciones correspondientes, deberia intervenir con la intencion de provocar el estudio
de tal organizacién matematica. Es decir, generar un debate sobre como formular cada
ecuacion y como resolver la situacion problematica haciendo uso de lo construido

Finalmente, los EPM proponen que los alumnos formulen diferentes situaciones
que se modelicen con sistemas de ecuaciones (Qa). Dicha tarea se retne bajo Ta.

Ta4: Analizar situaciones gue se modelan con sistemas de ecuaciones

Qa: Proponer situaciones que requieran, para su resolucion, sistemas de ecuaciones lineales.
¢En cuales convendria usar cada uno de los métodos estudiados y por qué?

Para la gestion de Q4, los EPM indicaron:

Los problemas planteados por los estudiantes pueden ser modelizaciones de situaciones
extra-matematicas (reales) como los propuestos durante el recorrido; no obstante se
aceptara la formulacion de sistemas de ecuaciones (sin estar sujetas a una situacion del
mundo a estudiar) donde se determine qué método es apropiado utilizar, siempre y cuando
sean pensadas y formuladas por la propia comunidad de estudio

6. Conclusiones

En este trabajo aportamos resultados del disefio de un dispositivo didactico
propuesto por dos EPM que participaron de un curso de formacion didactico-
matematica (Corica & Otero, 2016b). El objetivo era adoptar un modelo pedagdgico no
tradicional basado en la investigacion y cuestionamiento del mundo, y asi recuperar el
sentido de la matematica escolar a partir del estudio funcional con otras disciplinas.

El curso del que participaron los EPM fue el primero de su formacion que los
involucré en el paradigma de la investigacion y del cuestionamiento del mundo. Sin
embargo, esta experiencia es insuficiente para cuestionar su vasta experiencia en una
formacion gobernada por el paradigma de la ensefianza tradicional de la matemaética. El
dispositivo didactico propuesto por el Grupo 2 podria poner de manifiesto gestos
didacticos propios de una ensefianza por investigacion: el estudio tiene inicio con una
pregunta abierta, donde los datos e incdgnitas no estan completamente determinados de
antemano y genera la formulacién de nuevas preguntas cuyas respuestas implican
recorrer varias praxeologias no solo matematicas. Esto se vincula con la dialéctica
fundamental de una ensefianza por investigacion, que es la del estudio e investigacion.
No es posible investigar sin estudiar y a su vez un estudio genuino es productor de
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preguntas a ser investigadas. La propuesta de los EPM es formulada con la intencion
de que los estudiantes realicen y respondan preguntas, desarrollen técnicas, hagan
conjeturas e interactien con otros miembros del grupo, pero esto se va perdiendo a lo
largo del dispositivo didactico. Para gestionar propuestas con estas caracteristicas, es
requisito romper con la concepcion atomizada de la matematica y dar lugar a recorrer
diversas organizaciones matematicas segun las necesidades del estudio. Inferimos que
las condiciones y restricciones que implica gestionar la ensefianza de la matematica en
la escuela secundaria actual, restringida a un disefio curricular que propone estudiar una
matematica pura, hacen que la atencion de los EPM se ubique en determinar qué
praxeologias matematicas estudiar del disefio curricular y qué tareas para recorrerlas.
La matematica se presenta como modelos pre-construidos que explican y predicen las
situaciones bajo estudio sin lugar para explorar y elaborar. En particular, la funcién
docente tiende a ocupar el lugar que la ensefianza tradicional le ha asignado: el profesor
como gestor del medio de estudio y del tiempo didactico. Esto lo atribuimos a la
situacion formativa y a la inexperiencia de los EPM. Los resultados obtenidos aqui son
compatibles con el andlisis de otro dispositivo didactico desarrollado por EPM que
participaron del mismo curso (Corica & Otero, 2016a)

Es vital tratar de involucrar a los EPM en experiencias que los aproximen al
paradigma de investigacion en todo su proceso formativo matematico y didactico-
matematico. Esto ha de permitir adquirir una concepcidn epistemoldgica diferente del
saber matematico. También ha de equipar mejor para elaborar, readaptar y gestionar
dispositivos didacticos compatibles con la ensefianza por investigacion.
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Analysis of a didactic device proposed by pre-service
mathematics teachers

Ana Rosa Corica y Maria Rita Otero, Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas
y Técnicas. Universidad Nacional del Centro de la Provincia de Buenos Aires
(Argentina)

This work deals with pre-service mathematics teacher education. We design and
start to experiment a course for future mathematics teachers in order for them to adopt
a pedagogy based on research and world questions. Our goal is that the trainees provide
sense to school mathematics with the functional study of the discipline in relation to
other disciplines under the perspective provided by the Anthropological Theory of
Didactics. The qualitative research was carried out with third-year students of a
mathematics teacher education course from an Argentinean University. As final
activity, the students were asked to propose a didactic device. We particularly illustrate
essential characteristics of the didactic device proposed by two of the participants in the
course. The didactic device starts with the question: We have different ways of getting
to school, which is better? This is an open-ended question, where data and unknown
variable are not determined in line with the fundamental dialectics of teaching for
research. On the one hand, it is not possible to research without studying and, on the
other, a genuine study is the product of questions to be researched. The participants
formulated a generating question to carry out some teaching based on the research
paradigm. They had difficulties in exploring and extending the question, and they
reduced the study in scope and generativity. The experience in the course was
insufficient to question the participants’ vast experience in a formation governed by the
traditional paradigm of mathematics teaching. We infer that the conditions and
constraints affect the management of mathematics teaching in high school. The
attention of pre-service mathematics teacher is rather focused on determining
mathematical praxeologies and tasks to study curricular design. It is of vital importance
to involve pre-service teachers in experiences that bring them closer to the research
paradigm in their formative process. This would allow them to acquire a different
epistemological conception of mathematical knowledge and of sciences in general. It
would also equip them better to develop, readapt and manage didactic devices
compatible with teaching by research.
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