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Resumen oo Este articulo identifica como los estudiantes de ingenieria construyen los significados de la
integral definida e indefinida. El objetivo principal es identificar los significados que movilizan al resolver
tareas abiertas vinculadas con los distintos significados parciales desarrollados histéricamente en el
calculo integral. Se utiliza una metodologia cualitativa y los datos se analizan a partir del enfoque ontose-
midtico de la cognicion y la instruccién matematicas (EOS). Los resultados muestran que los estudiantes
recurren, sobre todo, a significados parciales de la integral relacionados con el calculo de areas y el proceso
inverso de la derivacién, mientras que otros significados aparecen de manera marginal. Estos hallazgos
ponen de manifiesto laimportancia de disefiar propuestas didacticas que permitan articular una compren-
si6én mas amplia de la integral en la formacion de ingenieros.
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cas matematicas.

Abstract o This article identifies how engineering students interpret the concepts of the definite and in-
definite integral. The primary goal is to identify the meanings they use when solving open-ended problems
related to the various partial meanings developed over time in integral calculus. A qualitative approach is
employed, and the data are analyzed using the onto-semiotic approach to mathematical cognition and in-
struction (OSA). The findings reveal that students mainly depend on partial meanings of the integral re-
lated to calculating areas and the inverse of differentiation, while other meanings are only briefly refer-
enced. These results emphasize the need to create teaching strategies that promote a more comprehensive
understanding of the integral in engineering education.

Keywords oo Calculus teaching; Cognitive conflicts; Engineering training; Integral calculus; Mathemati-
cal practices.
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1. INTRODUCCION

La revision de la literatura sobre la ensefianza y el aprendizaje del calculo permite
identificar las principales lineas de investigacion y las perspectivas actuales en este
campo. El calculo se reconoce como un pilar esencial y una de las principales puer-
tas de entrada a los estudios universitarios, no solo en ingenieria, sino también en
ciencias, tecnologia y matematicas (Bressoud et al., 2016; Romo-Vazquez y Arti-
gue, 2023).

Diversos estudios, como el de Rasmussen et al. (2014 ), evidencian que persis-
ten dificultades en el aprendizaje del calculo, especialmente en lo referente a una
comprension superficial de los conceptos y a una excesiva dependencia de proce-
dimientos algoritmicos. Esta situaciéon genera una brecha entre el entorno escolar
y los contextos profesionales (Faulkner et al., 2025; Romo-Vazquez y Artigue,
2023), atribuida en gran parte al predominio de tareas rutinarias en la ensefianza
del calculo (Hitt y Dufour, 2021; Zaldivar-Rojas et al., 2025).

Dentro de los conceptos fundamentales del calculo, la integral ocupa un lugar
destacado por la diversidad de interpretaciones que admite: area bajo una curva,
proceso de acumulacién, suma infinita y proceso inverso de la derivacion, entre
otras. Esta multiplicidad convierte a la integral en un objeto matematico complejo,
cuya comprension exige la articulacién de diversas representaciones y significados
(Burgos et al., 2021; Criséstomo dos S. et al., 2005).

Para analizar los significados de los objetos matematicos en este estudio, se
recurre al enfoque ontosemiotico de la cognicién y la instrucciéon matematicas
(EOS). Este marco permite abordar la nocién de significado a partir de las practicas
matematicas (Godino et al., 2007), lo que posibilita el estudio de como los concep-
tos adquieren sentido en distintos contextos y se articulan los significados perso-
nales e institucionales.

A partir de este marco tedrico, Crisdéstomo dos S. et al. (2005) identifican, para
la integral definida, distintos significados parciales que reflejan su evolucién his-
torica. Su propuesta de analisis ontosemiodtico resulta fundamental tanto para el
disefio de tareas que integren estos significados como para analizar la produccién
de los estudiantes en torno a ellos. De forma complementaria, Burgos et al. (2021)
abordan la complejidad ontosemioética de la integral mediante el analisis de textos
matematicos, subrayando la diversidad de objetos, representaciones y procesos
implicados en su ensefianza y aprendizaje. Asimismo, Avila Godoy et al. (2010) ex-
ploran los significados que estudiantes y profesores atribuyen a la integral de una
funcion real, mostrando que estos varian segtn la actividad y el tipo de practica en
que se moviliza el objeto matematico.

Respecto a investigaciones basadas en el EOS que abordan otros conceptos del
calculo relacionados con este trabajo. Se identifican, en primer lugar, los estudios
centrados en la derivada. Pino-Fan et al. (2011) presentan una descripcién del sig-
nificado global de la derivada, distinguiendo y articulando sus significados parcia-
les en una propuesta tedrica fundamentada en un analisis histérico-
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epistemoldgico. En la misma linea, Larios et al. (2021) identifican los significados
de la derivada evidenciados por estudiantes de primer afio de ingenieria.

El segundo grupo comprende estudios centrados en los significados de la an-
tiderivada. Gordillo y Pino-Fan (2016) identifican cuatro significados parciales de
estanocion. Posteriormente, otros trabajos exploran los significados presentes en-
tre estudiantes de ingenieria (Gordillo et al., 2019; Pino-Fan et al., 2018), lo que
muestra que la comprension de la antiderivada es parcial e instrumental.

Es importante mencionar que el analisis de los significados de conceptos del
calculo también ha sido tratado desde otros marcos tedricos. Por ejemplo, Bricefio
etal. (2024) analizan planeaciones didacticas de profesores para identificar los sig-
nificados de la derivada que cada docente promueve en su clase. Por su parte, Zal-
divar-Rojas et al. (2025) estudian los significados que emergen en torno a los cri-
terios de la derivada cuando la tarea implica una situacion de modelacion de movi-
miento.

En sintesis, si bien existen estudios tedricos que abordan los significados de
la integral definida y la antiderivada —y que sirven de base para investigaciones
empiricas sobre los significados movilizados por estudiantes de ingenieria—, per-
siste la necesidad de un analisis integrado que examine simultaneamente los sig-
nificados personales de la integral definida e indefinida y su articulacién, especial-
mente en el contexto de los primeros cursos de ingenieria. Por ello, el objetivo de
este trabajo es analizar los significados que movilizan los estudiantes de ingenieria
al resolver tareas relacionadas con la integral definida e indefinida. Las preguntas
de investigacidon que guian este estudio son: {Qué significados asociados a la inte-
gral definida e indefinida se identifican en la actividad matematica de los estudian-
tes de ingenieria? ¢/Qué significados parciales de la integral definida e indefinida
predominan en su trabajo matematico?

2. SIGNIFICADOS GLOBAL Y PARCIALES DE LA INTEGRAL

En este trabajo, se adopta el enfoque ontosemiotico de la cognicién y la instruccion
matematicas (EOS) como base tedrico-metodolégica, el cual propone una vision
pragmatico-antropolégica para analizar los fendmenos matematicos. Desde esta
perspectiva, la nocién de significado de un objeto matematico resulta central para
comprender la relacion entre las practicas matematicas y los propios objetos.

Se entiende por practicas matematicas al conjunto de acciones y manifesta-
ciones, tanto discursivas como operativas, que realiza un individuo o una comuni-
dad (denominada institucion) para abordar y resolver problemas especificos en los
que interviene el objeto matematico analizado (Godino, 2024; Godino et al., 2007).

El significado trasciende el uso referencial o meramente semiético, pues las
expresiones matematicas también cumplen una funcién operacional al emplearse
para ejecutar acciones matematicas (Godino, 2024). Asi, desde una perspectiva
pragmatica, el significado se concibe como el sistema de practicas matematicas
(individuales o colectivas) asociadas a un conjunto de problemas o situaciones de
las que emerge el objeto matematico en cuestion (Godino y Batanero, 1994).
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Las practicas matematicas y, por ende, los significados pueden analizarse
desde una perspectiva individual (significados personales) o institucional (signifi-
cados compartidos por una comunidad). Esta distincion permite abordar los signi-
ficados tanto desde lo cognitivo como desde lo cultural. Asi, el significado se deter-
mina por el contexto y, a lo largo del tiempo, un mismo objeto matematico puede
adquirir diversos significados parciales, en funcién de las practicas vigentes en
cada momento histérico y cultural. Bajo esta mirada sistémica del EOS, el signifi-
cado global de un objeto matematico se entiende como el conjunto articulado de sus
significados parciales, derivados de las diferentes practicas matematicas. Estos
significados implican procesos de abstraccion progresiva y dependen de las repre-
sentaciones semidticas y herramientas (mentales o fisicas) empleadas para abor-
dar las situaciones matematicas.

De este modo, practicas, objetos y procesos matematicos, junto con los atri-
butos contextuales, se articulan en una red de relaciones —la configuracién onto-
semidtica— que vincula el objeto matematico con otros conceptos relacionados.
Esta configuracion contempla seis tipos primarios de objetos matematicos: proble-
mas, lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos (Godino,
2024).

A partir de estos elementos, Criséstomo dos S. y colaboradores (Criséstomo
dos S., 2012; Crisdstomo dos S. et al., 2005) han realizado analisis historico-epis-
temoldgicos para la integral definida (ver Tabla 1), y Gordillo y Pino-Fan (Gordillo,
2015; Gordillo y Pino-Fan, 2016) para la integral indefinida (ver Tabla 2), identifi-
cando las respectivas configuraciones ontosemioéticas de cada objeto matematico.
Cada configuracion corresponde a un significado parcial vinculado a practicas ma-
tematicas especificas dentro de contextos historico-filos6ficos particulares.

Tabla 1. Configuraciones ontosemidticas correspondientes a la integral definida

Configuracion Caracteristicas principales

ontosemiodtica

CeD-1 Calculo de areas considerando lenguaje geométrico y coloquial. Uso de métodos

(Finita) como el de exhauscion (Grecia antigua).

CeD-2 Estudio del cambio y del movimiento con procedimientos numéricos y geomé-

(Intuitiva) tricos. Uso de un lenguaje geométrico y aritmético (Medievo).

CeD-3 Integracion numérica considerando la nocién de indivisible y con el método de

(Infinita) exhauscion. Uso de lenguaje aritmético y algebraico (S. XVII).

CeD-4 Estudio de la relacion inversa entre la integracion y la derivacion por Newton,

(Primitiva) utilizando la notacién de fluentes y fluxiones. Uso de argumentos deductivos
(S. XVII).

CeD-5 Estudio de la relacion inversa entre la integracion y la derivacion por Leibniz,

(Sumatoria)  considerando sumas y diferencias de infinitesimales. Uso de argumentos de-
ductivos (S. XVII).

CeD-6 Fundamentacién del calculo con la definicién de limite y aplicandolo a la inte-
(Analitica) gral definida con lenguaje analitico (S. XVIII).

CeD-7 Generalizacion de la integral con notacion conjuntista y lenguaje analitico. Uso
(Generalizada) de argumentos deductivos (S. XIX).

Nota. Realizada a partir de Criséstomo dos S. et al. (2005).

164 AIEM (2026), 30, 161-180



Larios Osorio, V., Paez Murillo, R. E., Jiménez Sanchez, A. R. y Castafién Martinez, R. I.

Tabla 2. Configuraciones ontosemioticas correspondientes a la integral indefinida

Configuracion Caracteristicas principales
ontosemiodtica
Cel-1 Obtencion de rectas tangentes y de la curvatura de una curva con

(Tangentesy procedimientos sintéticos, con uso de lenguaje y propiedades geométricos
cuadraturas) (Medievo).

Cel-2 Estudio del movimiento mediante el método de fluxiones y en un lenguaje
(Visiéon analitico. Uso de argumentos dinamicos y analisis geométrico (S. XVII).
cinematica)

Cel-3 Analisis de funciones por Leibniz, con uso de simbologia nueva, argumentos

(Sumatoriasy algebraicos y geométricos, y con infinitesimales (S. XVII).
diferencias)

Cel-4 Formalizacion del calculo con argumentos deductivos y lenguaje analitico para
(Funciones la obtencién de funciones elementales. Diferenciacion entre la integral definida
elementales) v laindefinida (S. XVIII).

Nota. Realizada a partir de Gordillo y Pino-Fan (2016).

Este enfoque es fundamental para los procesos de aprendizaje ya que, desde
la perspectiva del EOS, la comprension y apropiacion de un objeto matematico de-
penden del acoplamiento de significados a través de las practicas matematicas —
discursivas y procedimentales— que realiza el sujeto:

En una situacion ideal, y en una institucion dada, decimos que un sujeto “com-
prende” el significado del objeto Or —o que ha “captado el significado” de un
concepto— si es capaz de reconocer sus propiedades, justificarlas con argu-
mentos validos, usar las representaciones caracteristicas, relacionarlo con los
restantes objetos matematicos y usar este objeto en toda la variedad de situa-
ciones problematicas prototipicas dentro de la institucion correspondiente.
(Godino, 2024, p.153)

3. ASPECTOS METODOLOGICOS

El desarrollo de la investigacién contempld las siguientes etapas: identificaciéon de
los significados parciales de los objetos matematicos integral (definida e indefi-
nida) y antiderivada con el objetivo de integrarlos en un significado global; disefio
de un cuestionario orientado a identificar los significados movilizados por estu-
diantes de ingenieria, y aplicacion del instrumento y posterior analisis de la infor-
macion recolectada.

Dado que las variables de interés son de naturaleza cualitativa y el estudio es
de caracter exploratorio, se opt6 por una metodologia cualitativa para todo el pro-
ceso. El analisis y la descripcion se complementaron con herramientas de estadis-
tica descriptiva.

3.1. El instrumento de recoleccion de datos

El instrumento de recoleccion de datos consistié en un cuestionario disefiado para
identificar los significados y representaciones movilizados por los estudiantes res-
pecto a la integral. El cuestionario se aplicé en una tnica sesiéon de dos horas al
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inicio del semestre escolar, motivo por el cual su disefio tuvo en cuenta la comple-
jidad y el tiempo disponible.

El cuestionario incluyo seis tareas (T1 a T6) disefiadas especificamente para
este estudio, cuyas caracteristicas generales se resumen en la Tabla 3. Se conside-
raron los significados parciales de la integral previamente mencionados (Crisds-
tomo et al., 2005; Gordillo y Pino-Fan, 2016). Aunque algunas tareas estaban orien-
tadas a que las respuestas remitieran al significado global, en la practica fue posible
identificar los significados parciales movilizados por los participantes. El instru-

mento fue validado mediante un juicio de expertos.

Tabla 3. Resumen de las caracteristicas de las tareas del cuestionario

Tarea Practica matematica esperada  Representacion Significado
activada parcial activado
T1: Significado Descripcion de significados Verbal/escrita Global
general de la integral personales de la integral.
T2: Relaciéon entrela  Caracterizacion de las Verbal/escrita Global
integral definidayla integrales definidase
indefinida indefinidas para identificar
diferencias.
T3: Informacion Descripcion de los significados ~ Verbal/escrita Global
proporcionada porla personales de la integral
integral definida e (definida e indefinida) en
indefinida cuanto ala informacién que
proporcionan.
T4: Obtenciondela  Aplicacién de la visién Simbdlicay Vision
posicion de un objeto  cinemaética de la integraciony  escrita cinematica (Cel-
a partir de su vinculacion de las “condiciones 2) y obtencién
velocidad iniciales” con la constante de de funciones
integracion. (Cel-4)
T5: Calculo de la Aplicacion del método de Graficay Cuadraturas
longitud de una exhauscion para el calculo de simbolica (Cel-1)y
trayectoria curva una suma infinita en un sumatoriasy
contexto geométrico que lleve diferencias
al uso de la integral definida. (CeD-5)
T6: Relacién entrela  Caracterizacion de la derivada,  Verbal/escrita Global

derivada, la
antiderivaday la
integral a través del
TFC

la antiderivada y la integral, a
partir de significados
personales, que permitan
identificar relaciones entre los
conceptos y el significado
personal del TFC.

3.2. Los sujetos participantes y el contexto

La muestra estuvo conformada por la totalidad de los estudiantes del campus prin-
cipal de la facultad de Ingenieria de una universidad ptblica mexicana, pertene-
cientes a dos semestres consecutivos (2024-2 y 2025-1). En total participaron 81
estudiantes que iniciaban el segundo afio de su formacién y que ya habian aprobado
los cursos de calculo diferencial e integral.
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El cuestionario se aplico al inicio del semestre y las indicaciones para los es-
tudiantes se limitaron a solicitar su participacion voluntaria, con el fin de obtener
informacion diagnostica relevante para sus nuevos cursos. Se les exhort6 a respon-
der de manera honesta e individual, y se les pidi6 que, en caso de cometer errores,
tacharan sus respuestas en lugar de borrarlas. Esta dinamica propicié una minima
intervencion docente durante la aplicacion.

4. RESULTADOS

En esta seccion se presenta el analisis de los resultados obtenidos en cada una de
las tareas del cuestionario aplicado a los estudiantes.

4.1.T1, T2y T3: Significados de la integral, tanto definida como indefinida

Estas tres tareas guardan una gran similitud, ya que buscan identificar los signifi-
cados generales que los participantes atribuyen a la integral, tanto en términos ge-
nerales como en lo especifico de la integral definida e indefinida. El registro se-
miotico de las tres tareas es escrito, pues se trata de preguntas abiertas que requie-
ren una respuesta textual.

T1: §Qué es para ti la integral de una funcién?
T2: (Existen diferencias entre la integral definida y la integral indefinida?

T3: ¢Cudl es la informacion que te proporcionan la integral definida y la inte-
gral indefinida de una funcion?

El objetivo es que los participantes expresen los significados que han cons-
truido sobre la integral definida e indefinida, describiendo sus caracteristicas y di-
ferencias. Estas tareas resultaron ser las mas propicias para la participacion estu-
diantil, ya que presentaron menos respuestas en blanco. En la T1 se solicita a los
alumnos que expongan su significado personal global de la integral. Las respuestas
fueron organizadas y categorizadas, como se muestra en la Tabla 4.

Tabla 4. Frecuencias y porcentajes del tipo de respuestas en la tarea 1

Categoria Frecuencia*
Algoritmo 2
Antiderivada 5
Calculo de areas 4
Area bajo la curva (mencién explicita) 48

Area de una funcién
Datos de acumulacién

1
3
Desplazamientos 1
Funcién inversa 1
Integral indefinida 1
“Misma funcion” 1
Operacion inversa a la derivacion 16

Primitiva 1

AIEM (2026), 30, 161-180 167



Los Significados de la Integral Desarrollados por Alumnos de Ingenieria

Categoria Frecuencia*
Significado tanto de integral como de derivada 1
Suma 6
Calculo de voliimenes 1
Otras respuestas o sin respuestas 4

Nota. *La suma de las frecuencias excede la cantidad de participantes debido a
que en algunas respuestas se hace referencia a mas de una categoria.

Los resultados muestran que los dos significados mas mencionados estan re-
lacionados con el calculo de areas (61 % de las menciones) y con el proceso inverso
a la derivacion (23 %). Esto indica que el significado vinculado al calculo de areas
predomina en las respuestas de los estudiantes, mientras que la referencia a la ob-
tenciéon de funciones primitivas es menor. La visién cinematica de la integral es
practicamente inexistente y no se registran referencias a los desarrollos del siglo
XIX que introducen la nocién de limite y la formalizacion de la suma infinita.

En la T2 se evidencia que la mayoria (el 98 %) considera que existen diferen-
cias entre la integral definida y la indefinida. Una de las respuestas de los partici-
pantes que declaran que no hay diferencias es la siguiente, donde se aprecia que el
cambio de nombre se debe a una “generalizaciéon” o “ampliacion”:

C2-04 Gréaficamente, una integral definida e indefinida son iguales, pero la in-

tegral definida representa un segmento de la funcién resultada de la integra-

cién.

La T3 evidencia esas diferencias, pues se les pide a los participantes que des-
criban la informacién que proporcionan tanto la integral definida como la indefi-
nida. En la Tabla 5 se presenta la informacién que, segiin los alumnos, proporciona
la integral definida, y en la Tabla 6, la correspondiente a la integral indefinida.

Tabla 5. Informacion que proporciona la integral definida

Categoria Frecuencia

Un area

Ul
O

Un volumen

Un valor especifico

Informacion para aplicaciones

La longitud de una curva

Es una acumulacién o suma

Son los limites de integracion

La posicion de un objeto que se mueve
El cambio en un fenémeno

Una funcién evaluada en un intervalo

R R R W WS NN O

'Las referencias a los participantes estan codificadas alfanuméricamente. Ademas, las respuestas
se reproducen tal y como estan escritas, respetando los posibles errores ortograficos o grama-
ticales.
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Categoria Frecuencia

La funcién inicial en un intervalo
Informacion de una “funcion exacta”
Integracion de una funcién polinomial

W o= = =

Sin respuesta y otras

El significado parcial de la integral vinculado al area (bajo la curva o de super-
ficies) es el mas frecuente (60 % de las respuestas). Si se incluye la extension al
calculo de volimenes, el porcentaje asciende al 69 %. Una referencia especifica,
también asociada al significado de cuadraturas, es el calculo de la longitud de una
curva, que aparece en apenas el 4 % de las respuestas. Es relevante que solo el 3 %
de los estudiantes haga referencia al significado de acumulacion o suma infinita.

En cambio, referencias a una vision cinematica —y que se esperaria mas para
el caso de la integral indefinida— si aparecen, aunque al menos en un solo caso.

Tabla 6. Informacién que proporciona la integral indefinida

Categoria Frecuencia

La antiderivada o primitiva 14
Una funcién (sin precisar alguna en particular)

[y
~

El drea bajo la curva

Una familia de funciones

El comportamiento de la funcién

La velocidad de un objeto en movimiento
Una ecuacién o funcién con constante

La posicion de un objeto en movimiento
La aceleracién de un objeto en movimiento
El cambio de un fenémeno

La derivada

La funcién o ecuacién para el area

Las caracteristicas del problema planteado
Una funcién polinomial

El intervalo de funcién

Una “hipétesis”

Una “funcién ilimitada”

Informacion de los ejercicios

Informacién general

=R R R R R R R NN NN W WW U ON

Una suma
Sin respuestay otras

[y
w

En las respuestas sobre la integral indefinida se observa una mayor diversidad
de categorias. Sin embargo, la mayoria de las referencias (49 %) apuntan a la ob-
tencion de una funcién, un conjunto de funciones o, en algunos casos, a una ecua-
cion (de manera incorrecta). El 9 % alude a la visién cinematica y, si se consideran
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todas las menciones relacionadas con el estudio de la variacion, el porcentaje as-
ciende al 35 %.

Existen algunos casos de confusion, como las ocho referencias al area bajo la
curva —que deberia corresponder a la informacion proporcionada por la integral
definida—, las dos referencias a la obtencion de la derivada o la referencia a que
proporciona una suma. Aparentemente, estas confusiones se presentan mas en el
caso de la integral indefinida que en el de la integral definida. Esto podria dar una
indicacion del grado de comprension de cada uno de los objetos matematicos con-
siderados.

En general, la mayoria de los estudiantes manifest6 que la informacién pro-
porcionada por la integral definida es un nimero o dato concreto, lo cual es cohe-
rente con un significado parcial asociado a cuadraturas y sumatorias. Por su parte,
la integral indefinida se asocia principalmente a la obtencién de una funcién, lo que
refleja el significado parcial relacionado con la generacién de funciones elementa-
les.

4.2. T4: Obtencion de la posicion de un objeto a partir de su velocidad

Esta tarea se vincula con la vision cinematica del calculo porque aborda el estudio
del movimiento y, hasta cierto punto, es comun en los textos escolares. Se expreso
de la siguiente manera:

T4: Sup6n que un vehiculo se mueve en una carretera y conocemos su veloci-
dad en todo momento, la cual podemos expresar o graficar como una funciéon v(t).
Si queremos saber su posicidn, ¢con esa informacion es suficiente? ¢ Por qué si o por
qué no?

Sin embargo, al alumno no se le pidié que calculara la posicion o la velocidad
de un objeto en movimiento, sino que determinara las condiciones necesarias para
obtener dicha informacion. Tal como se menciond, es un planteamiento algo co-
mun en los libros, pues relaciona la velocidad del objeto en movimiento con la fun-
cion de posicion mediante la integral indefinida. Asi pues, se esperaba que los
alumnos dijeran que la informacion no era suficiente, pues, al conocer la funcién
de velocidad del vehiculo, se podria integrar para obtener la funcién que lleva a la
posicion, pero se requiere conocer informacion conocida como la condicién inicial
(posicion inicial), representada por la constante de integracion.

Segun el antecedente académico de los alumnos, solo el 2 % de las respuestas
de esta tarea quedaron en blanco. Pero, en contraste, solo el 15 % de las respuestas
fueron consideradas correctas. La informacion porcentual de las respuestas se re-
sume en la Tabla 7.
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Tabla 7. Resumen de las respuestas en la T4

Categoria* Si Si, con No No, con
reservas reservas

Consideran que se requiere integrar 81 % 6 % 10 % 3 %

Consideran que se proporciono la 74 % 7 % 14 % 1%

informacion suficiente en la consigna

Se usan constantes de integracion o del 18 % 3% 79 % -—-
conocimiento de condiciones iniciales de
manera explicita

Nota. *No estan consideradas los dos casos en que no hubo respuestas.

La gran mayoria de los participantes considerd explicitamente que es necesa-
rio integrar para resolver la tarea, lo cual puede deberse a que este tipo de ejercicios
es frecuente en los cursos de calculo integral, donde se aborda el significado parcial
asociado a la vision cinematica de la antiderivada (CeI-2). No obstante, mas de tres
cuartas partes de los estudiantes afirmaron que la informacién proporcionada era
suficiente, mientras que solo entre el 15 % y el 20 % sefialaron la necesidad de con-
tar con condiciones iniciales o constantes de integracion.

En este sentido, hubo respuestas como la siguiente de un alumno que consi-
dera que se requiere mas informacion y establece explicitamente que esa informa-
cion esta representada por la constante de integracion:

B2-08 Es suficiente para aproximarse a la posicion pero no saber la exacta ya
que puedes integrar la funcion v(t) para conseguir la funcién de posiciéon pero
necesitas mas informacion para despejar C (o la constante incognita) que te da
la integral y asi conseguir una funcién de posicion que describa su comporta-
miento con exactitud.

Pareciera que la dificultad para establecer esta tltima relacién entre la cons-
tante de integracion y la informacién conocida de una situacion esta vinculada a la
conversion de registros semio6ticos (del verbal al simbdélico), junto con el signifi-
cado que se construye de esa constante, para que pase de ser un elemento en un
algoritmo a un elemento util en el proceso de resolucion. Ahora bien, esta dificultad
en el papel y aplicacion de las constantes de integracion se observo también en la
siguiente tarea, por lo que se abordara en la siguiente subseccion.

Por otro lado, se observo que la mayoria de los participantes no utilizo el re-
gistro analitico en sus respuestas (83 % frente al 14 % que si lo hizo). Suponemos
que esto se debid a que la consigna solicitaba la descripcion (con su explicacion) de
un proceso. La respuesta comun de quienes si lo utilizaron consistia en texto y ex-
presiones simbdlicas.

AIEM (2026), 30, 161-180 171



Los Significados de la Integral Desarrollados por Alumnos de Ingenieria

4.3. T5: Calculo de la longitud de una trayectoria curva

Con esta tarea se busca determinar si los participantes pueden identificar la inte-
gral definida como una herramienta para calcular una suma infinita en un contexto
geométrico. Para ello se plante¢ la siguiente tarea:

T5: Una particula se mueve siguiendo la trayectoria C de la siguiente figura
(ver Figura 1.), desde el punto P hasta el punto Q, en t segundos. Si se pudiera des-
cribir la curva con unas ecuaciones paramétricas en funcién del tiempo t, como se
podria calcular la distancia que recorre esa particula a lo largo de esa trayectoria?
Justifica tu respuesta. (Nota: No es necesario calcular esa distancia, sino que lo im-
portante es que escribas el como se podria calcular esa distancia).

Figura 1. Trayectoria de una particula en la T5.

Se esperaba que los alumnos consideraran la estrategia de dividir la trayecto-
ria en una serie de segmentos de recta y sumar las longitudes de cada uno. Asi, apli-
cando el método de exhauscion, se podrian hacer aproximaciones cada vez mas
cercanas a la longitud de la trayectoria y asi obtener una integral definida.

Al categorizar las respuestas, se observd que solo el 5 % de los alumnos recu-
rri6 a la respuesta esperada al referirse a dividir la trayectoria en subtrayectorias
mediante un proceso de particionado. Uno de ellos ha proporcionado una respuesta
que explica el proceso completo (ver Figura 2).

Figura 2. Respuesta del participante C1-06.
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Las referencias al uso de la integral aparecen en el 44 % de las respuestas,
aunque solo el 28 % de los estudiantes proporciono la formula correspondiente (al-
gunos con errores). Esto sugiere que, si bien el tema se aborda en algunos cursos de
calculo integral, los alumnos tienden a recordar y aplicar aspectos algoritmicos,
mientras que la estrategia heuristica de particionar la trayectoria ha dejado de em-
plearse con frecuencia.

El 12 % de las respuestas se refieren a una vision cinematica del estudio del
movimiento. Es posible que este significado se active por el hecho de que la tarea
plantea responder sobre un objeto en movimiento, pero como se aprecia en la si-
guiente respuesta de uno de los alumnos, aparece esa referencia directamente:

A1-02 Sinosotros tenemos la funcion de velocidad e integramos en funcién del
tiempo, nos da la funcién de posicion. Con ello, sustituimos en t, el tiempo que
tardo en pasarde PaqQ.

Asimismo, como en otras tareas, algunos estudiantes vinculan la integral con
el calculo de areas bajo una funcion (ver Figura 3); este tipo de referencias repre-
senta el 9 % de las respuestas.

Figura 3. Respuesta del participante C1-09
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4.4, Té: Relacion entre la derivada, la antiderivada y la integral a través del
teorema fundamental del calculo

Esta tarea consta de dos subtareas orientadas a identificar la relacion entre los con-
ceptos centrales de la investigacion y el papel que desempeiia el teorema funda-
mental del calculo en dicha relacion. Para ello se plantearon las siguientes pregun-
tas:

T6: (a) (Cual es la relacion que existe entre la derivada, la integral y la antide-
rivada de una funcién?

(b) ¢Cudl es el papel del teorema fundamental del calculo en la posible relacion
entre estos tres conceptos?

Esta tarea esta relacionada con las primeras tres, pero estas se orientan a
identificar los significados de cada objeto matematico y sus caracteristicas, de
modo que puedan expresarse las diferencias entre ellos. En esta tarea aparecen
como parte central el teorema fundamental del calculo (TFC) y la vinculacion a tra-
vés de este, no las caracteristicas o diferencias en si entre los objetos matematicos.
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Se esperaba que en el inciso: (a) expresaran la relacion entre los tres objetos
matematicos, estableciendo que la derivada se obtiene mediante un proceso in-
verso al que se utiliza para obtener la integral y la antiderivada, mientras que estas
ultimas son muy similares, aunque difieren en términos generales.

En el inciso (b) los participantes deberian indicar que es precisamente el teo-
rema fundamental del calculo, en sus dos partes, el que relaciona de manera inversa
los procesos de derivacién y de integracion. Ademas, podria afiadirse que es a través
de sus demostraciones que queda justificada tal relacion.

Tabla 8. Porcentajes de respuestas correctas, parcialmente correctas, incorrectas y sin
respuesta en los incisos de la T6

Inciso Correctas Parcialmente Incorrectas (no Sin
correctas incluye sin respuesta) respuesta

a) Relacion entre 11 63 19 9

conceptos

b) Papel del TFC 11 30 35 37

Hay una diferencia apreciable entre los dos incisos en los datos de las colum-
nas de la derecha de la Tabla 8. Esto podria explicarse porque el primer inciso per-
mite expresar opiniones y hace referencia a nociones que se abordan en todas las
tareas planteadas. Por otro lado, el segundo inciso hace referencia directamente a
un teorema y su manejo parece plantear una dificultad adicional, a pesar de la im-
portancia que tiene este en particular.

En concreto, para el primer inciso se categorizaron las respuestas de acuerdo
con las relaciones entre los siguientes conceptos: antiderivada-integral, derivada-
integral y derivada-antiderivada. El resumen de las respuestas se presenta en las
Tablas 9,10 y 11.

Tabla 9. Resumen de las referencias hechas sobre la relacion entre la antiderivada y la

integral
Categoria Frecuencia
Son lo mismo 34
Hay una relacion inversa
La antiderivada es parte de la integral
Son casi lo mismo 1
La antiderivada esta relacionada con la funcién a través de la integral 1
Sin respuesta en general o no contesto a esto en particular 41
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Tabla 10. Resumen de las referencias hechas sobre la relacién entre la derivada y la

integral
Categoria Frecuencia
Tienen una relacion inversa 51
Son operaciones contrarias 2

Son operaciones complementarias
Sin respuesta en general o no contesté a esto en particular 27

Tabla 11. Resumen de las referencias hechas sobre la relacién entre derivada y
antiderivada.

Categoria Frecuencia
Tienen una relacion inversa 39
Sin respuesta en general o no contesté a esto en particular 42

En resumen, se ve que la relacion a la que los alumnos hacen mas referencia
es la derivada-integral. Es posible que sea a la que se le hace mas énfasis en los cur-
sos. En contraste, la gran mayoria de los alumnos considera que la antiderivada y la
integral son lo mismo.

Asimismo, parece que la relacion mas clara entre las planteadas es la deri-
vada-integral, ya que casi dos terceras partes de los participantes plantean la rela-
cion inversa entre ambos procesos (Tabla 10). Hay que mencionar que esta relacion
se presenta de diversas maneras a lo largo de los cursos. En cambio, esa percepcion
de una relacion inversa se mantiene entre la derivada y la antiderivada, aunque en
menor medida.

En cambio, al categorizar las respuestas del segundo inciso, se concibe, en ge-
neral, que el TFC vincula las dos ramas del calculo, lo cual se refleja en las respues-
tas de los alumnos: casi un tercio de ellas (el 32,5 %) hacen referencia de una u otra
manera. A pesar de que las respuestas en blanco o declarando la ignorancia al res-
pecto superan en un 58 %, lo cual puede interpretarse como desconocimiento o
confusion que debe tomarse en cuenta. Ahora bien, solo una cuarta parte de las res-
puestas declara que el TFC es el medio por el cual se establece que son procesos in-
Versos.

Por otro lado, en cuanto a la operativizacion del teorema, el 37 % de las res-
puestas se refiere a procesos de obtencion de funciones o de calculo. En particular,
el 7 % de las referencias se refieren a la categoria dirigida a “evaluar integrales”,
con una referencia explicita a la primera parte del TFC, a la que en algunos libros de
texto se denomina teorema de evaluacion (Stewart, 1999). En particular, esta parte
del TFC es mencionada explicitamente, aunque no necesariamente de manera
completa ni simbdlica, por solo el 6 % de los alumnos, mientras que el 10 %
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menciono la segunda parte del TFC (que explicita la relacion inversa entre la deri-
vaciony la integracion).

5. COMENTARIOS Y REFLEXIONES SOBRE LOS SIGNIFICADOS DE LA INTEGRAL

Como se ha sefialado, el Calculo Integral surgid inicialmente del estudio de areas de
superficies irregulares y del movimiento de objetos, incorporando mas tarde la
problematica de encontrar la funcién primitiva de una funcién dada. Cada uno de
estos problemas origind practicas especificas en la comunidad matematica y dio
lugar a configuraciones epistémicas que corresponden a distintos significados par-
ciales de la integral. Como resultado, algunos de estos significados parciales se han
asociado tradicionalmente, en los cursos escolares, con la integral definida o la in-
definida.

En el caso de la integral definida, el significado parcial mas frecuentemente
mencionado es el relacionado con el calculo de areas (CeD-5 y CeD-6), llegando a
generalizarse para todo el calculo integral. Mas de la mitad de las menciones en la
T1 (53 %) y en la seccion de integral definida de la T3 (60 %) asi lo evidencian, lo
cual es esperable. Sin embargo, también aparece en el 10 % de la parte relativa a la
integral indefinida en la T3 y en otras tareas ajenas al calculo de areas. Por ejemplo,
un alumno responde en la T2:

C1-10* Laintegral definida es el area bajo la curva en un intervalo cerrado donde
la funcioén existe y es integrable

*La integral indefinida es el area/sumatoria de la curva en todos los valores
donde la funcién existe y es integrable

Por su parte, el significado parcial vinculado a la obtencién de funciones pri-
mitivas y a la Cel-4 se asocia principalmente con la integral indefinida. Este signi-
ficado aparece en el 8 % de los casos en laT1y en el 16 % en la seccién correspon-
diente de la T3, sin referencias en la parte de la definida. Si ademas se consideran
todas las menciones en las que la integral indefinida genera una funcién o una fa-
milia de funciones, aunque no se explicite la relacién con el proceso inverso a la
derivacion, el porcentaje en la T3 asciende al 43 %. En la T1, habria que sumar el
17 % de las respuestas que mencionan la integracién como operacion inversa a la
derivacion.

Otro de los problemas fundacionales del Calculo Integral, vinculado con la
Cel-2 y el estudio del movimiento desde una perspectiva cinematica, se asocia
principalmente con la integral indefinida (solo existe una mencion en la seccion de
la integral definida en la T3). Este significado parcial esta presente en el 1 % de las
respuestas de la T1y en el 10 % de la parte de integral indefinida de la T3. Ademas,
es mencionado por el 12 % de los estudiantes en la T4, donde se plantea una situa-
cion de movimiento, aunque la resolucion no se enfoque de ese modo. Si bien se
trata de menos referencias en comparacion con la Cel-4, este significado aparece
cuando se abordan contextos de movimiento y se vincula sobre todo con la integral
indefinida.
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En sintesis, mientras que la integral definida —y la integral en general—
suele asociarse a procesos de calculo de areas que producen resultados numéricos,
la integral indefinida se vincula principalmente con la obtencion de funciones.

En relacion con la integral indefinida, otro conflicto detectado es la omisién
de las constantes de integracion (observado de la T1 a la T4). Esta confusién puede
llevar a los estudiantes a no contemplar sus implicaciones, como sucedio en la T4
al no considerar necesaria esa informacion. Es probable que este tipo de conflicto
induzca respuestas meramente mecanicas, sin movilizar el significado matematico
adecuado para su aplicacion:

D2-15 [T2, sobre las diferencias.] A una se le pone +c y a la otra no.

Los procesos cognitivos vinculados con la nocion de infinito constituyen otra
fuente de conflicto. En general, no se hace referencia a la CeD-5, que concibe la in-
tegral definida como una suma infinita de sumandos infinitamente pequefios. Asi-
mismo, en la T5 no se observa el uso de estrategias de particion y aproximacion
mediante el método de exhauscién (recordando que la tarea requeria proponer una
estrategia y no calcular un resultado numérico).

Todo lo anterior abre la oportunidad de profundizar en la investigacion sobre
la comprension de los significados de la integral, complementando lo realizado
respecto a la derivada. Es relevante continuar indagando en las diferencias entre los
significados de la antiderivada y la integral, ya que suelen confundirse, como evi-
dencian los resultados de la T6. Desde la perspectiva estudiantil, si se perciben
como equivalentes, puede surgir la duda sobre la necesidad de estudiar ambos con-
ceptos.

Finalmente, resulta fundamental profundizar en los procesos de argumenta-
cién y justificacion en la formacién matematica de los estudiantes, ya que, como se
observo en la T6 sobre el teorema fundamental del calculo, no les queda claro el
papel que desempeiian los teoremas en la construccion y comprension de los con-
ceptos matematicos, asi como en su uso y significado.
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Los Significados de la Integral Desarrollados por Alumnos de Ingenieria

The Meanings of the Integral Developed by
Engineering Students

Victor Larios Osorio @ © 1, Rosa Elvira Paez Murillo @ © 2,
Angélica Rosario Jiménez Sanchez @ © 1,
Ricardo Ivan Castafion Martinez @ © 1

1 Universidad Autonoma de Querétaro (México)
2 Universidad Autonoma de la Ciudad de México (México)

This article examines the construction of meanings of the definite and indefinite
integral among engineering students. The aim of the study is to identify the mean-
ings mobilized by students when solving open-ended tasks related to the different
partial meanings that have emerged throughout the historical development of in-
tegral calculus. The study adopts a qualitative approach, and the collected data
were analyzed using the ontosemiotic approach to mathematical cognition and in-
struction (OSA) to identify the meanings mobilized by students. The results show
that students predominantly mobilize partial meanings of the integral associated
with the calculation of areas and with the inverse process of differentiation,
whereas other meanings appear only marginally in their responses. These findings
suggest the need to design instructional approaches that promote a broader artic-
ulation of the different meanings of the integral in engineering education.
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