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Resumen o La investigacion tiene como objetivo identificar los aportes del estudio de clase (EC) respecto
a la conceptualizacion de los nimeros irracionales con estudiantes de grado octavo con edades compren-
didas entre 13 y 15 afios; actividad desarrollada en un grupo de Semillero, espacio académico extracurricu-
lar en el cual se realizan actividades investigativas en la formacion inicial y permanente de profesores de
matematicas. La metodologia asume un enfoque interpretativo, a partir del analisis de experiencias y sig-
nificados construidos por los participantes. Los resultados muestran que el EC promueve la reflexion co-
lectiva sobre la planeacion de clase, la negociacion y apoyo en el disefio de tareas investigativas que generan
espacios de aprendizaje colaborativos, a partir de la argumentacion y resolucion de problemas. Las tareas
investigativas, al ser abiertas, no directivas y retadoras, cambian la dinamica de la clase de matematicas
favoreciendo el aprendizaje de conceptos abstractos, como el caso de los niimeros irracionales.

Palabras clave o Actividades investigativas; Ensefianza de la matematica; Estudio de clase; Formacion de
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Abstract o The research focuses on identifying the contributions of Lesson Study (LS) to the conceptual-
ization of irrational numbers among eighth-grade students aged between 13 and 15 years. The activity is
carried out within a Semillero group, an extracurricular academic space in which research activities are
conducted as part of the initial and ongoing training of mathematics teachers. The methodology adopts an
interpretative approach, based on the analysis of experiences and meanings constructed by the partici-
pants. The results show that LS promotes collective reflection on lesson planning as well as negotiation
and support in the design of investigative tasks that generate collaborative learning environments through
argumentation and problem solving. These investigative tasks, being open-ended, non-directive, and
challenging, change the dynamics of the mathematics classroom, fostering the learning of abstract con-
cepts such as irrational numbers.
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Actividades Investigativas con NUmeros Irracionales

1. INTRODUCCION

La investigacién sobre formacion continua de profesores centrada en el desarrollo
profesional muestra que el lesson study (estudio de clase [EC]) genera oportunida-
des de formacion a través de la reflexion sobre lo que se hace en clase (Elliot, 2015;
Hummes et al., 2020; Jiménez, 2002). Esta metodologia busca cambios en las prac-
ticas pedagdgicas de los profesores, con el fin de profundizar en conocimientos
matematicos y propiciar mejores aprendizajes en sus estudiantes (Salas-Solano, y
Valverde-Soto, 2025).

En Colombia, timidamente se empieza a explorar la investigacion en este
campo, convirtiéndose en un desafio para hacer que este tipo de formacion llegue a
los profesores para transformar las rutinas de clase, caracterizadas por concepcio-
nes de una matematica estatica y acabada (Jiménez et al., 2022); o, como dice Er-
nest (1991), amparadas en el absolutismo de la matematica, donde se introducen
los conceptos y definiciones a priori.

Para la enseflanza de los nimeros irracionales, se parte de observaciones su-
perficiales de las caracteristicas de este conjunto numeérico respecto a la periodici-
dad de nimeros decimales, la mayoria de las veces de forma apresurada y erréonea
(Reina y Wilhelmi, 2021), lo que conlleva a una comprension limitada por parte de
los estudiantes, dado que su naturaleza abstracta dificulta la conexion con expe-
riencias concretas o cotidianas.

Al respecto, Cavalcanti (2004) manifiesta que esas situaciones se deben a la
diferencia entre el rigor matematico que conviene a los cientificos de la disciplina y
aquella transposicion didactica que se considera pertinente en la presentacion del
contenido, de manera que sea comprensible. A su vez, Tall (1992) alude que una
buena definiciéon en matematicas se expresa en un lenguaje especializado y rigu-
roso, que se aplica a todos los objetos, y solo a ellos; sin embargo, al salén de clase
se debe llevar algo que pueda ser entendido por los estudiantes.

Bajo esta perspectiva, resulta pertinente reflexionar acerca de {como la me-
todologia EC, enfocada a la ensefianza y aprendizaje de los nimeros irracionales en
estudiantes de grado octavo de Educacion Basica, a través de tareas investigativas,
mejora la aprehension de este conjunto numérico?

2. MARCO TEORICO

2.1. Significado y comprensién de los nimeros irracionales

La definicién de nimero irracional presentada en los textos de educacion basica y
media es: “un nimero decimal infinito y no periédico”, pero ¢sera facil para los
estudiantes entender lo que significa “ntimero decimal infinito y no periédico”? Se
evidencia que esta es una definicién complejay, ejemplo de ello, se ve en la univer-
sidad, cuando los estudiantes de licenciatura en matematicas de primeros semes-
tres ain no han comprendido su significado (Reina y Wilhelmi, 2021).

Los Estandares Basicos de Competencia —EBC— del Ministerio de Educacion
Nacional (2006) en Colombia, respecto a la enseflanza de los niimeros irracionales
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manifiestan que: “Las competencias matematicas no se alcanzan por generaciéon
espontanea, sino que requieren de ambientes de aprendizaje enriquecidos por si-
tuaciones problema significativas y comprensivas, que posibiliten avanzar a nive-
les de competencia mas y mas complejos” (p. 49); sin embargo, para los profesores
esto puede quedarse en recomendaciones en un lenguaje inalcanzable en la prac-
tica, pues pocos sabrian como traducirlo en este tipo de actividades.

Histdricamente, la identificacion y definicion de los niimeros reales implico
la aritmetizacion de procesos infinitos y el reconocimiento de la inconmensurabi-
lidad del cateto de un triangulo rectangulo isésceles de lado la unidad, asi como las
representaciones numéricas utilizando decimales infinitos periédicos y no peri6-
dicos.

Los EBC fijan que al terminar el grado once (Gltimo afio de la educacién me-
dia), en cuanto al pensamiento numérico, el alumno debe analizar “representacio-
nes decimales de los nimeros reales para diferenciar entre racionales e irracionales
[...] y reconocer la densidad e incompletitud de los nimeros racionales a través de
métodos numéricos, geométricos y algebraicos” (p. 88); pese a ello, el desarrollo
del contenido de los nimeros racionales e irracionales corresponde al grado sép-
timo, y en grado once los nimeros reales ya se consideran como un cuerpo ciertoy
constituido. De esta presentacion de los EBC se percibe vacios e inconsistencias que
el profesor de esos niveles dificilmente podria sortear.

Lourido (2020) sefiala que los nimeros irracionales no son comprendidos por
los estudiantes, incluso en los universitarios se evidencia la complejidad asociada
con las caracteristicas de las expresiones decimales que los representan. Conside-
rando que el concepto de irracional aparece bastante tarde en la historia de las ma-
tematicas, podria afirmarse que presenta un obstaculo epistemolégico (D’Amore,
2012) que genera dificultad en su aprendizaje.

2.2. Actividades investigativas en el aula

En la basqueda de alternativas para el trabajo con los nimeros irracionales, se es-
tablece una nueva dinamica de la clase de matematicas a través de actividades in-
vestigativas, que ofrecen un contexto fructifero, favorecen la negociacion de signi-
ficados, siendo esta una propuesta diferente a la acostumbrada (Limas y Jiménez,
2017). Desde las vivencias de clases y de un grupo de profesores en un semillero de
investigacion, se reconoce la importancia de brindar actividades abiertas y desa-
fiantes, que permitan a los estudiantes indagar, sacar conclusiones, validar sus
conjeturas y respuestas (Assis, 2012).

Ponte (2010) sefiala que las actividades investigativas son tareas abiertas que
requieren la participacion activa y la disposicion de los estudiantes para la resolu-
cién y argumentacion de las mismas; al respecto, Melo (2020) indica que este tipo
de actividades buscan la exploracion preliminar y la formulaciéon de preguntas y
conjeturas, la realizacion de pruebas y reformulacion, demostracion y evaluacion
del trabajo realizado.
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Maulana et al. (2023) sefialan que, en el aprendizaje de las matematicas, las
actividades de clase deben generar interés por aprender y potenciar habilidades en
los estudiantes con situaciones que les permitan realizar conjeturas y luego pro-
barlas. Precisamente, dentro de las caracteristicas de las actividades investigativas,
se encuentran la creaciéon de ambientes dinamicos y favorables, la prueba de con-
jeturas, el andlisis de informacion y la construccion de explicaciones de acuerdo con
la evidencia, lo que favorece el desarrollo del pensamiento matematico.

Pereira et al. (2018) y Ferraz y Sasseron (2017) sostienen que el papel del es-
tudiante y del profesor es fundamental para cambiar la dinamica acostumbrada en
otros enfoques. El estudiante debe asumir una actitud critica para debatir con sus
pares. Por su parte, el profesor adopta el rol de orientador, con la responsabilidad
de propiciar la argumentacion, la interaccién constante, el aprendizaje auténomo
y colaborativo, la formulacion, discusion y la validacion de conjeturas. Gomez et al.
(2019) sefialan que es necesario que el docente salga del esquema de educacion re-
petitiva y memoristica, donde el estudiante responde generalmente a situaciones
particulares de la clase que no se relacionan con su entorno sociocultural y familiar,
y tampoco lo motivan ni lo involucran (Jiménez et al., 2022).

2.3. Lesson study en Educacion Matematica

El lesson study (LS) se concibe como una metodologia de trabajo docente centrada
en la investigacion en el aula (Baldin, 2009; Murata, 2011), orientada a comprender
como los estudiantes apropian el conocimiento, y como la practica de ensefianza
incide en su proceso de aprendizaje (Lee y Tan, 2020).

Ponte (2022) lo concibe como un proceso formativo que sucede en un con-
texto colaborativo, donde los profesores realizan investigaciones sobre su practica
pedagogica. Se trata de una actividad que se desarrolla en cuatro momentos: (a)
definicién de un objeto de aprendizaje que generalmente presenta dificultades a los
estudiantes, (b) planeamiento de una o mas clases, (c) observacion de esas clases,
(d) reflexién posterior a la clase, y (e) evaluacion de todo el proceso. Como resul-
tado de la ejecucion de estas actividades, se generan espacios de reflexién sobre la
praxis docente (Schén, 1992), lo que contribuye al desarrollo profesional del pro-
fesor de matematicas.

En el contexto de la Educacion Matematica, el EC adquiere un papel relevante,
orientado a la exploracién guiada, el razonamiento logico y la resolucién de pro-
blemas, al mismo tiempo que promueve en el estudiante la capacidad de conjeturar,
formular hipotesis, probar soluciones y justificar sus resultados, favoreciendo el
pensamiento critico, la argumentacion, la creatividad y la autonomia en el proceso
de aprendizaje, practica que conlleva a revisar la planificacion y enriquecer el tra-
bajo de aula.

El trabajo colaborativo propio del EC favorece la idoneidad epistémicay cog-
nitiva al promover la construccién del significado de los ntimeros irracionales a
través de tareas investigativas que consideran las dificultades conceptuales de los
estudiantes. Asimismo, la observacion y reflexién colectiva sobre la clase posibili-
tan el analisis interaccional y mediacional, al poner en evidencia los procesos de
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argumentacion, negociacion de significados y el uso de diversas representaciones
(Bredaetal., 2021).

Investigaciones previas que han integrado la metodologia del EC la perciben
como un enfoque caracterizado por su amplitud y flexibilidad, lo que implica un
nivel limitado de explicitacion teorica (Elliot, 2015). Diferentes estudios han optado
por articular esta metodologia con constructos tedricos especificos, con el prop6-
sito de orientar el analisis de los procesos de ensefianza y aprendizaje. En esta linea,
Font et al. (2023) sistematizan estudios que integran el EC con los criterios de ido-
neidad didactica propuestos por Breda et al. (2018). En este estudio, la metodologia
del EC se articula con el enfoque de aulas investigativas, aportando al disefio, im-
plementacién y analisis de las practicas educativas.

3. METODOLOGIA

La investigacion asume el enfoque cualitativo e interpretativo, el cual estudia a los
seres humanos en su contexto natural, buscando una intervencion sobre la realidad
(Corbetta, 2010). El estudio fue desarrollado por un profesor formador de profeso-
res (P,)'y por la profesora estudiante de la maestria (P,) que desarrolld la actividad
investigativa con estudiantes de grado octavo con edades entre 13y 15 afios, en cua-
tro sesiones de clase, en una institucién educativa. Los dos investigadores pertene-
cen a un grupo de estudio denominado Grupo Semillero de Investigacion, espacio
donde se elaboro el plan de clase, se analizaron y discutieron las actividades desa-
rrolladas por P..

El Grupo Semillero es un colectivo al que asisten de manera voluntaria cinco
profesores formadores de profesores, cuatro profesores de educacion basica, una
de ellas P,, un doctorando, y doce estudiantes de licenciatura en formacion inicial
de profesores (ELn).

El material empirico tuvo cuatro fuentes: (a) notas de campo de los investi-
gadores P, y P,, donde se registraron aspectos relacionados con el ambiente de tra-
bajo, reacciones de los participantes y percepcion de los investigadores sobre el tra-
bajo de campo; (b) tareas desarrolladas por los estudiantes en clase; (c) grabaciones
en audio del desarrollo de las clases; y d) grabaciones en audio de las sesiones de
discusion y analisis en el Semillero.

La investigacion siguié las cuatro fases contempladas en el EC: planificaciéon
en el Grupo Semillero, realizacion y observacion de las clases desarrolladas en
grado octavo, reflexion conjunta sobre la escucha de las grabaciones de clase y re-
diserio de la clase en el Grupo Semillero. La planificacion se inici6 con la bisqueda
y el andlisis en el Grupo Semillero de una tarea investigativa relacionada con los
numeros irracionales, siguiendo la propuesta de Oliveira y Fiorentini (2009); alli se

Cuando se refiere a un profesor formador se usara Pn, a un estudiante en formacion para profesor
perteneciente al Grupo Semillero ELy, y a un estudiante de octavo grado se usara En. Es de des-
tacar que, siguiendo la ética de la investigacion, se sigui6 el protocolo del consentimiento in-
formado y la preservacion de su identidad al relacionar su intervencion.
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desarroll6 la actividad investigativa y se hicieron recomendaciones a P,, quien rea-
lizaria las clases con el grupo de estudiantes de grado octavo.

La sistematizacion se realizé en dos momentos: (a) Inmersion inicial, centrada
en la reflexion, lo que permitio identificar lo que es importante y lo que no —por
ejemplo, la argumentacién desde la propia matematica y las habituales relativas al
contrato didactico—; y (b) Inmersion profunda desde el proceso reflexivo continuo,
se intent6 dar respuesta a ¢qué me dice esto?, qué significa?, ipor qué ocurre? Este
proceso condujo a determinar las categorias de analisis a partir del registro de las
contribuciones y actividades desarrolladas por los estudiantes, transcripciones de
clase y discusiones docentes, en torno a la tarea exploratoria disefiada. Finalmente,
a través de agrupacion y depuracion de la informacion, se establecieron tres cate-
gorias: reflexiones y observaciones en el Grupo Semillero sobre el desarrollo de la
actividad matematica investigativa, ajustes y correcciones al plan de clase, y pro-
duccidén y argumentacion matematica de los estudiantes de grado octavo. El anali-
sis de la informacion se realiz6 a partir de la teoria fundamentada, a través de la
identificacion de patrones y relaciones entre las categorias establecidas, mediante
su comparacion constante (Glaser y Strauss, 1967).

4. RESULTADOS

Los resultados de la investigacion se analizaron en dos instancias: (a) en el Grupo
Semillero, sobre el desarrollo de la tarea investigativa con estudiantes de grado oc-
tavo adelantado por P, siguiendo la metodologia EC; y (b) la realizada por el pro-
fesor formador e investigador P;, junto a P..

4.1. En el Grupo Semillero

La actividad investigativa se desarrolla en el Grupo Semillero, bajo la orientacion
de P;, quien inici6 la primera fase, enfatizando el trabajo colaborativo y las pautas
para su desarrollo segin los criterios del EC. Pidi6 formar grupos de tres integran-
tes; uno de ellos tomo6 anotaciones de las soluciones y discusiones, para luego ser
el relator al socializar ante el Grupo Semillero.

En la segunda fase, de trabajo libre, cada grupo intent6 comprender la activi-
dad, explorar posibles relaciones, identificar regularidades y formular conjeturas;
en la tercera fase se establecerian justificaciones y argumentos para validar sus
apreciaciones; y en la cuarta fase se socializarian los hallazgos de cada pequeiio
grupo, las justificaciones, discusiones y negociacion de significados ante todo el
grupo, donde debian validarse o refutarse las conjeturas.

La actividad pide que elijan un nimero entero mayor que uno y que lo consi-
deren como el area de un cuadrado, la tarea consistia en encontrar el valor del lado
del cuadrado. El trabajo inicia en la etapa libre en grupos y, después de algunos
calculos, un estudiante de licenciatura de un grupo, que habia elegido el nimero 5,
llama a P; y le dice que tiene la respuesta “ya esta V5 = 2,2360679774997”. P; re-
cuerda que por ahora no usen la calculadora. A pesar de que los integrantes del
Grupo Semillero son profesores de matematicas o estudiantes en formacion, hay
un desconcierto por el no uso de calculadora, lo cual los lleva a hacer calculos
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manuales por ensayo y error, hasta comenzar a hacer acercamientos al valor pedido
(Diario de campo de P;).

En cada pequefio grupo hacen calculos con el nimero que eligieron y van
construyendo una tabla con los valores del lado y del area; pero pronto perciben que
el calculo por aproximacion resulta complejo, a pesar de que cada vez se van acer-
cando mas al valor del lado de su cuadrado. P;, al ser llamado a diversos grupos,
decide socializar lo que ha observado.

P.: Entonces, encontraron el valor del lado de su cuadrado?
P,: No, solo encontramos aproximaciones.

EL;: Pero por qué no usar la calculadora y asi ya obtenemos ese valor. Porque en
nuestro caso que escogimos un cuadrado con area 5, ya habiamos hallado el
lado: /5 = 2,2360679774997.

P.: Si es asi, comprueben su respuesta.

EL;: (eleva al cuadrado el valor de la raiz). Profe, pero da 4,99999999999971y
no 5.

P.: Y entonces ¢qué pasoé ahi? (P, decide ya integrar a todos en plenaria) (Graba-
cion de audio).

En este momento, la actividad en pequeiios grupos se vuelve colectiva a todo
el Grupo Semillero, ensayan con otras calculadoras de teléfonos, calculanla V5, ele-
van ésta al cuadrado y encuentran resultados similares. Se observa aqui, como ex-
presa Ponte (2022), que este tipo de trabajo moviliza la conjeturacion propia de las
matematicas, el analisis y la reflexion colectiva sobre el asunto tratado.

EL;: Pero en cada calculadora da un valor diferente.
P.: §Y a qué se debe esa diferencia en los resultados?
P;: Pues es la capacidad de las calculadoras...

Utilizan calculadoras mas precisas, hacen calculos, y con ninguna obtienen 5
al elevar el valor del lado encontrado. Deciden retomar los calculos por aproxima-
cién. Toda esta discusion surge al planear en el Grupo Semillero la actividad que
desarrollaria P, en el grado octavo, lo que sirvié para que los profesores y estudian-
tes en formacion recordaran aspectos relacionados con el concepto de namero irra-
cional, que percibieran la complejidad y le hicieran sugerencias; aspectos que, se-
glin Hummes et al. (2020), se perciben como positivos con el planeamiento de la
clase con el uso del EC, lo que da como resultado una actividad formativa para el
grupo, que sucede en un contexto colaborativo de investigacién, como lo indica
Ponte (2022).

ELs: Uy profe, tiene que tener eso en cuenta, de lo contrario sera complicado...
P:: eso es cierto, tome nota.

ELo: Pero seguro los estudiantes de grado octavo no saben lo de elevar al cua-
drado...

P;: Eso nadie lo puede asegurar... de pronto los alumnos sorprenden.
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P, pide que cada pequeiio grupo continde con sus calculos, para encontrar el
lado de su cuadrado. La Figura 1 muestra la tabla que fue elaborada en un grupo que
eligié a 5 como area de su cuadrado.

Figura 1. Calculos efectuados por el grupo 3 del Semillero

|- WD~ Ded | AARe ADE |

2L ¢ || z23600 | 5 0UCOTILT

| 2,2 g, & || |z 23606 ¢,119 |56 354

ENE 219329 | | | | [ |28 d0b 7 | 4, 99979 56254569

L 2.82 . ags522g | | | | | 12,236068 | »;,c‘/(»:q:z,;_/_,:2‘171 ,
2123 G H4,9799¢693226 2|23 60679 | 4,999999653H04

| 2233 5l ooq4611 | 2, 23606294 #,199999 3¢ 17 po
Z,23¢4 | 15,0001431] | 2 "LacoL‘zF(;g L;ﬂ_qzm 142294 2
2,23 005 | [4,q99916025 | NN
T S | .‘H‘Mf__

B 7 R [Tk

Continda la cuarta fase de socializacion de los hallazgos de cada pequeiio
grupo ante el Grupo Semillero.

ELs: (Este grupo vuelve a mostrar lo realizado con 5, como area de su cuadrado).
Los célculos empiezan a aproximarse al 5; pero nunca va a dar 5...

P:: (Interviene para destacar que observen que hay acercamientos por defecto y
por exceso al valor buscado). {Esos acercamientos, matematicamente les su-
giere algo?

ELu.: Pues tal vez sucesiones... pero no veo claro cuales serian...

P,: Si tomamos 2,36: 2,37... pareciera que se forma una sucesion.

ELs: Ah en la otra columna se ve mas claro: 2,236066; 2,236067; 2,236068...
P: Pero jojo! Porque con 2,236068 ya el area estaria sobre 5.

P.:: Cierto, observen que esas aproximaciones, algunas estan por debajo y otras
por encima de 5. ¢se puede sacar alguna conclusién?

P.: Tocaria hacer mas calculos para ver las sucesiones...

P:: Recuerdan los conceptos de sucesion, sucesion creciente, decreciente y
convergente? Se visualiza en el tablero situaciones de sucesiones y al parecer los
estudiantes en formacion recordaron esos conceptos.

P.: Observen que el nimero buscado (para el lado del cuadrado de area 5) parece
ser el punto de convergencia de las dos sucesiones... (Grabacién de audio).

Una vez empiezan a aparecer las caracteristicas de los nimeros que represen-
tan el lado del cuadrado, como la infinitud y la no periodicidad, cuando el area del
cuadrado no es cuadrado perfecto, los integrantes se pronuncian sobre la comple-
jidad en la conceptualizacion del nimero irracional; y como futuros profesores co-
mienzan a hacer observaciones y aportes para que P,, que va a desarrollar la activi-
dad investigativa con los alumnos de educacioén basica, las tenga en cuenta. Mani-
fiestan que, en séptimo y octavo grado, la introduccién de una definicién de forma
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directa seguramente va a generar dificultades de comprension para esos alumnos
(EL13).

4.2. Actividad con los estudiantes de educacién basica

El desarrollo de la actividad investigativa se orient6 a identificar formas para con-
ceptualizar los nimeros irracionales en un grado octavo y analizar la produccion
matematica que potencialmente pudieran reconocer sobre estos nimeros, para
luego ser socializados en el Grupo Semillero (donde habia sido planeada); al igual
que el analisis del desempeiio de P,, titular de ese curso e investigadora, siguiendo
los principios del EC propuesto por Ponte (2022).

P, inicia su clase explicando la dinamica del trabajo, la conformacion de los
subgruposy las funciones de los integrantes. Pide que cada grupo lleve anotaciones
y soluciones encontradas para ser socializadas en una plenaria después a toda la
clase; les recuerda que cualquier interpretacion, afirmacion o soluciéon que se dé en
este tipo de tarea debera ser argumentada, de acuerdo con los lineamientos de las
actividades investigativas en matematicas.

Durante el desarrollo de la actividad, en la seleccién del nimero entero mayor
o igual que dos, se presentaron dos casos: cuando los alumnos eligieron niimeros
cuadrados perfectos y nimeros que no los eligieron. El grupo que eligié como area
de su cuadrado 9, ante la sugerencia de P,, escogi6 13 como area del cuadrado, y
rapidamente un estudiante da su respuesta.

Ew: Ya tengo la respuesta, profesora.

P.: ¢si? ;Y cudl es?

Ei: V13 = 3,60.

P,: jEstan seguros?

E.o: Si profesora.

P.: ¢y no tiene mas cifras decimales?

Eiw: Con dos cifras es suficiente.

P.: No se apresuren, piénsenlo bien? (Grabacion de audio).

En los diferentes grupos, se ven muy atareados haciendo calculos, sin vislum-
brarse una respuesta convincente. Al inicio de la segunda clase, P, pide que cada
grupo siga haciendo sus calculos sin usar calculadora. Luego, se desplaza por el sa-
16n y percibe que un grupo esta haciendo calculos errados y pide que le expliquen lo
que estan haciendo.

P,: {Qué ntimero eligieron ustedes?
Es: Nosotros escogimos 7 y dividimos 7 entre 4.

P.: Ustedes estan confundiendo area con perimetro.

2 Aqui quedd la duda de por qué los alumnos consideraron que con dos cifras decimales era sufi-
ciente, ya que P, no pidi6 una explicacion.
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Aqui la profesora necesito recordar a la clase los dos conceptos e insistir en su
diferencia. Con esta claridad, todos los grupos siguen haciendo calculos para hallar
el lado de su cuadrado, por ensayo y error. La profesora contintia observando al
mismo grupo.

Es: Profe, hay que elevar al cuadrado, ¢cierto?

P.: Si, asi es.

Es: Pero 12 = 1; 22 = 4; 32 = 9.Conningunoda?7.

E,: Ya intentamos con varios nimeros y con ninguno se puede.

P.: (Hace la aclaracion parala toda la clase). {Estan seguros de que no se puede?,
¢y no han pensado que puede ser un nimero entre 2y 3¢

E,: jAh! ¢Pero, como asi que entre 2 y 37 (La profesora les dice que ese nimero
puede ser 2,5). Ah si. Pero 2,5 x 2,5 = 6,25; tampoco sirve.

P,: Sigan intentando.

Es: Pero 2,6 x 2,6 = 6,76y 2,7 x 2,7 = 7,29. Con ninguno da 7. Profe, eso esta
muy dificil, no se puede encontrar ese namero.

P.: Si se puede encontrar.

El grupo que habia trabajado con 13 como area de su cuadrado, vuelve a inter-
venir y llama a la profesora.

E.o: Profesora, V13 = 3,6055512754” (lee la respuesta del teléfono celular).

P.: (Ve la necesidad nuevamente aclarar la situacién a toda la clase). A ver, vol-
vamos a recordar como se calcula el area de un cuadrado. ¢lo recuerdan?

Ew: Si, elevamos al cuadrado el valor encontrado para el lado, y nos da
12,9999999995

P.: Pero no les dio 13. §qué ocurrié ahi?
Ew: Profesora, esa calculadora no sirve.
P.: No lo sé, revisen.

En ese momento toda la clase se concentra en hacer calculos con otras calcu-
ladoras, y se interesan en hallar la V13 y luego elevar ese resultado al cuadrado.
Unos obtienen el mismo resultado que el grupo que destaco este hallazgo, o resul-
tados similares, pero no 13. En los otros grupos los estudiantes hacen sus calculos
correspondientes, pero en todos hacen el mismo tipo de preguntas a la profesora.

La actividad ahora contintia en el Grupo Semillero, y atendiendo a la metodo-
logia del EC (Hummes et al., 2020; Ponte, 2022), se escucha la grabacion de las dos
sesiones de clase y se analiza el trabajo de P, con sus alumnos, y le hacen sugeren-
cias. A continuacion, parte del dialogo:

P,: Profe, ha debido aclarar mejor, o ejemplificar por qué las diferencias en los
resultados dados por diferentes calculadoras.

P;. Debe socializar con todo el grupo la relacion entre elevar al cuadrado y sacar
la raiz cuadrada, como operaciones inversas, porque no se percibe que lo haya
hecho.
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EL;: Insistir también en que los alumnos trabajen en grupo, haciendo calculos
de aproximacion, antes de usar la calculadora.

P;: Profe, también creo que se concentré mucho en los grupos que eligieron a 13
y a7 como area de sus cuadrados. §Qué pas6 con el trabajo en otros grupos?

P:: Profe, efectivamente, en la grabacién no se percibe lo que pas6 con el trabajo
en los otros grupos.

P.: Ellos también trabajaron, pero yo grabé los momentos que me parecieron
importantes.

P:: También cortaste la clase sin responder a los alumnos sobre sus afirmacio-
nes de que no hay mas nameros (cuando los alumnos dijeron que ni con 2,6 ni
con 2,7 servia), los alumnos quedaron con esa duda.

EL,: Profe, pero ellos tenian razon...
P.: ¢Como? jExplicanos eso!
EL.: Pues...

P,: Pero es que no estamos en naturales... un decimal corresponde a una frac-
cién, a un racional...

EL.: Ah verdad...

En este momento en el Grupo Semillero se pone de presente el orden y la den-
sidad de los racionales, tema que no resulta sencillo, incluso para alumnos con for-
maciéon en matematicas, como se puso aqui en evidencia; lo cual suele ocurrir
cuando se trabaja con actividades investigativas bajo el enfoque de Ponte (2010).
Cuando el estudiante de licenciatura EL, afirma que los alumnos de octavo grado
tenian razén que a 2,6 sigue 2,7; se percibe que posiblemente lo interpretado por
este profesor en formacion se deba a lo que se llama un obstaculo epistemoldgico,
al pasar del orden de los naturales, al orden en los racionales (D’Amore, 2006). Aqui
interviene P, para hacer claridad al respecto, hasta que los estudiantes en forma-
cion perciben detalladamente la situacion.

P,: Listo, ya llevo mas claridad.

P;: Profe, una sugerencia. Recuerde que ya los alumnos conocen el metro, sus
multiplos y submultiplos, asi que seria solo recordarselo, haciéndoles ver que
un nimero decimal no solo tiene décimos, sino también centésimos, milésimos
e infinitas cifras decimales; y para el caso del metro, decimetros, centimetros y
milimetros (Grabacién de audio).

Las intervenciones anteriores muestran los aportes que puede hacer el EC en
la formacién continua, a través de la reflexién en el grupo de profesores (Hummes
et al. 2020). De nuevo la actividad se traslada al salon de clase con los alumnos del
grado octavo. En la tercera clase, P, retoma la actividad y les pide que sigan con los
calculos; todos los grupos piden trabajar con el cuadrado de area 7. La profesora
escribe esa tabla, mientras que los alumnos siguen efectuando mas calculos con el
uso de la calculadora y observan que, a pesar de que los valores del area se acercan
cada vez mas a 7, no encuentran el valor esperado del lado y que al ser elevado al
cuadrado dé exactamente 7.
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En la construccion de la Tabla 1, a pesar de los calculos ya realizados, nueva-
mente aparecen las diferencias en los resultados dados por las calculadoras.

Tabla 1. Calculos efectuados para encontrar el lado del cuadrado de area 7

Lado del cuadrado Area Lado del cuadrado Area

1 1 2,646 7,001316

2 4 2,6455 6,99867025

3 9 2,6458 7,00025764

2,5 6,25 2,6457 6,99972849

2,6 6,76 2,64575 6,9999930625
2,7 7,29 2,645755 7,0000195220025
2,65 7,0225 2,645753 7,000008937009
2,64 6,9696 2,645751 6,9999983544001
2,641 6,074881  2,6457515 7,0000009997552.2
2,645 6,996025  2,6457513 6,9999999414516

E;: Profe, no todas las calculadoras dan lo mismo...
P.: ¢y por qué creen que los resultados son diferentes?
P,: Prueben con otras calculadoras.

P,: (Atendiendo a las recomendaciones del Grupo Semillero, la profesora explica
que lo que ocurre se debe a que no todas las calculadoras tienen la misma capa-
cidad, alo cual los alumnos parecen haber entendido).  Por qué debe elevarse al
cuadrado el valor encontrado del lado para comprobar el drea? (espera respues-
tas de sus alumnos, pero estas no aparecen, a pesar de que ya venian haciendo
esos calculos...).

P.: Recuerden que el area de un cuadrado se calcula elevando el valor del lado al
cuadrado.

E;: Pero por qué si saco la raiz a ese valor, no me da el nimero...
P.: 4Qué célculo hiciste?

E;: 7= 2,6457513110645 y si elevo al cuadrado ese nuimero me da
6,9999999999997 ...

P.: Sacar raiz cuadrada y elevar al cuadrado son operaciones inversas. (La pro-
fesora muestra esta situacion con varios cuadrados perfectos e intenta explicar
en el caso general).

P,: Sillamamos [ el lado del cuadrado, entonces se tieneque 4 = [ x [ = [%; es
decir que VA = [; es decir, la radicacion es la operacion inversa de la potenciaciéon
(Grabacion de audio).

Usando una calculadora cientifica llevada por P,, un estudiante comenzoé a
comprobar los resultados de la tabla construida en el grupo, tomando valores del
areay calculando la raiz cuadrada, pero el valor encontrado no coincide con el valor
del lado (grabacion de audio).
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A pesar de que parece que quedan ciertas dudas en los estudiantes, P, recuerda
que toda fraccion representa una division y les pide a los alumnos que tomen la cal-
culadoray efectiien la operacion que representa cada fraccion que ella va dictando.
Los alumnos efectdan las divisiones y la profesora va escribiendo algunos resulta-
dos en el tablero.

P.:= = 0,25; > = 0,333333...; 2 = 0,571428571428 ... (La profesora pide a los alumnos

que examinen lo que pasa en esos decimales).

Eg: (Habla en nombre de uno de los grupos). Para % si hay resultado, para % el

resultado no acaba... lo mismo pasa con ;, spor qué?

P,: No es que el resultado no acaba, es que siguen muchos 3, infinitos 3... En el
caso %, lo que siguen son ceros, por tanto, no es necesario escribirlos...

P.: (Siguiendo la recomendacion dada por una colega en el Grupo Semillero, les
recuerda a sus alumnos aspectos relacionados con el metro, con sus multiplos y
submultiplos). Cuando tenemos... por ejemplo un metro con 50 centimetros lo
podemos escribir como 1,5 metros ¢cierto? ¢y lo podriamos escribir como 1,500
metros?

Es: No, ¢c6mo asi que 1,500 metros?

P.: Bueno, leamos cifra por cifra... {listo? 1,500 metros lo puedo leer como “1
metro, 5 decimetros, 0 centimetros y 0 milimetros” (los alumnos murmuran...
y uno toma la palabra)

E,: Ah si, porque si dice 0, es porque no hay nada... ya entendi.

P.: ¢Todos recordaron esto? (Se escuchan voces... si profesora).

Ey: Pero con % no pasa lo mismo... porque si repite, pero es distinto...
P.: ¢Por qué es distinto?

E,: Pues que si se repite, pero es 571428... no entiendo...

P.: Esos numeros donde las cifras se repiten se denominan periddicos, como
1 1 . . . , .
;0 s que serepiten en bloques de una cifra (periodo 1); otros nimeros decimales

son periodicos, pero lo que se repite es un bloque de nimeros, como en % que el
periodo es un bloque de seis niimeros, y ese bloque que se repite es “571428”.

Con estas aclaraciones, los alumnos parecen haber entendido la periodicidad
de algunos nimeros decimales (por lo menos los tres que mostraron).

P.: (Pide que analicen nuevamente la tabla e identifiquen si encuentran nime-
ros periodicos en las medidas de los lados del cuadrado de area 7).

Eq.: No encontramos, en ninguno se repite...
Es: Eso no es cierto, mire por ejemplo 7,000008937009.

E:: Ahi se repite el cero cinco veces, ademas, la profe pide es mirar eso en los
valores del lado...

P,: (Con la intervencién de la profesora concluyen que en la tabla no hay nime-
ros periodicos).
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Entonces ¢qué podremos decir de esos niimeros? Los alumnos responden que
esos numeros son no periodicos.

P.: Fijémonos entonces que hay nimeros decimales periddicos y no periddicos.
Alos no periddicos se les llama “nameros irracionales” (grabacion de audio).

Es de destacar que la dinamica de la clase investigativa llevd a los alumnos a
identificar los elementos que caracterizan a un nimero periédico y a uno no perio-
dico por las condiciones del trabajo desarrollado y no porque, como es habitual, el
profesor inicia con la definicién sin ningtn contexto o significado para los alum-
nos.

Al finalizar la clase, P, pide la opinion de sus alumnos respecto al trabajo rea-
lizado y ellos destacan que les gust6 la actividad, aunque estaba muy dificil; un es-
tudiante afirmé que “es una manera de hacer que todos trabajemos, esas activida-
des obligan a hacer uso de su propio ingenio” (diario de campo).

Al retorno al Grupo Semillero, los integrantes destacan que P, en general
acert6 en la orientacion de la clase, pero que se apresuro a introducir el concepto de
irracional, sin hablar del significado de infinito. P; destaca que la conclusién de P,
sobre la periodicidad o no de un decimal fue apresurada, pues la identificacion de
esa periodicidad puede ser algo complejo.

5. DISCUSION

Las reflexiones producidas en el Grupo Semillero, siguiendo la metodologia de EC,
dejan entrever oportunidades de mejora en el disefio de lecciones de clase que con-
lleven a la comprension de la esencia de los niimeros irracionales, segiin expone
Lourido (2020), de tal manera que los estudiantes puedan reconocerlos no solo
como resultados de procedimientos numéricos, sino como magnitudes que emer-
gen de relaciones geométricas no conmensurables.

La nocion de la periodicidad o no de un decimal result6 desafiante, pues en
algunos decimales tal regularidad solo puede encontrarse después de un abultado
numero de cifras decimales y puede incurrirse en un error al concluir que es unirra-
cional, sin serlo, como se evidencia en la investigacion de Reina y Wilhelmi (2021).

Becerray Font (2019) concuerdan en la complejidad como se aborda este con-
junto numérico en los textos de matematicas de octavo afio, donde las representa-
ciones figurales de tipo conjuntista para los diferentes conjuntos de nimeros pue-
den limitar “la comprension de las representaciones de los conjuntos infinitos por
parte de los estudiantes de secundaria y de universidad” (p. 539).

El EC se consolid6 como una metodologia clave para vincular representacio-
nes concretas con propiedades abstractas. De acuerdo con Ponte et al. (2023), en
este proceso, la intervencion del docente asumi6 un rol determinante: el de antici-
par posibles obstaculos y caminos que el estudiante podia abordar en la solucion de
las actividades propuestas, llevandolo a la reflexion de su quehacer, de modo que
orientara su atencion hacia elementos conceptuales esenciales, llegando a la ex-
ploracién, la conjeturacion, el debate y la validacion colectiva en torno al ndmero
irracional como objeto matematico.
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Futuras investigaciones podrian abordar cémo los diferentes tipos de repre-
sentacion semioética inciden en la construccion del significado de nimero irracio-
nal, de qué manera los estudiantes articulan estas representaciones durante el
desarrollo de actividades exploratorias, y qué dificultades persisten incluso des-
pués de varias sesiones de trabajo bajo la metodologia del EC.

6. CONCLUSIONES

El trabajo colectivo de los profesores es una herramienta valiosa para repensar la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, ya que se constituye en un medio
de formacién continua de sus integrantes. Esto se evidencia cuando en el Grupo Se-
millero, en el analisis de una de las clases realizadas por P,, aparece un error por
parte de un profesor en formacion al no percibir que el orden de los enteros no se
transfiere directamente a los racionales. Cabe destacar cuando P, acepta las obser-
vaciones dadas en el Semillero y las lleva a su siguiente clase con los alumnos de
octavo grado, concretamente relativas a recordar que con el metro ya los alumnos
identifican que es lo mismo decir 1,5 metros que 1,500 metros.

Los aportes de la metodologia EC, desarrollada de manera colectiva en el
Grupo Semillero, permitieron planear (disefio) la actividad investigativa a ser
abordada con estudiantes de educacion basica, después socializar el trabajo reali-
zado por P, (implementacion), luego reflexionar nuevamente y, finalmente, redi-
sefiar el plan. En este analisis de lo desarrollado por P, en el Grupo Semillero, P,
observd que “ha debido aclarar y discutir en ese momento mas sobre por qué las
diferencias en los resultados dados por diferentes calculadoras”, y P, le sugiere
“debe socializar con todo el grupo la relaciéon entre elevar al cuadrado y sacar la raiz
cuadrada, como operaciones inversas” (grabacion de audio). Este analisis colectivo
en el Semillero permite revisar conceptos matematicos que no resultan tan trivia-
les, como los irracionales, pero que, para poder identificarlos, hubo que corregir
vacios sobre los propios racionales.

Los resultados evidencian que, en las clases con los estudiantes de grado oc-
tavo, desde la metodologia EC, los profesores muestran coincidencias en interpre-
taciones y surgen consensos entre el profesor que orienta la clase y los demas pro-
fesores del grupo sobre la mejor forma de realizarla, y que al final son valorados
positivamente por todos los integrantes. Esto, de alguna manera, ayuda a construir
comunidad de profesores de matematicas.

La investigacion muestra que el EC resulta ser una buena estrategia para rom-
per la rutina de la clase y dinamizarla; aunque lograr que los alumnos se involucren
requiere tiempo y trabajo adicional para el profesor, pues la costumbre de los alum-
nos es que sea el profesor quien trabaje y lo haga todo, y ellos observan y copian.
Sacar al estudiante de su zona de confort puede ser algo complejo, lo cual se observo
con el grupo de alumnos que eligieron a 13 como area de su cuadrado y que insistian
en que al hallar el valor del lado, con dos cifras decimales era suficiente (Diario de
campo).
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In the continuous professional development of teachers, lesson study becomes a
methodology that fosters learning opportunities in which students construct
knowledge through open-ended and challenging tasks, while teachers act as re-
searchers of their own practice by reflecting on what takes place in the classroom.
They analyze how students learn and engage in critical reflection after the imple-
mentation of the lesson, proposing strategies for improvement.

Based on classroom experiences and the work of a group of teachers in a re-
search seedbed, the importance of providing students with open and challenging
activities is recognized tasks that allow them to inquire, explore different strate-
gies, formulate hypotheses, establish relationships, draw their own conclusions,
and validate their conjectures and responses through analysis and argumentation.

Thus, the present study acknowledges the potential of “investigative class-
room activities” aimed at exploring, posing questions, and formulating conjec-
tures regarding the learning of irrational numbers as mathematical concept that
not only generates comprehension difficulties among students but also causes
conceptual confusion and challenges in meaning construction. This occurs because
it breaks with the intuitive model of number as a finite or fractional quantity and
introduces the notion of non-periodic infinity. Likewise, this difficulty also lies in
the conceptual change required to broaden the notion of number, incorporate dif-
ferent systems of representation, and understand that this numerical set is dense
and continuous.

This situation gives rise to the present research process, whose objective is to
identify the contributions of lesson study through collaborative work within the
research seedbed group an educational space composed of primary and secondary
school teachers, university-level instructors, and undergraduate and master’s stu-
dents. Together, they design a lesson plan based on investigative tasks to recognize
the different ways in which eighth-grade students conceptualize irrational num-
bers. This academic setting promotes systematic processes of collective reflection
on lesson planning, negotiation of meaning, argumentation, and problem-solving,
leading to continuous improvement and the enrichment of professional
knowledge.
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