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Resumen o E] objetivo de este articulo es valorar la competencia didactico-matematica de un profesor-
investigador al identificar y resolver conflictos semidticos que surgen en estudiantes de Ingenieria Quimica
frente a una situacién-problema donde interviene la diferencial de una funcién de una variable. La expe-
riencia que se describe en este trabajo se llevo a cabo en una clase de Analisis I con 70 estudiantes de primer
afio de ingenieria. El analisis de las resoluciones de la tarea y las intervenciones del profesor se sustenta en
el Enfoque Ontosemiético. Los resultados muestran el surgimiento de cuatro conflictos cognitivos, los cua-
les fueron trabajados con el grupo clase bajo la coordinacién del profesor. En conclusion, se destaca la im-
portancia del analisis preliminar de tareas como herramienta fundamental para realizar intervenciones
docentes idoneas y gestionar de manera competente las mismas.
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Abstract o The objective of this article is to assess the didactic-mathematical competence of a teacher in
identifying and resolving semiotic conflicts that arise in chemical engineering students when faced with a
problem involving the differential of a function of one variable. The experience described in this study was
carried out in an Analysis I class with 70 first-year engineering students. The analysis of task resolutions
and the teacher’s interventions is based on the Onto-semiotic Approach. The results show the emergence
of four cognitive conflicts, which were addressed with the class group under the teacher’s coordination. In
conclusion, the importance of preliminary task analysis is highlighted as a fundamental tool for making
appropriate teaching interventions and competently managing them.
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Competencia del profesor para gestionar conflictos semiéticos

1. INTRODUCCION

Uno de los objetos centrales en las asignaturas de los primeros cursos de calculo o
analisis matematico en las carreras de ingenieria, matematica, fisica y ciencias ex-
perimentales es el estudio de la diferencial de una funcién de una variable, debido
a su estrecha relaciéon con limite, derivada, integral y ecuacion diferencial (Ely,
2021; Verdn et al., 2024).

La literatura cientifica ha reportado que el aprendizaje de la diferencial pre-
senta dificultades tanto para estudiantes como para profesores (Martinez-Torre-
grosa et al., 2002). Un ejemplo claro de la diversidad y disparidad en las interpreta-
ciones de la diferencial fue sefialado por Tall (1980, p. 2), quien recoge distintas
concepciones expresadas por un grupo de estudiantes, tales como: “dy no tiene sig-
nificado por si mismo”, “dy significa con respecto a y (como en la integracion)”,
“dy es la diferencial de y”, “dy es un incremento infinitesimal en y”, “dy es un in-
cremento ‘muy pequefio’ o ‘mas pequefio posible’ en y” o “dy es el limite de §y a
medida que se hace pequetio”.

Otros estudios reportan conflictos epistémicos, cognitivos e instruccionales
en relacion con el uso de las lecciones de los libros de textos de calculo, ya que se
han identificado diferentes desajustes entre los significados institucionales (p. €j.,
Ver6n y Giacomone, 2023).

Resulta indispensable que el profesor sea competente para identificar y resol-
ver conflictos semiodticos con sus estudiantes. Por ello, el objetivo de este trabajo es
valorar el nivel de competencia de un profesor en la intervencién y gestion de los
conflictos semidticos que emergen durante las practicas matematicas de estudian-
tes de ingenieria frente a una situaciéon-problema que involucra la diferencial.

A continuacion, en la seccion 2, se describe el modelo tedrico que sustenta el
problema de investigacion. En las secciones 3 y 4, se detallan la metodologia y el
analisis ontosemiotico a priori de los posibles conflictos semidticos implicados en
la tarea desarrollada durante la leccion. En la seccion 5, se presentan los conflictos
semiodticos manifestados por los estudiantes y las intervenciones del profesor
orientadas a su gestion. Por tltimo, se exponen las conclusiones, destacando la im-
portancia de esta competencia en la formacién de profesores.

2. MARCO TEORICO Y PROBLEMA DE INVESTIGACION

Esta investigacion se sustenta en los supuestos tedricos y metodologicos del Enfo-
que Ontosemiotico (EOS) del conocimiento y la instruccién matematicos (Godino,
2024).

2.1. Significados parciales de un objeto matematico y configuracién
ontosemiodtica

La nocion de significado y su relaciéon con las nociones de practica y objeto desem-
pefian un papel central. Una practica es “cualquier acciéon o manifestacion (lingiiis-
tica o de otro tipo) realizada por alguien para resolver problemas matematicos,
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para comunicar la solucioén a otras personas, con el fin de validar y generalizar esa
solucion a otros contextos y problemas” (Godino y Batanero, 1994, p. 334).

En una primera aproximacion, el significado es aquello que refiere una pala-
bra, un simbolo o cualquier otro medio de expresién, emitido por una persona en
un acto comunicativo con otra persona o consigo mismo, que tiene lugar en un con-
texto determinado. No obstante, con las palabras y simbolos no solo se mencionan
o0 representan cosas, sino que mediante ellos también se hacen cosas, es decir, in-
tervienen en practicas operativas (Godino, 2024, p. 143).

En el EOS, al hablar de conceptos y significado de conceptos (o de cualquier
tipo de objeto matematico), se asume una interpretaciéon pragmatista de tales en-
tidades. Con dicha finalidad, Godino y Batanero (1994, p. 341) introdujeron las si-
guientes definiciones de significado:

Significado de un objeto institucional (OI). Es el sistema de practicas institucio-
nales asociadas al campo de problemas de las que emerge OI en un momento
dado. Significado de un objeto personal (Op). Es el sistema de practicas perso-
nales de una persona p para resolver el campo de problemas del que emerge el
objeto Op en un momento dado.

Para el andlisis del significado de los objetos matematicos, se ha desarrollado
la nocién de configuracion ontosemidtica de practicas, objetos y procesos que in-
tervienen en la resolucion de situaciones-problemas, las cuales son la razén de ser
de la actividad matematica y de los objetos emergentes de la misma.

Un objeto matematico es “cualquier entidad que esté involucrada de alguna
manera en la practica o actividad matematica y que pueda separarse o individuali-
zarse” (Font et al., 2013, p. 108). En consecuencia, el analisis de la actividad revela
un primer tipo de objetos que intervienen en las practicas matematicas, como pro-
blemas, conceptos/definiciones, proposiciones, etc., a los que se considera como
objetos primarios. Estos se relacionan entre siy forman configuraciones, que pue-
den definirse como redes de objetos que intervienen en los sistemas de practicas y
emergen de ellos.

Los objetos primarios son clasificados en categorias segin su naturaleza y
funcién (Godino et al. 2007, p. 132):

» Lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos) en sus diversos re-
gistros (escrito, oral, gestual, etc.).

e Situaciones - problemas (aplicaciones extra matematicas, ejercicios);
e Conceptos (introducidos mediante definiciones o descripciones);

e Proposiciones (enunciados sobre conceptos);

e Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo);

e Argumentos (enunciados para justificar las proposiciones y procedimientos
deductivos o de otro tipo).

En Font et al. (2013) se desarrolla una ontologia de objetos matematicos, sus
diferentes tipos, las configuraciones que forman, sus maneras de participar en las
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practicas matematicas, sus formas de existencia, etc. En particular, los objetos ma-
tematicos que intervienen y emergen en las practicas matematicas pueden ser con-
siderados desde cinco dimensiones duales segun el juego de lenguaje en que parti-
cipan (Godino et al., 2007, p. 131):

e Personal - institucional. La “cogniciéon personal” es el resultado del pensa-
miento y la accion del sujeto individual ante una cierta clase de problemas,
mientras la “cognicién institucional” es el resultado del didlogo, el convenio
y laregulacion en el seno de un grupo de individuos que forman una comuni-
dad de practicas.

e Ostensivo - no ostensivo. Los objetos institucionales y personales tienen una
naturaleza no ostensiva (no perceptibles por si mismos). Ahora bien, cual-
quiera de estos objetos se usa en las practicas publicas por medio de sus os-
tensivos asociados (notaciones, simbolos, graficos, ...).

e Expresion - contenido. Los distintos objetos se deben concebir como entidades
puestas en relacion unos con otros. La relacion se establece por medio de fun-
ciones semioticas, entendidas como una relacion entre un antecedente (ex-
presion, significante) y un consecuente (contenido, significado) establecida
por un sujeto (persona o institucion) de acuerdo con un cierto criterio de co-
rrespondencia.

e Extensivo - intensivo (ejemplar-tipo). Hace referencia a la dialéctica entre lo
particular y lo general, que sin duda es una cuestion clave en la construccién
y aplicacion del conocimiento matematico.

e Unitario - sistémico. Los objetos matematicos pueden participar como entida-
des unitarias o como sistemas que se deben descomponer para su estudio.

Basandose en estas consideraciones, Font et al. (2013) explican como las
practicas matematicas y estas cinco dualidades pueden producir un referente que,
implicita o explicitamente, se considera un objeto matematico, y que aparente-
mente es independiente del lenguaje utilizado para describirlo. En este articulo
centramos la atencion en el objeto matematico diferencial entendido de manera
sistémica, esto es, como un objeto secundario en la terminologia del EOS. Este ob-
jeto seria el contenido al que, explicitamente o no, se refiere globalmente el par de
practicas matematicas y configuracion de objetos primarios que las activan. A su
vez, un objeto secundario solo se puede hacer operativo mediante el uso de una
configuracion de objetos primarios. Dada esta simbiosis entre objetos primarios y
secundarios, en lo que sigue, usaremos la palabra objeto y solo distinguiremos en-
tre primarios y secundarios cuando sea necesario.

2.2. Conflictos semiodticos: epistémicos y cognitivos

La nocion de conflicto semidtico hace referencia a “una disparidad o desajuste en-
tre los significados atribuidos a una misma expresion por dos sujetos —personas o
instituciones— en interaccién comunicativa y pueden explicar las dificultades y li-
mitaciones de los aprendizajes y las ensefianzas implementadas” (Godino, 2002, p.
258).

Un conflicto semiotico es de tipo epistémico si la disparidad se produce entre
los significados institucionales, pero si la disparidad se produce entre las practicas
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que forman el significado personal de un mismo objeto, es un conflicto semi6tico
de tipo cognitivo (Godino, 2024).

2.3. Competencias profesionales en el marco del modelo CCDM

El EOS presenta un modelo de conocimientos del profesor de matematicas que in-
tegra y amplia los desarrollos y avances de diferentes modelos sobre el conoci-
miento del profesor de matematicas, especialmente los de Lee Schulman y colabo-
radores, y Deborah Ball y colaboradores. Como resultado, el EOS presenta un mo-
delo de competencias y conocimientos didactico-matematicos (CCDM) basado en
constructos de este enfoque (Godino et al., 2017).

El modelo CCDM sugiere dos competencias clave para la actividad profesio-
nal: la competencia matematica y la competencia de analisis e intervencion didac-
tica. Esta segunda competencia se refiere a “disefiar, aplicar y evaluar secuencias
de aprendizaje mediante técnicas de analisis didactico y criterios de estado para es-
tablecer ciclos de planificacion, implementacion, evaluacion y propuestas de me-
jora” (Bredaetal., 2017, p.1897). Godino y colaboradores (2017, p. 103) caracterizan
la competencia general de analisis e intervencion didactica en cinco subcompeten-
cias claves: (1) competencia de analisis de significados globales; (2) competencia de
analisis ontosemidtico de practicas matematicas; (3) competencia de analisis y
gestion de configuraciones didacticas; (4) competencia de analisis normativo; y (5)
competencia de analisis y valoracion de la idoneidad didactica.

En esta investigacion, nos focalizamos en un aspecto de la subcompetencia
(3): la identificacion y resolucion de conflictos epistémicos y cognitivos, por parte
del profesor, que surgen en las practicas matematicas de sus estudiantes. De ma-
nera analoga a como se hace en Font et al. (2024) y Pino-Fan et al. (2023), se esta-
blecen tres niveles de desarrollo. En el nivel N1, los profesores pueden resolver los
problemas y detectar el error de sus alumnos, pero no identifican potenciales con-
flictos semidticos ni determinar diferentes significados parciales del mismo objeto
matematico; en el nivel N2, utilizan la categorizacion de tipos de conflictos se-
miodticos y pueden identificar la mayoria de los conflictos potenciales, asi como co-
nocer e identificar diferentes significados parciales del mismo objeto matematico;
y en el nivel N3, pueden identificar los conflictos potenciales en la implementacion,
asi como otros no previstos y pueden realizar una gestion de la interacciéon que per-
mite superarlos.

2.4. Problema de investigacion

El desarrollo de la competencia del profesor para identificar y resolver los conflic-
tos epistémicos y cognitivos que surgen en las practicas matematicas de sus estu-
diantes implica (Godino et al., 2017):

e Identificar los conflictos epistémico-cognitivos como discordancias entre
significados institucional-personal, los cuales pueden derivar en obstaculos,
dificultades o errores en las resoluciones de los estudiantes.

e Reconocer las estrategias de solucion que utilizan los estudiantes para resol-
ver los conflictos epistémico-cognitivos que surgen de un problema.
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« Identificar los objetos (lenguajes: natural, iconico, diagramatico, simbdlico,
etc., definiciones (explicitas o implicitas), proposiciones, procedimientos y
argumentos) y procesos matematicos que intervienen en las estrategias de
solucion de los estudiantes.

e Generar y gestionar momentos de discusion de tipo dialégica-colaborativa
para resolver y superar los conflictos epistémico-cognitivos.

A partir del analisis de estos cuatro puntos clave, en este trabajo aportamos
informacién para reflexionar sobre el nivel de competencia del profesor para reco-
nocer los conflictos epistémicos, ponerlos en discusiéon con los estudiantes y su-
perarlos para avanzar en la resolucién del problema y progresar en los aprendiza-
jes, es decir, responder a la pregunta ¢cual es el nivel de la competencia de un pro-
fesor para identificar y resolver los conflictos epistémicos y cognitivos que surgen
en las practicas matematicas de sus estudiantes de ingenieria frente a una situacion
problema donde interviene la diferencial de una funcién?

2.5. Significados parciales de la diferencial

Diversos autores han elaborado modelos parciales o clasificaciones de los signifi-
cados de la diferencial segtin los usos y aplicaciones que hacen los estudiantes, con
el fin de comprender y abordar las dificultades educativas asociadas (Dray y Mano-
gue, 2010; Ely, 2021; Hu y Rebello, 2013; Lopez-Gay et al., 2015; Oldenburg, 2016;
Pulido, 2010; Valdivé y Garbin, 2008; Von Korff y Rebello, 2014). En esta linea, Ve-
rén y Giacomone (2021) describen detalladamente los significados parciales de la
diferencial a partir de un estudio historico-epistemologico que analiza su comple-
jidad ontoldgica y semiética en las obras de Leibniz, Cauchy, Fréchet y Robinson. Y
en Veron et al. (2024) se avanza hacia la caracterizacion de los conocimientos di-
dactico-matematicos que los profesores deberian considerar para llevar a cabo
procesos instruccionales idoneos relacionados con la diferencial de una funcién.

2.6. Conflictos epistémicos y cognitivos en el estudio de la diferencial

Varias investigaciones han mostrado la complejidad del diferencial, entendida
como pluralidad de significados (Cordero-Orosio, 1991; Hu y Rebello, 2013; Pulido,
2010). Esto genera potenciales dificultades tanto para su comprension por parte de
estudiantes y profesores (Orton, 1983) como para su ensefianza, ya que se suele
usar y presentar de diferentes maneras, generando ambigiiedades y contradiccio-
nes, principalmente en las asignaturas de calculo y fisica (Lopez-Gay et al., 2015;
Nilsen y Knutsen, 2023).

Ademas, autores como Artigue et al. (1990), Badillo et al. (2005), Oldenburg
(2016), Pulido (2010) y Ver6én y Giacomone (2023) muestran como los diversos sig-
nificados del objeto de diferencial conviven y generan diferentes conflictos, tanto
explicitos como implicitos, en los libros de textos de calculo, fisica, quimica, inge-
nieria, etc. Un conflicto epistémico surge con el uso de la expresion simbodlica del
diferencial en relacion con otros objetos del calculo, como la derivada. Por ejemplo,

.’ d . . .o ’
la expresion d—z puede cambiar de significado segun el contexto de uso, ya que puede
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representar la derivada de la funcion y respecto de x, un cociente de diferenciales
(Ely, 2021) o un tnico simbolo indivisible (Tall, 1992).

Otras dificultades se vinculan al uso de los diferenciales. Hu y Rebello (2013)
sefialan que la interpretacion contextual de los simbolos dx y dy genera dificultades
en estudiantes de fisica, al representar tanto cantidades infinitesimales como cam-
bios infinitesimales. También se generan conflictos cognitivos en los procesos de

significacion e interpretacion de la dx en la expresion f: f(x)dx ,como lo estudian
Burgos et al. (2021), Ely (2017), Jones (2015), Nilsen y Knutsen (2023) y Tall (1992).

3. METODOLOGIA

Se emplea un enfoque metodologico cualitativo (McMillan y Schumacher, 2001) de
caracter exploratorio y descriptivo que busca estudiar las acciones y decisiones di-
dactico-matematicas de un profesor en un contexto real de clases.

3.1. Contexto y participantes

El profesor del curso que participa en este estudio tiene 11 afios de experiencia, es
doctor en Didactica de las Matematicas y tiene el rol de profesor-investigador. Las
acciones del profesor fueron compartidas y analizadas con el equipo de investiga-
cion.

La experiencia que se presenta se llevo a cabo en una clase con 70 estudiantes
del primer afio del curso de Analisis I de las carreras de Ingenieria Quimica y Licen-
ciatura en Analisis Quimicos y Bromatolégicos de la Facultad de Ciencias Exactas,
Quimicas y Naturales de la Universidad Nacional de Misiones, Argentina, durante
el primer semestre del 2023. La clase, de 2 horas, se desarroll6 en grupos de 4 0 5
estudiantes, con la conduccion del profesor-investigador. El equipo de investiga-
dores solo intervino en la planificacion, analisis a priori y a posteriori.

La tarea implementada es un problema adaptado de Salinas et al. (2012), la
cual plantea calcular la masa total de una lamina circular (Figura 1).

Figura 1. Enunciado del problema

_ Bnests puwtn, LA densidad de
WAREA g5 O (K] =10 — F7 Rg/mA

Masa = densidad x area

Nota. Adaptado de Salinas et al. (2012, p. 142).
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Considerando una lamina circular de 3 metros de radio, cuya masa se distri-
buye de tal manera que la densidad en todo punto es o(r)=10-r%(kg/m?), donde r es
la distancia del punto al centro de la lamina. Se pide:

Determinar la masa M total de la ldmina circular con la densidad de masa de-
pendiendo del radio.

Una disparidad de significados se produce por los conflictos epistémicos o
cognitivos. Para identificar soluciones que se puedan usar como significado de re-
ferencia o bien significado personal, una de las primeras acciones que realiza el
profesor es identificar posibles soluciones que podian hacer los estudiantes y las
analiza comparandolas con una solucién experta (que no se presenta en el articulo)
para identificar potenciales conflictos. Se trata de un proceso similar al realizado
en otras investigaciones como, por ejemplo, en Malaspina y Font (2010).

Durante la implementacioén, se han realizado varias puestas en comun con
todo el grupo clase en el momento en que emergia algin conflicto cognitivo en las
resoluciones. Primero, el profesor interviene para que los estudiantes tomen con-
ciencia del conflicto cognitivo que les impide avanzar hacia la solucién del pro-
blema, para luego, mediante intervenciones, emprender la busqueda y elaboraciéon
de nuevas estrategias para superar los conflictos y lograr proponer una solucion al
problema.

4. ANALISIS ONTOSEMIQTICO A PRIORI DEL PROBLEMA

El analisis a priori, realizado por el profesor, considerando su formacion, se enfoca
en identificar los posibles sistemas de practicas matematicas y la complejidad de
los objetos y procesos matematicos involucrados. Dada la dificultad de la tarea, el
profesor estudia las posibles respuestas haciendo énfasis en las dificultades, dis-
paridades y errores que propician el surgimiento de algunos potenciales conflictos.

El problema moviliza practicas, objetos y procesos asociados al significado
parcial de la diferencial de Leibniz, destacando su conceptualizaciéon como canti-
dades infinitamente pequeiias, incrementos infinitesimales y la representacion del
triangulo diferencial con los elementos diferenciales dx, dy y ds (Verén y Giaco-
mone, 2021). Al matematizar cambios pequefios o infinitamente pequefios en fe-
noémenos de matematicas, fisica, quimica, biologia, economia e ingenierias, inter-
viene el proceso de modelizacion (Lopez-Gay et al., 2015).

A continuacion, se presenta el analisis del profesor mostrando solo cuatro re-
soluciones de interés para este articulo.

4.1. Resolucion 1

4.1.1. Sistema de prdcticas matemdticas

P1. Lectura e interpretacion del problema. Se considera un disco circular de 3 m de
radio, una funcién densidad que depende del radio o(r)=10-72%(kg/m?). La férmula
para calcular la masa superficial es Masa=densidad X 4rea
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P2. Se considera que el area y la densidad son constantes en toda la superficie
de la lamina y se calcula el area del circulo y la densidad para el radio r=3m. Se ob-
tiene un area de A=n(3m)?=97 m? con la féormula A=nr? y una densidad de:

0(3)=10-(3m)?=1 (kg/m?)

P3. Se calcula la masa haciendo el producto entre la densidad y el area, obte-
niendo:

M=1(kg/m?).9nm m?=9m kg

4.1.2. Conflicto cognitivo 1

La resolucion es incorrecta. Se genera un conflicto cognitivo al considerar que la
funcién densidad es constante en todos los puntos de la lamina circular. Ademas,
se supone que la masa no varia en toda la superficie del circulo, ya que se trabaja
con toda el area del circulo de radio 3 m.

Concluimos que el profesor sefiala cuestiones didacticas significativas, ya
que, si los estudiantes no logran reconocer la variacion de la funcion densidad, del
areay, en consecuencia, la variacion de la masa, se genera un obstaculo parala pro-
gresion de los aprendizajes.

4.2. Resolucion 2
P1. Se repite
P2. Se considera que el radio r varia y que puede tomar los valores naturales

0,1, 2y 3, formandose circulos concéntricos (ver Figura 2).

Figura 2. Circulos concéntricos de radios de 1, 2 y 3 metros

r=1

r=3

P3. Se considera que el area y la densidad varian en intervalos constantes; por
tal motivo, se calcula el area y la densidad para los valores 0,1, 2y 3 der, y se orga-
nizan en la Tabla 1. Por ejemplo, para los valores de (0, 1], todos los puntos del
circulo de radio 1 m tienen una densidad constante de 9 kg/m?.
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Tabla 1. Valores de densidad, area y masa para los valores de radio naturales

r o(r)=10-r%(kg/m?®) A=nr?(m?) Masa=densidad X 4rea (kg)
0 0 a(0)=10 4(0)=0 M(0)=0

1 (1] a(1)=9 A(D)=n M(1)=97

2 (0, 2] a(2)=6 A(2)=4n M(2)=24n

3 (0, 3] o(3)=1 A(3)=9m M(3)=91

P/. Se suman los valores de las masas de los diferentes radios para aproximar
el valor de la masa total de la lamina circular.

Mo = M(0)+M(1)+M(2) +M(3)=42m kg

4.2.1. Conflicto cognitivo 2

Surge un nuevo conflicto cognitivo debido a la consideracién de los circulos con-
céntricos, ya que se estan superponiendo los valores de las masas para los radios 1,
2y 3 metros. Se consideran los tres circulos concéntricos (ver Figura 2), pero no se
advierte que el area del circulo de r=1m esté contenida en los otros dos circulos; es
decir, se superponen las superficies y se obtiene un valor de masa mayor al real.

Una posible explicacion esta en la definicion del radio, porque solo toma va-
lores naturales en su dominio de definicién. Este hecho genera que se tomen solo
tres circulos con densidad constante en cada punto de los respectivos circulos.

En sintesis, el profesor considera la posibilidad de que los estudiantes piensen
la densidad como constante por tramos o intervalos de valores de radio.
4.3. Resolucion 3

Alternativamente, si se consideran mas valores de radio, el valor de la masa
total aumenta cada vez mas, al igual que los valores de las areas de los circulos (Ta-
bla 2).

Tabla 2. Valores de densidad, area y masa para diferentes valores de radios

r a(r)=10-r%(kg/m?) A=nr? (m?) Masa=densidad X area (kg)
(¢ a(0)=10 A(0)=0 M(0)=0
0,5 0(0,5)=9,75 A(0,5)=0,257 M(0,5)=2,4375x
1 o(1)=9 A(D)=m M(1)=9%
1,5 o(1,5)=7,75 A(1,5)=2,257 M(1,5)=17,4375n
2 a(2)=6 A(2)=4r M(2)=24n
2,5 0(2,5)=3,75 A(2,5)=6,251 M(2,5)=23,4375x
3 o(3)=1 A(3)=97 M(3)=97

De esta manera, la masa total sera: M,,,,, ~ 85,31357 kg
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4.3.1. Conflicto cognitivo 3

La resolucion 3 mejora la resolucion 2 porque se reconoce que el radio puede tomar
mas valores del intervalo [0, 3]. En este sentido, se resuelve el conflicto con relacion
a la consideracion del radio, pero también hay un gran salto cualitativo en la reso-
lucidn, ya que se avanza en la conceptualizacion de la variacion de la masa, densi-
dad y area, porque se consideran cada vez mas circulos concéntricos.

El profesor, en su analisis, considera que “mas valores de radio” constituye
un indicador del progreso en la resolucion del problema. Sin embargo, es cons-
ciente de que aun persiste el conflicto de la superposicion de superficies de los
circulos concéntricos.

4.4. Resolucion 4
P1. Se repite

P2. Se considera que r varia y que toma los valores 0, 1, 2y 3, formandose ani-
llos concéntricos o coronas circulares (ver Figura 3).

Figura 3. Coronas circulares concéntricas de radios de 1, 2 y 3 metros

®
4,

A
1 A,

P3. Se considera que el area varia y se calcula el area de cada corona circular
con la férmula A=m(R?-r?), siendo R: radio mayor y r: radio menor.

Ap=m(12-0%)=m
A, =m(2%-1%)=n(4-1)=3n
A,=m(32-22)=n(9-4)=5n
P/. Se considera que la densidad es constante en cada corona circular (Tabla
3).

Tabla 3. Valores de densidad, area y masa para los valores de radios natural

Areadelacorona  Masa=densidad

r  Intervalo o(r)=10-r%(kg/m?) circular (m?) x area (kg)

0 (0,1] 0(0)=10 Ag=m M(0)=107
1 1,2] o(1)=9 A,=3m M1)=27n
2 (2, 3] 0(2)=6 Ap=57 M(2)=30m
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P5. Se suman los valores de las masas que se obtuvieron en cada anillo para
aproximar el valor de la masa total de la lamina circular.

Mtotal ~ M(0)+M(1)+M(2) =67m

4.4.1. Conflicto cognitivo 4

En la resolucidn se advierte la superposicion de superficies y, por lo tanto, para re-
solver ese conflicto cognitivo, se consideran anillos o coronas circulares concén-
tricas en lugar de circulos. Este paso implica un importante salto cualitativo en la
comprension del problemay en la conceptualizacion de la variacién de la masa por-
que, en esta resolucion, se esta suponiendo que la densidad y la masa son constan-
tes en cada uno de los anillos.

El profesor, en su analisis, advierte que los estudiantes podrian proponer dis-
tintas soluciones identificando practicas matematicas conflictivas. Se espera, con
intervenciones adecuadas, que los estudiantes apliquen estrategias y avancen hasta
la necesidad de considerar el ancho del anillo, es decir, la cantidad o porcion del
radio de la corona circular.

5. RESULTADOS. IMPLEMENTACION DE LA TAREA

En esta seccion se presentan los conflictos cognitivos que surgen efectivamente
durante la implementacion, se analizan las estrategias que utilizaron los estudian-
tes para avanzar en la tarea y se describen las acciones del docente.

En la implementacion, el profesor realizd varias puestas en comun con toda
la clase, interviniendo en momentos clave cuando observaba que los grupos no
avanzaban debido a un conflicto. Durante la intervencién, el profesor primero pro-
movia la discusion de las resoluciones para que los estudiantes identificaran y to-
maran conciencia del conflicto cognitivo que no les permitia avanzar. Luego, de-
volvia la responsabilidad a los grupos para que buscaran una nueva estrategia para
resolverlo.

5.1. Conflicto cognitivo 0 (CCO)

Cuando los estudiantes se enfrentan al problema, el profesor observa que algunos
estudiantes tienen dificultad para comprender el enunciado. Frente a esta situa-
cion, el profesor se encuentra en una situacion que no habia previsto en su analisis
a priori, ya que emerge un conflicto cognitivo asociado a la representaciéon geomé-
trica del radio y sus significados en el contexto del enunciado del problema.

El profesor logra identificar los objetos matematicos y dualidades que entran
en juego en las practicas matematicas que proponen estos estudiantes. En la Figura
1, se observan dos radios: el radio de la lamina circular de 3 my el radio de un punto
“genérico” interior donde se muestra la funcion densidad. Ademas, el radio cumple
la funcion de variable para la densidad y para el area, lo que en un principio no es
advertido por los estudiantes, porque consideran que solo varia la densidad o que
cada funcion (densidad y area) puede tomar valores diferentes de radio al mismo
tiempo. Desde una perspectiva ontosemiotica, la representacion ostensiva-
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extensiva indica que el radio es de 3 m, mientras que la ostensiva-intensiva indica
el radio genérico r, representado con lineas discontinuas con punto extremo re-
marcado, que es un elemento representativo de todos los posibles radios.

La intervencion del docente se centra en generar un dialogo entre los grupos
sobre la interpretacion del problema y, en particular, de la representacion grafica
del circulo. Este tipo de conflicto esta documentado en otras investigaciones, como
la de Font y Contreras (2008), quienes destacan la importancia de la relacién entre
lo particular y lo general en la enseflanza y aprendizaje de las matematicas, y cdmo
lanocién de funcion semiética y la ontologia matematica del EOS ayudan a abordar
este problema.

5.2. Conflicto cognitivo 1 (CC1)

La mayoria de los grupos de estudiantes plantea la resolucion 1, anticipada por el
docente, donde surge el conflicto cognitivo por la consideracion implicita de que la
densidad es constante en todos los puntos de la lamina circular, como se puede ob-
servar en la Figura 4.

Figura 4. Parte de la resoluciéon de E1
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En la puesta en comun, el profesor interviene por medio de preguntas que
buscan identificar los supuestos que estan detras de los calculos realizados. Algu-
nas preguntas son: Jcomo calcularon la masa de la lamina circular?, por qué re-
emplazaron al radio con 3 m?, ;qué indica la expresion de la densidad?, ;cémo se
interpretan los resultados que obtuvieron en el contexto del problema?, entre otras.
Se logra establecer con los estudiantes que la resolucion es incorrecta porque se
esta considerando que la densidad es constante en toda la lamina circular.

Luego de la discusion de la resolucion 1, los estudiantes logran superar el CC1
porque identifican la variacion de la densidad segun el valor del radio que se consi-
dere y la variacion de la masa. Este progreso se puede apreciar en las Figuras 5y 6
con la resolucion 2.

Es importante destacar que las intervenciones del profesor estan orientadas a
que los estudiantes vuelvan sobre sus propias resoluciones, cuestionando las prac-
ticas realizadas para mejorar la comprension del problema y, en consecuencia, me-
jorar la comunicacion de las ideas matematicas.
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5.3. Conflicto cognitivo 2 (CC2)

Al avanzar con la resolucion, se observa que la mayoria de los grupos de estudiantes
toman nuevos valores de radio (1, 2 y 3) y repiten el procedimiento de calculo de la
masa. Por ejemplo, se presentan las respuestas de los estudiantes 2y 3 (E2 — E3) en
las Figuras 5y 6.

Figura 5. Parte de la resolucién de E3
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El E3 utiliza un lenguaje geométrico para representar los circulos que esta
considerando para los diferentes valores de radio. No logra escribir la suma de los
tres valores de masa que obtiene. En cambio, E2 lo escribe de manera simbdlica (Fi-
gura 6).

Figura 6. Parte de la resolucién de E2
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La resolucion del estudiante (E1) (Figura 7) muestra un grado de generaliza-
cion mayor debido a que emplea la notaciéon de sumatoria para expresar que se su-
man los tres valores de masa. El profesor observa que, si bien se reconoce que la
densidad y la masa varian, el area queda constante. Este error es identificado en
diversos grupos.
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Figura 7. Parte de la resolucién de E1
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El profesor decide presentar la resolucion del E1 en el pizarrén y los compa-
fieros pusieron en discusion que estaba considerando siempre el area del circulo de
radio 3 m. Este hecho resulté didacticamente significativo porque permitié volver
a discutir el CC1y avanzar en su resolucion.

Una vez resuelto este conflicto sobre la variacion del area, se discute la super-
posicion de las areas de los circulos concéntricos que se estan considerando de ma-
nera implicita. Mediante las intervenciones y orientaciones del profesor, se plantea
la discusion sobre: qué relacién hay entre las masas que se estan calculando?, ;qué
suposiciones se estan haciendo sobre la densidad, el area y la masa?, json las mis-
mas suposiciones que se realizaron en la resolucién anterior?, el valor que obtu-
vieron representa la masa total?, etc.

Luego de un cierto tiempo de discusion en relacion con los supuestos de la
densidad, del area y la masa, un estudiante menciona que se estan “repitiendo
areas”. El profesor interviene solicitando que pase al pizarrén a explicar su idea:
“Se estan superponiendo las areas al sumar las masas por la forma en que se toma
el radio”, “al calcular esta sumatoria, hay masas que se superponen porque la si-
guiente masa va a incluir a las anteriores, es decir, ¢ c B c A” (E1) (Figuras 8y 9).

Figura 8. Bosquejo en el pizarrén de dos estudiantes explicando la superposicion de
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Figura 9. Parte de la resolucién de E1
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Los estudiantes han logrado avanzar al expresar mediante representaciones
y explicaciones los conflictos de la resolucion. Luego, un estudiante (E4) plantea al
docente la posibilidad de considerar anillos (coronas circulares concéntricas) en
lugar de circulos para superar el CC2. Esto abre un nuevo espacio para la discusion
en el pizarrén (Figura 10).

Figura 10. Parte de la resolucion en el pizarrén de E4
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Nota. la representacion grafica de la figura fue modificada por el profesor que intervino luego de
la explicacion de E4, marcando los radios y rayando una corona circular para reforzar la expli-
cacion para algunos estudiantes.
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Luego de la socializacion de la resolucion del E4, se genera la discusion sobre
los supuestos que estan detras de la resolucion y se logra establecer que, si bien no
se superponen areas, se sigue considerando que la densidad es constante en cada
uno de los anillos y, por lo tanto, la masa también es constante en cada corona.

5.4. Conflicto cognitivo 3 (CC3)

Luego de varias discusiones, surge de algunos grupos de estudiantes que el resul-
tado obtenido no representa la masa total, sino una aproximacion, porque es posi-
ble tomar mas valores de radio y obtener nuevos valores de masas que también hay
que sumar. Este punto es crucial porque se inicia a pensar que el radio puede tomar
cualquier valor real comprendido en el intervalo cerrado de 0 a 3 m. De esta manera,
se logra superar el CC3 asociado a los infinitos valores que puede tomar el radio.

Se logra establecer, en un dialogo abierto con la clase, que para mejorar la
aproximacion del valor de la masa total es necesario considerar mas anillos. Los
estudiantes plantean que, a medida que el ancho del anillo sea cada vez mas pe-
quefio, tiende a cero, la cantidad de coronas circulares tiende a infinito. Y para ob-
tener la masa hay que calcular la masa de cada una de las infinitas coronas y sumar
todas. Por ejemplo, la E5 escribe expresiones simbdlicas que intentan superar este
nuevo conflicto cognitivo, asociado a la consideracién de las cantidades infinitesi-
males, cuya situacion es el germen para la conceptualizacién del diferencial radio
(Figura 11).

Figura 11. Parte de la resolucién de E5
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El profesor retoma la discusion e institucionaliza la notacion de los diferen-
ciales porque, hasta el momento, los estudiantes utilizan términos como “cantida-
des muy pequeilas”, “tiende a cero”, “infinitesimales”, “porcién infinitesimal”,
“cantidad infinitesimal”, “cada vez mas pequefio”, entre otros (similares a los re-
portados por Tall, 1980). Conceptualiza el diferencial radio (dr) como una cantidad
infinitesimal de radio; diferencial area (dA) como una porcion infinitesimal de area;
y diferencial masa (dM) como una porcion infinitesimal de masa. Esta accion es

clave debido a la complejidad del proceso para los estudiantes del primer afio.

Consciente del significado parcial del diferencial de Leibniz, el profesor esta-
blece la expresion de los diferenciales y calcula la masa total acumulada cuando el
radio varia de 0 a 3 m mediante la integral definida, vinculada a interpretaciones
parciales de la integral estudiadas por Burgos et al. (2021) y Tall (1992).

En la discusion de los conflictos cognitivos, el profesor promueve competen-
cias comunicativas y argumentativas al pedir a los estudiantes que conjeturen, co-
muniquen y validen ideas con la clase. Ademas, fomenta el uso de representaciones
simbolicas, geométricas y pictograficas para desarrollar competencias matemati-
cas en los futuros ingenieros.
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6. REFLEXIONES FINALES

En este trabajo se busca dar una respuesta a la pregunta: ¢ cual es el nivel de la com-
petencia de un profesor para identificar y resolver los conflictos epistémicos y cog-
nitivos que surgen en las practicas matematicas de sus estudiantes de ingenieria
frente a una situacion problema donde interviene la diferencial de una funcién?

Segun la evidencia presentada, el nivel de competencia del profesor en este
estudio de caso es N3, segtin los niveles definidos en la Seccion 2.3. Esta afirmacion
se justifica porque, antes de la implementacion en clase, el profesor realizé un ana-
lisis a priori identificando tres de los cuatro conflictos semi6ticos emergentes. Este
analisis previo le permitié gestionar un conflicto no anticipado.

Las intervenciones del profesor se centraron en reconocer con los estudiantes
el conflicto cognitivo emergente, buscar nuevas estrategias para enfrentarlo, re-
solver y superar el conflicto mediante una estrategia mas eficiente. Las interven-
ciones fueron adecuadas a partir de la contrastacion de las practicas esperadas con
las efectivamente construidas por los estudiantes, ya que permitieron reconocer y
resolver los conflictos, promoviendo la comprension e interpretacion de la diferen-
cial.

Fomentar momentos de discusién dialogica y colaborativa mejora significa-
tivamente el aprendizaje de los estudiantes (Trevisan et al., 2023). Por ello, se su-
giere que una competencia clave del profesor de matematicas sea la gestion de los
conflictos semioticos, lo que propicia procesos instruccionales efectivos (Font et
al., 2024; Gea et al., 2015; Giayetto et al., 2024).

Este tipo de investigaciones aporta informacién valiosa para promover cam-
bios curriculares que tengan en cuenta los significados desarrollados por los estu-
diantes y sus necesidades especificas para la practica profesional futura como in-
genieros (Larios et al., 2021).
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Identifying and managing the difficulties that students encounter during mathe-
matical activity constitutes a key component of teachers’ professional competence.
From the Onto-semiotic Approach (OSA), these difficulties can be conceptualized
as semiotic conflicts, understood as mismatches between the meanings attributed
by students to mathematical objects, representations, and practices, and the insti-
tutional meanings promoted in teaching. However, several studies indicate that
mathematics teachers often lack systematic tools to analyze such conflicts and to
use this analysis to inform their teaching interventions.

The aim of this study is to assess the didactic-mathematical competence of a
teacher-researcher in identifying and managing semiotic conflicts that emerge in
Chemical Engineering students when they are faced with a problem situation in-
volving the differential of a function of one variable. The study was conducted in an
Analysis I course with 70 first-year engineering students. A qualitative methodol-
ogy was employed, focusing on the analysis of a mathematical problem, students’
written productions, and the teacher’s interventions with the whole class.

The analysis is based on the Didactic-Mathematical Knowledge and Compe-
tence (DMKC) model of the teacher, developed within the framework of the OSA, in
order to characterize the appropriateness of the teacher’s decisions and interven-
tions. First, through an a priori onto-semiotic analysis of the problem, potential
semiotic conflicts associated with partial meanings of the differential are antici-
pated. Subsequently, four semiotic conflicts effectively manifested by students
during classroom implementation are identified. These conflicts are related to the
overlap of areas, partitioning, and the density of real numbers—concepts closely
linked to the notions of infinitesimal quantity and infinitesimal increment, which
constitute the basis for the conceptualization of the differential.

The results show that the teacher is able to identify these conflicts and man-
age their resolution through interventions aimed at fostering students’ awareness
of the conflict and the development of strategies to overcome it. These interven-
tions, grounded in collective discussions and in the articulation of partial meanings
of the differential, provide evidence of an advanced level of competence in the
management of didactic configurations. Finally, the relevance of preliminary task
analysis is highlighted as a fundamental tool for supporting well-founded teaching
interventions and for promoting teaching and learning processes in differential
and integral calculus with greater didactic suitability.
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