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Resumen o Tradicionalmente, en las aulas se introduce el logaritmo como la inversa de la exponencial.
Weber (2016) sostiene que esta definicion genera errores y dificulta su comprension, sugiriendo una ense-
flanza basada en modelos basicos alternativos. Presentamos una sesion disefiada para guiar a los estudian-
tes hacia la construccién del concepto de logaritmo como division sucesiva y aportar evidencia empirica de
su potencial explicativo.

Se analizaron las discusiones de los alumnos mediante el marco teérico-metodoldgico Abstraccion en
Contexto para mostrar las acciones epistémicas ocurridas durante las actividades. Los resultados indican
que este modelo favorece la construccion del concepto, ya que los alumnos reconocen su necesidad y llegan
al constructo antes de recibir una definicién formal. Ademas, lograron comprender y razonar algunas de
sus propiedades basicas.
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Abstract o Traditionally, logarithms are introduced in classrooms as the inverse of the exponential func-
tion. Weber (2016) argues that this definition leads to errors and hinders understanding, suggesting teach-
ing based on alternative basic models. We present a lesson designed to guide students toward constructing
the concept of logarithm as repeated division and to provide empirical evidence of its explanatory poten-
tial.

Students’ discussions were analyzed using the Abstraction in Context theoretical-methodological frame-
work to identify the epistemic actions that occurred during the activities. The results indicate that this
model supports concept construction: students recognize its necessity and reach the construct before re-
ceiving a formal definition. They were also able to understand and reason about some of its basic proper-
ties.
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Aprendizaje del concepto de logaritmo como divisidn sucesiva

1. INTRODUCCION

El concepto de logaritmo, creado para simplificar calculos manuales, fue vinculado
con la exponencial por Euler en 1765, facilitando su operatividad. Esta definicion
prevalece en la educacion secundaria, como se observa en libros de texto actuales
(Alcaide Guindo et al., 2016; Colera Jiménez y Gaztelu Albero, 2016; Gamez Pérez et
al., 2016).

A pesar de su importancia, muchos estudiantes consideran los logaritmos di-
ficiles y a menudo no logran una comprension total (DePierro et al., 2008; Kenney,
2005). Investigaciones previas han identificado errores comunes en su manejo,
desde confusiones con conocimientos previos hasta mal uso de sus propiedades
(Aziz et al., 2017; Ganesan y Dindyal, 2014; Hoon et al., 2010).

La definicion de logaritmo como inversa de la exponencial, aunque estandar,
puede contribuir a estas dificultades, llevando a un aprendizaje memoristico (We-
ber, 2016). Para mitigarlo, se han propuesto enfoques educativos alternativos.
Panagiotou (2011) sugiere una aproximacion histérica para mostrar que los loga-
ritmos son respuestas a problemas concretos. Weber (2016) aboga por un enfoque
basado en multiples interpretaciones conceptuales.

En Espafia, segin la ley educativa vigente, el logaritmo se introduce en 4.° de
educacion secundaria (Ley Organica 8/2013), con alumnos de 15-16 afios. En este
contexto, buscamos mejorar la comprension del logaritmo en su primer contacto
educativo, respondiendo a la pregunta: ;Qué acciones epistémicas tienen lugar en
el proceso de construccion del concepto de logaritmo a partir del modelo basico de
division sucesiva? Para ello, se plantean los siguientes objetivos: 1) identificar di-
chas acciones epistémicas en una sesion disefiada para alumnos de 4.° de educaciéon
secundaria, y 2) analizar las ventajas de una ensefianza basada en el modelo del lo-
garitmo como division sucesiva.

2. MARCO TEORICO

Este trabajo se articula en torno a dos nociones: Modelos basicos (Weber, 2016) y
Abstraccion en Contexto (AiC) (Hershkowitz et al., 2001). Los modelos basicos fa-
cilitan la accesibilidad y comprension del logaritmo, alineandose con la capacidad
cognitiva y experiencia de los estudiantes. Estos modelos han inspirado el disefio
de tareas que promueven la construccién del concepto. El modelo de Abstraccion en
Contexto permite analizar este proceso de construccion.

2.1. Modelos basicos de Weber

Vom Hofe y Blum (2016) describen los “modelos basicos” como representaciones
mentales viables y robustas que permiten captar conceptos y procedimientos ma-
tematicos tal como estan representados en el ambito mental. Este constructo, tam-
bién denominado “ideas basicas” (Vom Hofe, 1998), “imagenes individuales”
(Vom Hofe, 1998) o “modelos mentales” (Vom Hofe et al., 2006), se consideraba
prescriptivo, describiendo las interpretaciones estandar de conceptos matematicos
a aprender (Weber, 2016).
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Vom Hofe (1998) introduce una vision empirica, atendiendo a las interpreta-
ciones reales de los estudiantes y las concepciones que guian su resolucion de pro-
blemas. Destaca tres aspectos clave:

e La constitucion del significado de un concepto matematico, vinculandolo a
conocimientos o experiencias familiares.

e La generacion de una representacion mental correspondiente; es decir, una
“internalizacion” que posibilita la accion operativa a nivel del pensamiento.

e Lacapacidad de aplicar un concepto a situaciones de lavidareal, reconociendo
una estructura correspondiente en contextos relacionados con la materia o
modelando un problema con ayuda de estructuras matematicas.

Al no haberse descrito modelos basicos para el logaritmo previamente, Weber
(2017) identifica cuatro conceptualizaciones que también respaldan Vargas et al.
(2022):

e Logaritmos como medida multiplicativa: el logaritmo de un nimero b (en
base a) indica con qué frecuencia la base a contiene al nimero b como factor.

e Logaritmos como “contar el nimero de digitos”: el logaritmo (decimal) de un
ntmero b coincide con el nimero de digitos de » menos uno.

e Logaritmos como “reductor” en la jerarquia de operaciones: el logaritmo de
una expresion reduce las operaciones de tercer nivel (potencias y raices) a
operaciones de segundo nivel (multiplicaciones y divisiones) y reduce las
operaciones de segundo nivel a operaciones de primer nivel (sumas y restas).

e Logaritmo como inversa de la exponencial: el logaritmo de un nimero en base
a es el exponente al cual se debe elevar la base para obtener dicho nimero.

Enfoques similares al de los “modelos basicos” incluyen modelos tacitos
(Fischbein, 1989), imagenes conceptuales (Tall y Vinner, 1981) y use meanings
(Usiskin, 1991). Sin embargo, siguiendo la propuesta tedrica de Weber, y buscando
dar respuesta a nuestro problema de investigacion, en este articulo nos centramos
en el constructo de “modelo basico”, especialmente en la medida multiplicativa,
como punto de partida para la construccion y aprendizaje del logaritmo.

2.2. Abstracciéon en contexto

Schwarz et al. (2009) definen la abstraccién como una reorganizacion vertical de
constructos previos para crear uno nuevo. El modelo teérico Abstracciéon en Con-
texto (Hershkowitz et al., 2001) permite estudiar como los alumnos construyen un
nuevo concepto mediante el analisis de sus interacciones (Butuner e Ipek, 2023).
Este proceso tiene tres etapas: necesidad de un nuevo constructo, emergencia y
consolidacion al utilizarlo en otros contextos (Valongo y Felgueiras, 2022).

El modelo incluye tres tipos de acciones epistémicas (Hershkowitz et al.,
2001): R-acciones (Recognizing), B-acciones (Building-with) y C-acciones (Cons-
tructing). Las R-acciones ocurren cuando los estudiantes reconocen un constructo
previo relevante para un problema. Las B-acciones involucran trabajar con estos
constructos para comprender la situaciéon, mientras que las C-acciones integran
constructos previos y generan un nuevo constructo. Estas tltimas hacen referencia
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a la primera vez que se usa o menciona ese constructo nuevo y a menudo incluyen
B-acciones y R-acciones, formando una estructura anidada (Schwarz et al., 2009)
(Figura1).

Figura 1. Modelo anidado de acciones epistémicas RBC

Recognizing

Este marco teérico funciona también como herramienta metodolégica para
analizar la construccién de conceptos (Hodiyanto et al., 2023), y lo utilizamos para
examinar como los alumnos construyen el concepto de logaritmo a través del mo-
delo basico de division sucesiva.

3. METODOLOGIA

Este estudio forma parte de un experimento de ensefianza de naturaleza cualitativa
en el marco del paradigma de las investigaciones de disefio (Collins et al., 2004).
Este experimento tiene como objeto de investigacion el aprendizaje del concepto de
logaritmo mediante una ensefianza basada en los cuatro modelos basicos propues-
tos por Weber. La sesion aqui analizada es la primera del segundo ciclo del experi-
mento (Molina, 2011) y se cifie al uso de la interpretacién conceptual del logaritmo,
considerado como la cantidad de divisiones hasta alcanzar la unidad.

3.1. Disefio e implementacion de la sesion de trabajo en el aula

Se propusieron varias tareas para provocar la necesidad y construccion de nuevo
conocimiento y facilitar la transicién entre el conocimiento informal y el formal.
Las actividades dirigian a los alumnos hacia la construcciéon progresiva del con-
cepto de logaritmo, basandose en la conceptualizaciéon de division sucesiva. Se
busco que las tareas estuvieran contextualizadas en un entorno reconocible, como
el crecimiento exponencial de las amebas, y que las pudieran abordar partiendo de
herramientas conceptuales que poseyesen.

La propuesta se estructuro6 en dos partes. La primera buscaba generar un pro-
ceso de construccion conceptual, aumentando la dificultad de las tareas segun el
crecimiento de las amebas, las reproducciones y el tiempo necesario para alcanzar
cierta cantidad. La segunda parte, entregada tras completar la primera, se centraba
en la abstraccién y formalizacion del concepto. Se introdujo el término logaritmo y
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se practicé el calculo de logaritmos de diferentes bases mediante divisiones suce-
sivas, asi como el uso de la terminologia asociada.

La sesion se realiz6 en un aula de 4.° de educacion secundaria con 29 alumnos
que habian completado satisfactoriamente el bloque de “Numeros y algebra” (Ley
Organica 8/2013), pero sin conocimiento previo sobre logaritmos. Se dividieron en
siete grupos de 4 o 5, trabajando juntos durante los 50 minutos de la clase. El pro-
fesor-investigador, a cargo de la sesion, aseguraba la comprension de las activida-
des, reconduciendo a los alumnos cuando era necesario.

La organizacién de la ensefianza en equipos se bas6 en una concepcion cultu-
ral y social del proceso de instruccion. La interaccién social permitié a los alumnos
construir su conocimiento y expresar sus ideas, facilitando explicaciones colectivas
que no se lograrian individualmente (Cobb, 1995).

3.2. Andlisis de los datos

Para el andlisis, ademas de las respuestas escritas por los grupos y las notas de
campo tomadas durante la experimentacion, se disponia de videograbaciones de
las discusiones en los pequetios grupos que fueron transcritas. Con tal de completar
la informacién, se tuvo en cuenta la visualizacion del video observando el lenguaje
corporal y las acciones en momentos de silencio o de peor calidad del audio, por
ejemplo, cuando se superponen conversaciones paralelas, cuando consultan acti-
vidades previas o cuando hablan con integrantes de otros equipos (Delgado Martin
etal., 2014).

Para este articulo se seleccion6 un grupo entre los siete que permitiera des-
cribir el proceso de construccion del concepto de logaritmo. Para su seleccion se
atendio a la claridad y calidad tanto del discurso como de las grabaciones.

Segun cada actividad de la sesion, se establecieron unidades de analisis a las
que se asignaron las acciones epistémicas identificadas segiin el marco teérico AiC.
Para asegurar y discutir la asignacion efectuada, se contrasté esta identificacion
entre los autores del presente articulo.

En la Tabla 1 se ilustra, a modo de ejemplo, el método de analisis descrito.

Tabla 1. Ejemplo del método de andlisis segln el marco AiC

Unidad de anélisis ep?sct(gr%rilca Observaciones/Justificacion
[10] Marta: Vale... §Y cudntas 3 horas antes?
[14] Manuel: Entre 8 R-accion  Reconocen la divisidon como
[15] Marta: 3 veces entre 2... R-accién Cppstructo util para la resolu-
cion del problema.
[16] Marta: Si, entre2ala 3 R-accion  Identifica la potencia como

método de representacion
para esa misma division.

[17] Manuel: 2, esto es, el 2; este sale porquese  B-accién  Actiia sobre los constructos

dividen en 2, y el 3 es el nimero de horas reconocidos (division y poten-
ciacién) para lograr la com-
prension de la situacion.
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Accién
Unidad de analisis epistémica  Observaciones/Justificacién
[18] Marta: “sHace cuantas horas habria tan  R-accién  Acude a la ecuacién exponen-
solo1ameba?” Vale, pues... Eh... Ah, seria 4096 cial como constructo ya cono-
entre 2 ala “x” esiguala1 cido para plantear el enun-

ciado del problema.
[20] Rosa: Lo puedes ir dividiendo hastaquete = B-accion  Combina constructos previa-

dé1. mente reconocidos para esta-
blecer una estrategia de reso-
lucién.

[42] Marta: Estos son... 1,2, 3, 4,5,6,7,8,9, C-accion Produce un nuevo constructo

10, 11y 12... 12... Muy bien, tenias razoén, José, (niimero de divisiones reali-

qué listo eres zadas hasta llegar a 1) como

[43] Marta: O sea, 2 a la 12, entre 2 ala 12, es respuesta al problema.

igual a 1... 12, como aqui era 3, y eran 3 horas
antes... Pues aqui, 12 horas antes

4. RESULTADOS

Se presentan los resultados organizados en cuatro apartados segun las diferentes
fases de construccion del concepto de logaritmo observadas durante la sesion: uso
de constructos previos, generalizacion del proceso, necesidad de un nuevo cons-
tructo y formalizacion del logaritmo y de sus propiedades. Los extractos aparecen
cronoldgicamente segin se sucedieron a lo largo de la sesién. Por limitaciones de
espacio se han omitido las partes de la transcripcion en las que no se hace explicita
ninguna accion epistémica. En la descripcion se indican mediante corchetes las in-
tervenciones de los alumnos en las que se ve reflejada cada afirmacion.

4.1. Uso de constructos previos

En la primera parte de la tarea se buscaba que los estudiantes identificaran la divi-
sion sucesiva como herramienta para la resolucion de varias actividades contex-
tualizadas. En la primera pregunta se pretende llevar a los alumnos a determinar la
operacion aritmética necesaria para obtener el nimero de amebas en un cultivo una
hora antes [1]. En el didlogo entre los alumnos se observan R-acciones al reconocer
la division como constructo previo relevante para la obtencion del resultado espe-
rado, en un primer momento de forma mas intuitiva [7]; y, posteriormente, verba-
lizando un razonamiento basado en el concepto de operaciones inversas [9], reali-
zando de nuevo una R-accion.

[1]. Marta: “Si en un momento determinado tenemos 4096 amebas, /cuantas
teniamos 1 hora antes?”... Vale, cada hora...

[2]. José: 2048... Si, ¢No?

[3]. Manuel: Ah, ya... Yo tenia una duda, eh, que erasi... Si cada una se dividiera,
en plan... 1y sale otra, o 1, salen 2?

[4]). Marta: Un... De 1 salen 2.
[5]. José: De una salen 2.

[6]. Marta: Sitienes 5, tienes 10... O sea, que si tienes... Eh...
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[7]. José: Por eso digo entre 2.

[8]. Marta: Vale, entonces... Como lo reflejamos en los calculos? ;Cuantos tenia
1hora antes? Pues...

[9]. Manuel: A ver, si cada hora... Se multiplica por 2... 1 hora antes se dividira
por 2.

A continuacién, al repetirles la pregunta, pero esta vez tres horas antes [10],
un alumno calcula la solucién realizando mentalmente divisiones sucesivas [11]
para, inmediatamente después, identificar entre todos los miembros del equipo, en
varias R-acciones encadenadas, tres estrategias distintas [14], [15] y [16] para la
resolucion del problema. En particular, se reconocen las potencias [16] como un
constructo especifico previo que los alumnos ya poseen y que tiene valor represen-
tativo en esta situacion. En este momento, ademas, se produce una B-accion al re-
lacionar estos constructos y generar una estrategia de resolucion valida para otras
situaciones [17], identificando la base de la potencia como el divisor y el exponente
como el nimero de horas que pasan o han de pasar (Figura 2).

[10]).Marta: Vale... /Y cudntas 3 horas antes?

[11]. Manuel: 2048, 1024, 512...

[12].José: Si.

[13].Marta: Si... Habra que dividirlo...

[14].Manuel: Entre 8

[15].Marta: 3 veces entre 2...

[16].Marta: Si, entre 2 ala 3.

[17].Manuel: 2, esto es, el 2; este sale porque se dividen en 2, y el 3 es el nimero

de horas.

Figura 2. Respuesta escrita a la pregunta 1.2

1.2 iY cuéntas 3 horas antes?

SOL::' amebas

En el tercer apartado de esta primera pregunta introductoria (Figura 3) se di-
rige al alumno, aunque sin mencionarlo de forma explicita, hacia el calculo del lo-
garitmo en base dos de 4096. Los estudiantes, mediante una B-accion, combinan
los constructos de division y de potencia reconocidos anteriormente para, me-
diante una nueva R-accion, plantear la situaciéon en forma de ecuacién exponencial
[18].

[18].Marta: “sHace cuantas horas habria tan solo 1 ameba?” Vale, pues... Eh...
Ah, seria 4096 entre 2 ala “x” esiguala1.
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En el siguiente fragmento, por un lado, una alumna encadena varias R-accio-
nes sobre la resolucion de la ecuacion exponencial [19] y [21-23], mientras que otra
insiste, hasta en dos ocasiones, en la division sucesiva hasta llegar a 1 como método
de resolucion [20], [24] v [25], llevando a cabo asi una B-accion.

[19].Marta: Yo creo que lo mejor es poner esto en potencia de base 2, /No?
[20].Rosa: Lo puedes ir dividiendo hasta que te dé 1.

[21].Marta: Silo pensais... Silo pensais para... Una cosa, una cosa... Si lo pensais,
para que dé 1.

[22]. Marta: Se tiene que dividir entre si mismo.

[23]. Marta: Entonces... 2 ala... Lo que... 2 a la algo tiene que dar 4096...
[24]. Rosa: Entonces puedes ir dividiendo.

[25]. Rosa: Hasta que te dé 1.

Finalmente, en [26-27], [30] y [32-41], los alumnos se deciden a ir dividiendo
sucesivamente entre 2 hasta llegar a1 (B-accién) para posteriormente contar el nii-
mero de divisiones realizadas [42], dando lugar asi a la primera accién de construc-
cién (C-accion) al generar un nuevo constructo, el nimero de divisiones realizadas
hasta llegar a 1, como solucién al problema planteado. Ademas, relacionan este
nuevo constructo con el exponente, que, en el contexto del problema, representa
las horas transcurridas desde el comienzo del experimento [43].

[26].José: Aver... iPodemos seguir...? Desde 512, entre 2...
[27]. José: 256 entre 2, entre 2, entre 2...
[28]. Rosa: Claro.

[29].José: Y te acaba dando ya...

[30]. Rosa: Hasta que te dé 1.

[31].José: Y ta luego lo sumas, las horas desde aqui mas las que...
[32]. Marta: O sea, dividiéndolo continuamente entre 2...

[33]. Marta: 20438.

[34]. Manuel: 1024.

[35]. Marta: 512.

[36]. Manuel: 256...

[37]. José: 128...

[38]. Manuel: 64... 32...

[39]. Marta, Manuel: 16... 8...

[40].Manuel: 4.

[41].Marta, Rosa: 2y 1...

[42]. Marta: Estos son... 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,10, 11y 12... Muy bien, tenias razon,
José, qué listo eres.
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[43]. Marta: O sea, 2 ala 12, entre 2 a la 12, es igual a 1... 12, como aqui era 3, y
eran 3 horas antes... Pues aqui, 12 horas antes.

Figura 3. Respuesta escrita a la pregunta 1.3

1.3 éHace cuantas heras habria tan solo 1 ameba?

SOL: horas

4.2. Generalizacién del proceso

En la segunda actividad de esta primera parte se plantea un escenario similar al an-
terior, pero cambiando la base del crecimiento exponencial [44] para fomentar en
los alumnos una generalizacion de las estrategias y aprendizajes adquiridos. En el
primer apartado, los alumnos realizan una R-accién al identificar la razén [46] por
la cual han de multiplicar en el crecimiento exponencial del ejemplo que se les pre-
senta y otra al recurrir a las potencias de base 5 para expresar el dato provisto en el
enunciado [49].

[44].Marta: Vale... “En otro estudio realizado en el mismo laboratorio se ob-
serva un organismo desconocido que se quintuplica cada hora”. O sea... Si tene-
mos...

[45]. Manuel: De 1 salen 5.
[46].Marta: De, de 10... ¢Cuantos salen? 5 por 10.
[47]. Rosa, Marta, José: 50...

[48].Marta: Vale... “Si al cabo de 4 horas habia 625 células, ¢con cuantas co-
menzd el cultivo?”.

[49].]José: 5ala 4.

Por otro lado, en una B-accion, los alumnos rapidamente se vuelcan en reali-
zar divisiones sucesivas hasta llegar a 1 [50-55], como venian haciendo en la acti-
vidad anterior, lo que los lleva a contar el nimero de divisiones [57], es decir, de
horas transcurridas, llegando a dudar de este dato [59] sin caer en la cuenta de que
viene proporcionado en el enunciado y de que en este caso lo que se pide no es eso,
sino el namero inicial de amebas.

[50]. Manuel: 625, entre 5, 125, entre 5.
[51]).José: A ver... Claro...

[52]. Manuel: 25, entre 5, 5.
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[53]. José: Asi todo el rato.

[54]). Manuel: Y entre 5.

[55]. José, Marta: 1.

[56]. Manuel: Pero no ha pas...

[57]. Marta: O sea, 1, 2, 3, 4... 4 horas.
[58].José: 5ala 4.

[59]. Manuel: No, pero no han pasado 4 horas.
[60].Marta: 4 hor... Si, al cabo de.
[61].José: Si.

[62]. Marta: 4 horas, habia 625...
[63]. Manuel: Por eso.

[64].Marta: O sea que empezd con 1.
[65].José: Comenz6 con 1.

A continuacion, en el didlogo transcurrido entre los alumnos en torno al se-
gundo apartado de la segunda pregunta, se puede observar en las intervenciones
[67] vy [75] como, mediante una C-accion, identifican las horas con el nimero de
multiplicaciones (en contraste con el nimero de divisiones que venian contando).
Por otro lado, una alumna directamente da el salto a las potencias y asume, por el
contexto del problema, que el dato se puede escribir como potencia entera de base
5[68].

[66].Marta: Ya, ya... Vale, perfecto... Venga... “Si posteriormente se observa que
el cultivo consta ya de 15625 células, ¢cuanto tiempo ha pasado desde que se
puso en marcha el experimento?”... Vale.

[67]. Rosa: Pues 625 vas multiplicando hasta que te dé eso y luego las multipli-
caciones son las horas...

[68]. Marta: 15625, /qué potencia de 5 es?
[69].José: 15625... A ver... 625 por 5 son 3000...
[70]. Marta: Vale... 625 por 5 son 3125.
[71].Manuel: Y esto lo multiplicas por 5...

[72]. Rosa: Por 5 te da eso, creo que ya.

[73]. Marta: Eso quiere decir que...

[74]).Rosa: 2 horas...

[75]. Marta: 2 horas mas, o sea, 6 horas desde que se realiz6 el experimento,
porque si 625 lo habiamos conseguido en 4 horas...

4.3. Necesidad de un nuevo constructo

Tras las primeras actividades en las que han desarrollado y consolidado una estra-
tegia de resolucion extrapolable a diferentes casos de crecimiento exponencial, los
alumnos ya muestran una correspondencia mental entre nimero de horas
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transcurridas en el experimento, nimero de divisiones, nimero de multiplicacio-
nes y exponente de la potencia. En particular, se puede ver como responden con
soltura a la siguiente pregunta, identificando claramente el exponente de la poten-
cia como el nimero de horas transcurridas [76-77] (C-accion).

[76]. Marta: 6 horas... Vale, erfecto... “gCuéntas horas transcurriran hasta que
p q
tengamos 5 a la 20 células?”.

[77]. José: 20.

Ante un breve momento de duda sobre la formulacién del enunciado [78],
mediante una B-accion, retroceden en su discurso para comparar con las operacio-
nes y resultado de la actividad anterior y reafirmarse en su respuesta [80-84].

[78]. Marta: 20 horas, pero se refiere desde... {Desde las 6 horas, o desde el
inicio?

[79]. Manuel: Desde el inicio.

[80].Manuel: A ver, esto es 5ala 6, ;No?

[81].Marta: Eh, 5 ala 6 es eso, si, porque es.

[82]. Manuel, Marta: 5 por 5, por 5, por 5.

[83]. Marta: Por 5, por cin... 5 por... Si, 5ala6...

[84].Rosa: Entonces son 20 horas.

Sin embargo, se identifica una dificultad, que surge de la inseguridad y reside
en la resistencia para considerar las 0 horas como punto de partida [87]. Ademas,
se puede ver que algunos alumnos no alcanzan a comprender las implicaciones del
crecimiento exponencial y, por tanto, de la escala logaritmica [93-99].

[85].José: O no, espera.
[86].Marta: Si, 20 horas, pero no sabemos si desde las...
[87].José: Pero, 5ala1, son 5... Y tenemos en la primera hora 1.

[88]. Marta: Esto es 1 hora, esto es otra hora, esto es hora, esto es otra hora...
Que estas... De lo de 20, ¢es a partir de 6 o a partir del inicio?

[89].Profesor: Desde el inicio.

[90].Marta: Desde el ini... Pues 20 horas... “;Cuantas horas transcurriran hasta
que tengamos 5 a la 20 células?”.

[91].José: 20 horas.
[92]. Manuel: Si, (No?

[93]. Marta: Vale, 20 horas... Cudntas horas transcurriran...? 20 horas... Por-
que... 5 ala 20 horas... Porque es... Vamos a comprobarlo, venga... 1, 5...

[94].Manuel: jHasta 20?
[95]. Marta: Ya, cierto...
[96].Manuel: 25, 125, 625...

[97].José: Lo vas a hacer?
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[98].José: Que es hacer 14 veces mas la multiplicacion que hemos hecho de
15000...

[99].Marta: ¢14 veces mas?
[100]. Manuel, José: Claro...

En la tltima pregunta de la primera parte de la sesion, los alumnos ya no lle-
gan a considerar la division sucesiva como herramienta para su resolucion e inten-
tan encontrar directamente, mediante el uso de la calculadora, el exponente nece-
sario que dé como resultado el millon de células. Al no obtener un resultado exacto,
una alumna plantea la posibilidad de que los exponentes puedan ser decimales
[110]; sin embargo, siguen sin obtener una respuesta que les convenzay es en ese
momento en el que surge la necesidad de una herramienta que les proporcione el
valor exacto esperado. Sorprende que un alumno identifique dicha herramienta
como el logaritmo [126] sin que se le haya mencionado con anterioridad.

[101]. Marta: “;Cuantas horas como minimo fueron necesarias para alcanzar el
millon de células?”.

[102].Manuel: T4 prueba 5 ala 9... Ya se ha pasado el millon.
[103].José: Hala, no, aver...5ala.. Ala8...

[104]. Marta: Pero no lo hagais a voleo.

[105].José: 5 ala 9 minimo, porque 5 a la 8 es esto...

[106]. Marta: Aver,5alao...

[107].Manuel: 5ala 9 es 1.900.000.

[108]. Marta: Vale... 5 a la 9 minimo. O sea, 9 horas como minimo.
[109]. Manuel: Si.

[110]. Marta: No, porque... ;Sabes lo que pasa? Imaginate en 5 horas y media... O
sea, en se, en se... En 8 horas y media...

[111].José: Ya, pero...

[112]. Marta: Igual en 8 horas y media ya ha superado el millon... Pon
[113]. José: Pero...

[114]). Marta: Pon 5 ala 8,5.

[115]. José: ¢5...7

[116]. Marta: Ala 8,5.

[117]. Manuel: 873000.

[118]. José: No llega.

[119]. Manuel: 5 elevado...
[120].Marta, Manuel: Elevado ala 8.
[121]. Marta: Coma 7.

[122].José: 75.

[123]. Marta: Ya ahi ya es el millon.
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[124].Manuel: Si.

[125].Marta: Pues 5 ala 8.

[126].Manuel: jAh, para eso hay que usar logaritmos!
[127].José: A las 9 horas.

[128].Marta: Como minimo.

[129].Rosa: A las 9, porque con 8 no llega.

Al concluir la primera parte de la actividad, los alumnos tienen una intuiciéon
sobre la necesidad del constructo de logaritmo como herramienta para hallar ex-
ponentes. Es mas, hasta en dos ocasiones han realizado una C-accién generando
un nuevo constructo por matematizacion vertical: 1a realizacion de divisiones su-
cesivas entre un mismo numero hasta llegar a 1y la identificaciéon del ndmero de
divisiones realizadas con el exponente esperado.

4.4. Formalizacién del logaritmo y propiedades

En la segunda parte de la actividad, al alumno se le presenta una definicion de lo-
garitmo [130]. En las actividades siguientes se aprecia como los alumnos asimilan
el nuevo constructo repitiendo en voz alta su definicion [134], [135-136] v [145] v,
mediante una B-accién, observando los ejemplos anteriores [134] y [145], son ca-
paces de extrapolar la definicién para cualquier base [137-140].

[130].Marta: Vamos a ver... “Las soluciones a los ejercicios anteriores se cono-
cen como logaritmos. Estos se pueden calcular realizando divisiones sucesivas
entre la velocidad de crecimiento hasta llegar a 1. Algunos resultados son exac-
tos, y otros, como en el apartado 2,4 son aproximados”. Vale, si... “De modo que,
por ejemplo”. Vale, a ver... 1.3, logaritmo 2, no sé, 4096 se lee logaritmo en base
2 de 4096.Y es igual a 12, porque 4096 se puede dividir entre 2 exactamente 12
veces hasta llegar a 1. ¢Vale? Vale, vale, perfecto. Lo entend...? jtodo el mundo...
Maés 0 menos, ¢no?

[131]). Rosa: Si.
[132]. Marta: Logaritmo en base 5, 625...
[133]. Rosa: Supongo.

[134].Marta: 625 se puede dividir 4 veces entre 5 hasta llegar a 1... Vale... Vale...
Logaritmo 3, o sea, en base 3, perddn... Es 2187... Vale, nos da...

[135]). Marta: ¢En cuantas veces se tiene que dividir...? Ya, es que esta tachado y
corregido... Sin... En cuantas veces se tiene que dividir para...

[136].José: Llegar a1.

[137].Marta: ... {Llegar a1? Y el 3, este...

[138].José: Entre 3.

[139].Marta: En base 3... {Qué significa...? Ah, entre 3.
[140]. Rosa: José: Entre 3.

[141]. Marta: Vale.

[142].José: Tiene que ir dividido.
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[143].Marta: Entre 3...
[144]. José: Parallegar a1.

[145].Marta: O sea, aqui 5, entre 5... Pues aqui se tiene que dividir entre 3...
fCuantas veces se tiene que dividir 187 entre 3 para llegar a 1?

En la dltima intervencion, uno de los alumnos realiza una C-accion al contar
el namero de divisiones como conclusién de la actividad y escribirlo como resultado
del logaritmo [147] (Figura 4).

[146]. Marta: Vale, es decir, que hay que...

[147].José, Marta: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 [Cuenta el nimero de divisiones y lo apunta
en la hojal.

Figura 4. Respuesta escrita a la pregunta 4.2

4.2 logs 8019 =|j

Pese a tener clarala definicion [145] y parecer haber interiorizado el concepto,
en la siguiente actividad los alumnos aplican una vez mas el nuevo constructo ge-
nerado al dividir sucesivamente el argumento entre la base [148-156], pero dudan
en el momento en que las divisiones dejan de ser exactas [157]. Este momento pro-
duce inseguridad incluso hacia uno de los aspectos de la definicién [159] que hasta
ahora parecia estar claro. La inexactitud de las divisiones pone de manifiesto una
dificultad en el algoritmo, que ya no les parece tan sencillo y, aunque los alumnos
contindan dividiendo con el objetivo de llegar a 1 [161-173], se aprecian nuevas du-
das al tener que dividir un ndmero entre otro mayor [174]. Sin embargo, pese a las
dificultades, finalmente uno de los alumnos identifica que, si el objetivo es llegar a
1, el nimero de divisiones necesarias debe ser algo mayor que 9 y algo menor que
10 [177] (Figura 5).

[148]. Marta: Vale, siguiente... Entre 2... Ochoci... A ver... 800 entre 2...
[149]. José, Marta: 400...

[150].Manuel, Marta: Entre 2... 200...

[151]). Marta: 200 entre 2...

[152].Manuel, José, Marta, Rosa: 100.

[153]. Manuel: 50...
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[154].Marta, Manuel: 50 entre 2... 25

[155].Manuel, José, Marta: 25 entre 2...

[156].José: 12,5.

[157].Marta: 12 coma... Espera, ¢cémo lo hacen aqui? Eh... ;Ponen decimales...?
[158].Marta, Rosa: Si.

[159].Rosa: Y, ¢hay que llegar hasta 1?

[160]. José: Vale...

[161]. Marta, José: 12,5...

[162].Manuel: Entre 2...

[163].Rosa: 6,25.

[164]). Marta: 6 coma... (Aqui cuantos decimales ponen? Vale, 2... 6,25...
[165]).Manuel: Entre...

[166]. José: Entre 2...

[167].Marta: ¢Entre 2...?

[168]. Manuel: 3,125

[169]. Marta: 3 coma... A ver esto...

[170].José: 125.

[171]. Rosa: Pon todos.

[172]. Marta: Si... 125... 3,125, jentre 2...?

[173].Rosa: 1,5625.

[174]).Marta: 1,5625... Y este ya no se puede dividir mas entre 2, o sea, me refiero,
yanos da 0 coma...

[175].Rosa: 0,78 te da

[176].Marta: Entonces, como lo que queremos es llegar a 1, pues aproximada-
mente sera... 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9... veces

[177].José: Entre... Pero las... {No seria entre 9 y 10?

Figura 5. Respuesta escrita a la pregunta 4.3

4.3 log; BOO=‘___—|(—) 200 2 = Uoo
entre ‘1310 Yoo 11 = 260
20011 < 190
oo = 50
50:1 =13
2522125
S 2= 6,15
6,851=3"115
3S = 149625
ol38125
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En la tltima actividad se pretende analizar cdmo el modelo basico del loga-
ritmo como niimero que cuenta divisiones puede ayudar o no a esclarecer algunas
propiedades del logaritmo. En el primer apartado, los alumnos llegan rapidamente
ala conclusion de que el logaritmo en base 6 de 6 es 1[178-180], pero resulta dificil
distinguir si en primera instancia su resultado hace referencia al niimero de divi-
siones necesarias para llegar a 1 o al propio resultado de la divisiéon del argumento
entre labase [183] (Figura 6). Posteriormente, un alumno reafirma que el resultado
del logaritmo es 1 porque “lo dividimos una vez” [197].

[178].Manuel, Marta: Logaritmo 6 de 6...
[179].Marta: O sea, en base 6, de 6... Vale...
[180]. Manuel: 1.

[181]. Marta: Entonces hay que dividir entre 6...
[182].José: 1... Si.

[183].Marta: O sea, 6 entre 6, si... 6 entre 6 es iguala 1

Figura 6. Respuesta escrita a la pregunta 5.1

i

51 Loge b=

Por otro lado, en el caso del logaritmo en base 8 de 1, se puede apreciar una
accion de consolidacion del constructo al reconocer el valor de dicho logaritmo
como 0 porque “1ya esta en 1” [184] o porque “no necesitamos dividirlo mas”
[199]. Es mas, se aprecia una correspondencia entre “hacer el logaritmo” y “llegar
a1” [189-192].

[184]. Marta: O sea, 1... Vale... {Aqui 1 entre 8...7 jHasta llegar a 1...7 Pero si1ya
estaen1..

[185].Manuel: Ya esta... 0... 0...

[186]. Rosa: No, porque ya, si divides entre 8...
[187].Marta: ¢1 entre 8...?

[188].Rosa: 0,125.

[189]. Marta: Ya, pero es que el loga... Es que ya esta...
[190]. José: Ya esta el...

[191]. Marta: O sea, ya esta hecho.

[192].José: La solucion ya esta.

En las siguientes lineas, uno de los alumnos prueba a introducir en la calcu-
ladora log1 y obtiene 0 [193], pero una de sus compaiieras replica que estan que-
riendo calcular logaritmo en base 8 [194] (por lo que el logaritmo en base 10 que ha
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calculado su compatfiero no le vale, no dandose cuenta asi de que, sea cual sea la
base, el logaritmo de 1 siempre sera 0).

[193].Manuel: Logaritmo de 1 es igual a 0... TG escribele, si, eh... si dividimos...
[194]). Marta: Ya, pero logaritmo en base 8...

[195].José: Claro, porque O es las veces que lo tienes que dividir... Entonces, 0 si
que puedes...

[196]. Marta: No, 3 son las veces que tienes que dividir... O sea, no... 3 es el nu-
mero en el que tie... Entre el que tienes que dividir o.

[197].José: Ya, y lo que te da es las veces que lo tienes que dividir... Aqui 1, porque
lo dividimos 1 vez... Aqui entre 9 y 10... Pues aqui 0 porque...

[198]. Marta: 0 porque no tienes...

[199]. José: No necesitamos dividirlo mas.
[200].Marta: Vale, vale... vale, vale... Si, si.
[201].José: A ver, yo creo que es asi.

[202]. Marta: Entonces, como... el resultado es las veces que tienes que dividir
este nimero para llegar a 1, aqui seria 0 porque no tienes que dividirlo ninguna
vez...

Por ultimo, en la intervencion [203], los alumnos son capaces de llegar a la
conclusion de que el logaritmo de 0 no tiene solucién aplicando el modelo basico
del logaritmo como divisién sucesiva (Figura 7).

[203]. Marta: Vale, ¢y esto? Lo que pasa es que, claro... 0 no hay solucién real
porque no lo puedes dividir por nada para que dé 1...

Figura 7. Respuesta escrita a la pregunta 5.3

53 Log30=|:|

5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Las actividades disefiadas permitieron que los alumnos construyeran el concepto
de logaritmo gradualmente, pasando por las diferentes acciones epistémicas des-
critas en el modelo RBC (Hershkowitz et al., 2001).

Respecto a nuestro primer objetivo de investigacion, en la primera parte de la
sesion se produce un primer acercamiento informal al concepto de logaritmo par-
tiendo de tres R-acciones destacables: dividir entre 2 como operacién inversa a la
duplicacion de amebas [9], el uso de potencias como modo de expresar el divisor de
una divisién sucesiva entre un mismo nimero [16] y la modelizacién mediante
ecuaciones exponenciales [18] para la resolucion de un problema.
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A partir de estas R-acciones se produjeron una serie de B-acciones que con-
cluyeron en una C-accion (Tabla 2) en la que se intuye el modelo basico del loga-
ritmo como medida multiplicativa (Weber, 2016).

Tabla 2. Jerarquia de acciones epistémicas ocurridas durante la actividad 1 de la primera
parte

Ecuaciones expo-
R-acciones Dividir (entre 2) [9] Potencias [16] nenciales [18]

B-acciones Divisién sucesiva [11y 15]. Interpretar la base y el
exponente en el con-
texto del problema
(17]).

Identificar el nimero de divisiones realizadas con el ex-
ponente de la potencia y con el nimero de horas trans-
curridas [43].

Division sucesiva hasta llegar
a1[20,24vy25].

C-accion Contar el nimero de divisiones realizadas como estrategia de resolucién del
problema [42].

En el proceso de resolucion de la actividad 2 de la primera parte, en el segundo
apartado, se produce una nueva C-accion al contar el nimero de multiplicaciones
realizadas (en contraste con el nimero de divisiones de la actividad anterior) e
identificar estas con el nimero de horas transcurridas [67 y 75]. Dado que las C-
acciones se constituyen a partir de B-acciones y R-acciones (Schwarz et al., 2009),
este cambio de estrategia, de razonar en términos de divisiones a razonar en tér-
minos de multiplicaciones, viene condicionado por los primeros constructos reco-
nocidos en cada caso: mientras que en la actividad 1 la primera R-accion identifi-
cada es la division, tras leer el enunciado de la actividad 2, los alumnos realizan una
primera R-accidn al identificar la razén por la cual se multiplica cada valor de la
funcién exponencial descrita en el enunciado [46].

Antes de terminar la primera parte, aparecen las primeras dificultades al
darse cuenta de que en algunos casos los exponentes buscados pueden o deben ser
decimales. Asi, se hace explicita la necesidad de un nuevo constructo [126], etapa
necesaria en el proceso de abstraccion (Valongo y Felgueiras, 2022).

La segunda parte de la tarea, orientada a la formalizacién del concepto, per-
mite asociar las C-acciones previas con el concepto de logaritmo [147] (en una
nueva C-accion) y afianzar el constructo mediante repeticion y generalizacion de
estrategias para el calculo de logaritmos en cualquier base [137-140] (B-acciones).
En particular, se aprecia como los alumnos recurren con frecuencia al concepto de
logaritmo definido como “cuantas veces se tiene que dividir para llegar a 1” [134,
135-136 y 145].

Ademas, en cuanto a nuestro segundo objetivo de investigacion, los alumnos
son capaces de concluir, mediante razonamientos basados en el modelo basico de
division sucesiva, propiedades basicas de la definicién de logaritmo como log,a=1,
porque “lo dividimos una vez” [197], log,1=0, porque “1ya esta en 1” [184] y “no
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necesitamos dividirlo mas” [199], y log,0=2 porque “no lo puedes dividir por nada
para que dé 1” [203].

Por tltimo, las dificultades mencionadas se hacen mas explicitas aqui al apli-
car la definicién de logaritmo como divisién sucesiva y encontrarse con divisiones
que dejan de ser exactas [157] o en las que el divisor es mayor que el dividendo [174].
Esto supone un valor anadido a las apreciaciones de DePierro, que afirma que los
estudiantes no tienen claro el significado de una base elevada a un exponente deci-
mal, posiblemente porque no parece haber una forma sencilla de determinar el re-
sultado sin presionar un botén en una calculadora (DePierro et al., 2008).

Para Kenney (2005), el principal problema que los estudiantes tienen con los
logaritmos es hacer conexiones significativas entre el concepto y el término loga-
ritmo y su notacion, entre otras cosas, debido a que esta Gltima puede resultar am-
bigua: no “les dice” qué hacer. Con nuestra propuesta salvamos esta dificultad ha-
ciendo explicito el procedimiento de qué “hacer” al encontrarse con el logaritmo
de una cantidad.

Se observa que los alumnos han sido capaces de construir el concepto de lo-
garitmo a partir del modelo basico de divisién sucesiva, incluso antes de conocer
una definicién formal. Ademas, dicha definicion les resulta operativa, recurriendo
a ella para resolver las actividades o problemas con naturalidad. Por otro lado, el
disefio de las tareas facilit6 la necesidad del constructo, por lo que los alumnos no
lo ven como algo extrafio que les produzca inseguridad o rechazo, y este modelo
basico les ayuda a comprender propiedades basicas de la definiciéon de logaritmo.
Aportamos, por tanto, evidencia empirica de su potencial explicativo, detallando
las acciones epistémicas que llevan a los alumnos a la construccion del concepto a
partir de este modelo basico.

Entre las limitaciones del estudio podemos sefialar que este modelo basico
carece del potencial necesario para el calculo de logaritmos no exactosy es preciso,
por tanto, dirigirles hacia otros modelos basicos con mayor aplicabilidad en la re-
solucion de tareas mas complejas. Por otro lado, se ha apreciado que los alumnos
disponian de poco tiempo para realizar las actividades propuestas, lo que ha podido
condicionar su desemperio.

Para la continuacion de este trabajo, se propone ampliar el disefio de las acti-
vidades presentadas en este articulo con mayor espacio para la consolidacion y
puesta en comun de los aprendizajes adquiridos, asi como extender el alcance de la
investigacion a otros modelos basicos y su interdependencia entre ellos.
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(& o)

ANEXO. ENUNCIADOS DE LA SESION
SESION 1: PRIMERA PARTE

1. Enun laboratorio se esta trabajando con un cultivo de amebas que se reproduce
por biparticion cada hora:

Si en un momento determinado tenemos 4.096 amebas,
1.1 /Cudntas teniamos una hora antes?
1.2 /Y cuantas 3 horas antes?

1.3 ¢Hace cuantas horas habria tan solo 1 ameba?
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2. En otro estudio realizado en el mismo laboratorio se observa un organismo
desconocido que se quintuplica cada hora:

2.1 Si al cabo de 4 horas habia 625 células, con cuantas comenzo el cultivo?

2.2 Si posteriormente se observa que el cultivo consta ya de 15.625 células, ¢cuanto
tiempo ha pasado desde que se puso en marcha el experimento?

2.3. /Cuantas horas transcurriran hasta que tengamos 5% células?

2.4. iCuantas horas como minimo fueron necesarias para alcanzar el millon de cé-
lulas? Puedes ayudarte de la calculadora.

SESION 1: SEGUNDA PARTE

3. ¢Cual de los dos casos tiene un crecimiento mas rapido: la ameba o el orga-
nismo desconocido?

4. Calcula ahora mediante divisiones sucesivas (como en el ejemplo):

4.110gs625 = 4

625 se puede dividir 4 veces entre 5 hasta llegar a 1.
625:5 =125
125:5=25
25:5=5
5:5=1
4.2.10g; 2187 = I:I

4.310g, 800 = I:I

5. Responde sin utilizar la calculadora, ¢cudl sera el valor de los siguientes loga-
ritmos? Justifica tu respuesta.

5.1 Logs 6 = I:I
5.2.Logs1= I:I
5.3.Log; 0 = I:I

6. Escribe a continuacion como se leerian los logaritmos del ejercicio 4:

4.1Logaritmo en base de esigual a

4.2 Logaritmo

4.3
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This article examines an instructional proposal for supporting students’ construc-
tion of the concept of logarithm through the basic model of repeated division, in-
stead of the traditional approach that defines logarithms only as the inverse of the
exponential function. Building on Weber’s notion of basic models and the Abstrac-
tion in Context (AiC) theoretical-methodological framework, the study seeks to
analyze the epistemic actions that emerge when students engage in tasks specifi-
cally designed to create the need for the logarithmic concept. The teaching experi-
ment was implemented with a class of 29 fourth-year secondary students who had
previously studied exponential growth. The lesson was structured in two parts: the
first focused on problems involving exponential processes in which students
needed to determine earlier states of a system, encouraging them to interpret di-
vision as the inverse of multiplicative growth; the second part guided them toward
generalizing this reasoning and articulating the idea of logarithm as the number of
successive divisions required to reach a given value.

Classroom discussions and students’ written productions were analyzed using the
AiC framework, identifying recognizing (R-actions), building-with (B-actions),
and constructing (C-actions). The results show that students were able to mobilize
prior constructs related to powers and inverse operations and progressively reor-
ganize them to make sense of situations requiring repeated division. Through col-
laborative work and teacher questioning, they generalized the process, represent-
ing it symbolically and linking the quotient structure to exponential notation. Be-
fore receiving a formal definition, several students explicitly expressed the emer-
gent construct as “the number of times we divide by the base to obtain the target
value,” anticipating the core meaning of logarithm within this model.

The analysis also reveals that the repeated-division model helped students reason
about some basic properties of logarithms, such as the relationship between mul-
tiplication of quantities and addition of exponents, and the dependence of the re-
sult on the base. These understandings were grounded in the activity context and
supported by students’ own justifications rather than by formal statements intro-
duced externally. Overall, the findings provide empirical evidence that teaching
logarithms through a basic model rooted in repeated division favors conceptual
construction: students recognize the necessity of the concept, appropriate it
meaningfully, and develop initial relational reasoning about its properties prior to
formalization.
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