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Resumen o Este trabajo forma parte de un proyecto de investigacién sobre pensamiento algebraico en
alumnos de educacidén infantil y primaria. El objetivo de investigacion de este documento es analizar las
relaciones entre variables, representaciones y estrategias que evidencian alumnos de infantil al trabajar
con una tarea de generalizacion. Implementamos un experimento de ensefianza de 4 a 5 sesiones con
alumnos de infantil. Analizamos el trabajo de una de las sesiones, donde se relacionaba el nimero de nifios
invitados a una fiesta de cumplearios y el nimero de zumos necesarios, considerando que uno no toma
(f(n) = n—1). Lasesion se desarrollé en tres momentos: (a) introduccion, (b) trabajo individual y (c) asam-
blea. En las producciones escritas de los alumnos predominé la representacion pictérica e identificamos
estrategias fisicas y cognitivas. Hubo nifios que generalizaron, indicando que “a este nifio no le daremos
zumo porque no le gusta”, para reflejar el “-1” implicado en la funcién.
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Abstract o This work is part of a research project on algebraic thinking in early childhood and primary
education students. The research objective of this document is to analyze the relationships between vari-
ables, representations, and strategies that preschool students demonstrate when working with a general-
ization task. We implemented a teaching experiment of 4 to 5 sessions for preschool students. We analyzed
the work in one of the sessions, where the number of children invited to a birthday party was related to the
number of juices needed, considering that one child does not drink (f(n) = n — 1). The session took place in
three moments: (a) introduction, (b) individual work, and (c) assembly. In the students’ written produc-
tions, pictorial representation predominated, and we identified physical and cognitive strategies. There
were children who generalized, noting that “we will not give this child juice because he does not like it” to
reflect the “-1” implied in the function.
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Generalizacion con la funcion f(n)=n-1

1. INTRODUCCION

El pensamiento funcional es un tipo de pensamiento algebraico, donde las funcio-
nes son el contenido matematico central. Desde la investigacion, cada vez se des-
taca mas la importancia de abordar el pensamiento funcional desde la educacion
infantil (e. g., Blanton et al., 2019; Brizuela et al., 2015; Castro et al., 2017; Kaput,
2008). Pincheira et al. (2023) abordan el pensamiento relacional, el pensamiento
recursivoy el pensamiento funcional en el ambito del pensamiento algebraico, des-
tacando la descripcion del cambio cualitativo y cuantitativo dentro del pensa-
miento funcional. Papic et al. (2011) mencionan la identificacién de las estructuras
que son identificadas en diversos patrones y como estas estructuras permiten es-
tablecer la idea de generalidad y de pensamiento funcional. Las funciones mas uti-
lizadas por nuestros antecedentes en educacion infantil y primer curso de primaria
son f(n) = 2n 0 f(n) = n+ 1. No encontramos investigaciones previas que incorpo-
ren en el trabajo en el aula la funcién f(n) = n — 1, funcién que abordaremos en este
estudio por involucrar la sustraccion y hacer una contribucién en este sentido. Im-
plementamos este estudio en educaciéon infantil, con alumnos entre 3y 5 afios, en
un centro educativo de Granada (Espana).

En el curriculo espafiol se ha incorporado el sentido algebraico en educacion
primaria (Real Decreto 157/2022a, Real Decreto 95/2022b) recientemente. En cam-
bio, no hay mencién explicita a tal sentido en el curriculo de infantil (Real Decreto
95/2022b). Sin embargo, es posible desarrollarlo en este nivel educativo, incorpo-
rando una mirada algebraica en actividades que si deben abordarse en estos cursos.
Por ejemplo, el curriculo para infantil propone que los alumnos establezcan rela-
ciones entre algunos atributos de los objetos y materias, asi como su comporta-
miento fisico cuando se interviene sobre ellas (Real Decreto 95/2022b, p. 21). A ni-
vel internacional, el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000)
recomienda abordar tareas algebraicas desde infantil en Estados Unidos. Paises
como Estados Unidos, Australia, Finlandia y Chile también incorporan la propuesta
del early algebra en sus curriculos (Pincheira y Alsina, 2021).

El objetivo de esta investigacion es analizar las relaciones funcionales, las re-
presentaciones y las estrategias que evidencian alumnos de infantil cuando traba-
jan en una tarea de generalizacion desde un enfoque funcional del algebra escolar.

2. MARCO CONCEPTUAL Y ANTECEDENTES

Para nuestra investigacion, adoptamos la definiciéon de pensamiento funcional de
Carnadas y Molina (2016), quienes establecen que es un proceso cognitivo que forma
parte del pensamiento algebraico, basado en la construccion, descripcion, repre-
sentacion y razonamiento con y sobre las funciones y los elementos que las cons-
tituyen. Con tal de promover el pensamiento algebraico, ofrecemos oportunidades
a los alumnos para que establezcan relaciones entre conjuntos, busquen regulari-
dades, patrones, similitudes y diferencias entre ellos, para lograr formalizar esa
relacion y generalizar. Para ello, partimos de casos particulares pequefios y cerca-
nos, llegando a casos lejanos para su edad o indeterminados, buscando la
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generalizacion. Consideramos que hay evidencias de pensamiento funcional
cuando se hace explicita la relacion entre las variables.

En los dltimos afios se ha explorado en alguna medida el pensamiento fun-
cional en los nifios de educacion infantil. Acosta y Alsina (2024) trabajan con pa-
trones recursivos con 8 nifios de 4 afios; una de las conclusiones a las que llega este
estudio es que hay una mayor evidencia de la recursividad frente a otras relaciones
funcionales. Un grupo de 12 alumnos (5-6 afios) evidencié pensamiento funcional
al establecer la relacién f(n) = n, f(n) = 2ny f(n) = n + 1 en un contexto cercano y
desafiante para el estudiante (Castro et al., 2017). En un estudio de casos con una
nifia de 4 afos, Fuentes y Cafiadas (2022) mostraron evidencias de pensamiento
funcional a través de las funciones f(n) = n y f(n) = 3n. Ella estableci6 la relacion
funcional correcta entre las variables verbalmente. Para la funcion f(n) = n, ex-
pres6: “cadanifio debe llevar un gorro”. Para f (n) = 3n, “3 chuches para cada nifio...
3 para el primero, 3 para el segundo, 3 para el tercero...”. Con alumnos desde los 3
afios, Blanton y Kaput (2004) utilizaron tareas que involucraban las funciones
f(n) =ny f(n) = 2n, enun contexto familiar para ellos. Los alumnos, gradualmente,
descubrieron propiedades en la relacion, como la paridad, la relacion aditiva o mul-
tiplicativa entre las variables.

La generalizacion es el foco principal del algebray, en particular, del enfoque
funcional. La generalizacion inicia en lo particular y avanza hacia lo general, lle-
gando a un nimero indeterminado de elementos. En la generalizacién es impor-
tante el proceso; es decir, las estrategias que utilizamos para identificar el cambio,
establecer la relacion funcional, y la posterior generalizacidn. Los tres conceptos
anteriormente nombrados estan inmersos unos dentro de otros, pero no es nece-
sario que se evidencien cada uno de ellos. También es importante la forma en la que
damos a conocer los resultados; es decir, las representaciones como expresion de
esas relaciones.

Los principales focos de esta investigacion son la generalizacion, las repre-
sentaciones y las estrategias. Comenzamos mostrando investigaciones realizadas
en primaria y luego en infantil, evidenciando la necesidad de este estudio.

2.1. Generalizacion

Pélya (1945) considera la generalizacién como una actividad empirica inductiva en
la que se acumulan ejemplos y se detecta y se sistematiza una regularidad. Cafiadas
y Castro (2007) describen la generalizaciéon como parte de un proceso inductivo que
se construye a partir de casos particulares. Finalmente, se espera una expresion que
abarca todos los casos posibles de una clase de casos particulares.

En entrevistas con 6 alumnos de 2.° de primaria, en el contexto de una ma-
quina de funciones (f(n) = n + 3), 5 de ellos establecieron la relacién entre las va-
riables y generalizaron (Torres et al., 2021). Castro et al. (2017) disefiaron e imple-
mentaron tres intervenciones con un grupo de 12 alumnos de tGltimo afio de infantil
(5-6 afios). Frente a una tarea de pensamiento funcional, los alumnos establecie-
ron la relacion para f(n) = n, f(n) = 2n'y algunos alumnos establecieron la relacion
para la funcién f(n) = n + 1.
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Nuestro estudio contribuye a la investigacion en el area, aportando evidencias
del trabajo que se puede realizar en aula de infantil sobre relaciones funcionales y
generalizacion.

2.2. Representaciones

Las representaciones permiten expresar diferentes nociones matematicas. Ayudan
a comprender y hacen posible manipular elementos sobre estas nociones abstrac-
tas. El estudio de las representaciones comienza en los afios 80, con autores clasicos
como Goldin (1993) o Janvier (1987). Familiarizarse con un mayor ndmero de re-
presentaciones de un objeto matematico permite tener un conocimiento mas ro-
busto del objeto matematico que estamos estudiando (Duval, 1993). Algunas repre-
sentaciones asociadas al trabajo con funciones en educacién primaria son pictérica,
numérica, simbdlica, tabular, grafica, verbal o gestual (e. g., Butto y Rojano, 2009;
Warren et al., 2013). En algunas investigaciones con alumnos de educacion infantil,
la representacion mas frecuente fue la pictorica (Fuentes y Cafiadas, 2021, 2022).

Brizuela et al. (2015) introdujeron la notacion algebraica a un grupo de alum-
nos de 5 a 7 afios con tareas que involucraban las funciones f(n) =n+1, f(n) =n +
2y f(n) = n + 3, con el objetivo de trabajar las letras como cantidades desconocidas.
Los alumnos asumieron las letras para designar valores desconocidos, aunque al-
gunos tendieron a usar valores concretos. Las dificultades detectadas en estas eda-
des son similares a las documentadas en educacion secundaria. Por ejemplo, al es-
tablecer la relacion entre la posicion en el alfabeto y determinar su antecesor o su-
cesor. Un grupo de 13 alumnos de Gltimo afio de infantil (5-6 afios) evidencio pen-
samiento funcional al establecer las relaciones f(n) = 2ny f(n) = n + 1 (Castro et al.
2017). Otro grupo de alumnos de primero de primaria establecio la relaciéon funcio-
nal f(n) = n+ 5 a través del uso de tablas de funciones y su posterior verbalizaciéon
(Morales et al., 2018). Fuentes y Cafiadas (2021) propusieron un problema de gene-
ralizacion que involucraba la funcién f(n) = 5n a 32 alumnos de primero de prima-
ria. Ellos utilizaron la representacion pictdrica al trabajar con casos cercanos y la
representacion numérica cuando los valores aumentaban.

En la literatura de investigacion consultada no encontramos evidencias del
trabajo de pensamiento algebraico con alumnos de 3 afios. Conforme aumenta la
edad de los alumnos, aumenta también el nimero de investigaciones publicadas,
siendo aun escasas en educacion infantil en comparacién con alumnos de otras
edades. Esta situacion es mas acusada en tres afios. Nos interesa evidenciar las re-
presentaciones que utilizan los alumnos de infantil cuando trabajan en una tarea
de generalizacion desde un enfoque funcional.

2.3. Estrategias

Rico (1997) definif las estrategias en la resolucion de tareas matematicas escolares
como las actuaciones de los alumnos en la realizacién de una tarea. Siguiendo esta
definicién, consideraremos las estrategias como los diferentes caminos que llevan
a los alumnos a dar una respuesta ante una tarea planteada; en nuestro caso, una
tarea de generalizacion.
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Callejo et al. (2016) identificaron caracteristicas del pensamiento algebraico
de alumnos de primaria (6 a 12 afios), en un contexto que involucraba la funcién
f(n) = 2n + 2. Las estrategias que detectaron en los alumnos fueron la grafica, re-
cursiva, funcional no proporcional y funcional proporcional. La estrategia grafica
fue lainica que utilizaron en 1.° y 2.° de primaria. Los alumnos de cursos superiores
utilizaron estrategias numéricas que involucraban la proporcionalidad. Cafiadas et
al. (2016) trabajaron con alumnos de 7 afios, a través de un experimento de ense-
flanza donde una de las tareas involucraba la funcién f(n) = 2n. Algunas de las es-
trategias exitosas utilizadas por los alumnos fueron contar de 2 en 2 o sumar dos
veces la cantidad para encontrar el valor solicitado.

El conteo de dibujos fue la estrategia predominante en el trabajo de 32 alum-
nos de 1.2 de primaria al trabajar con las funciones f(n) = 3ny f(n) = 5n (Fuentes y
Cafladas, 2021). Un ndmero minoritario respondid directamente la pregunta, dando
un namero por respuesta. Un grupo de 30 alumnos de 1.° de primaria, en la funcién
f(n) = n+ 5, utilizd las estrategias relacionadas con el conteo en su gran mayoria:
conteo total y conteo desde el mayor de los sumandos; varios respondieron direc-
tamente a la pregunta sin evidencia de la estrategia utilizada (Morales et al., 2018).

Los alumnos de tltimo afio de infantil (5-6 afios) utilizaron las estrategias de
sumar dos veces el mismo nimero (f(n) = n + n) cuando la funcién involucrada en
el problema era f(n) = 2n (Castro et al., 2017), por lo que se observa que identifican
una funcion equivalente a la dada. En los dos primeros cursos de infantil no hemos
encontrado investigaciones que describan las estrategias de los alumnos al resolver
una tarea de generalizacion. Nuestra investigacion aporta evidencia en este ambito.

Con la revision de la literatura justificamos la necesidad de realizar investi-
gaciones como esta, donde el foco de analisis es la generalizacidn, las estrategias y
estructuras que utilizan los alumnos para establecer una relacion entre dos con-
juntos que covarian. Es importante saber qué pueden hacer los alumnos frente a
tareas de pensamiento funcional.

Para lograr nuestro objetivo principal, nos propusimos los siguientes objeti-
vos especificos: (a) identificar y describir las estrategias y representaciones que
usan para resolver la tarea, y (b) identificar las representaciones que utilizan al ge-
neralizar.

3. METODOLOGIA

Esta investigacion es de caracter exploratorio y descriptivo (Hernandez et al.,
2010). Exploratoria porque las investigaciones que hay en torno al tema son escasas
y descriptiva porque perseguimos detallar las actuaciones de los alumnos en la rea-
lizacién de una tarea de generalizacion. Dentro del paradigma de la investigacion
de disefio, llevamos a cabo un experimento de ensefianza (Molina et al., 2011). Di-
sefiamos e implementamos 4 sesiones para el alumnado de 3y 4 afios, y 5 sesiones
para el curso de 5 afios.

Los sujetos de este estudio fueron los alumnos de educacion infantil de un
centro concertado de Granada (Espaia), donde cursaban el tercer trimestre. El nivel
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socioeconémico es medio-bajo. La muestra fue intencionada por la disponibilidad
del centro y de las maestras a cargo de estos cursos. Contamos con el permiso del
centro y de los padres y madres. Los alumnos eran no lectores ni escritores, por lo
que la implementacién de estas sesiones fue en su mayoria de forma verbal (oral),
apoyandonos en el uso de material manipulativo. Anteriormente, no habian traba-
jado con tareas de este tipo. Si habian trabajado con los contenidos curriculares es-
tablecidos para esas edades, pero no habian trabajado tareas de pensamiento fun-
cional donde se relacionaran dos o mas variables.

En la Tabla 1 mostramos las principales caracteristicas de las sesiones imple-
mentadas.

Tabla 1. Sesiones de trabajo y contexto

Sesion Contexto Funciones
1 Gorros (uno para cada nifio) fn)=n
2 Globos (uno para cada nifio y uno en la puerta) fm)y=n+1
3 Zumos (uno para cada nifio y un nifio no toma zumo) fn)=n-1
4 Platos para la tarta (nifios y para los padres del cumpleafiero)  f(n) =n+2
5 Pegatinas (dos para cada nifio) f(n) =2n

En la sesion 1, los alumnos trabajaron sin dificultad la funcién f(n) = n. En la
sesion 2, introdujimos una constante a la funcion (f(n) = n + 1). En las sesiones 1y
2, previas a la que analizaremos en este documento, los alumnos trabajaron de
forma auténoma tareas que involucran pensamiento funcional. Para este trabajo
nos centramos en la sesion 3, por la originalidad que implica el tipo de funcién in-
volucrada en la tarea de esa sesion (f(n) = n — 1). Contamos con la participacion de
14 alumnos de 3 afios, 11 alumnos de 4 afos y 12 alumnos de 5 afios. Las sesiones se
realizaron en sus respectivas aulas.

3.1. Recogida de la informacién

Las tareas implementadas en este experimento de ensefianza las disefiamos y dis-
cutimos en el grupo de la linea de investigaciéon donde esta inmerso este articulo
(www.pensamientoalgebraico.es), el cual esta compuesto por expertos en didactica
de la matematica. En el disefio de las tareas consideramos los siguientes criterios:
(a) contexto cercano para el alumno; (b) enfoque funcional, en el cual interactiian
dos conjuntos de niimeros naturales que covarian; (c) funcién involucrada en el
problema de la forma f(n) = n + m, con n y m, y nimeros naturales; y (d) nimeros
naturales como conjunto numérico involucrado, tanto en el dominio como en el re-
corrido. La intencion es que los nimeros empleados no fueran una dificultad adi-
cional para ellos. Al trabajar con alumnos de 3 a 5 afios, consideramos el ambito
numérico correspondiente a su curso y al siguiente como valores particulares para
la introduccion de la tarea y para la hoja de trabajo. Para guiarlos hacia la generali-
zacion, propusimos valores lejanos a su ambito numérico conocido.
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El contexto general del experimento de ensefianza fue la compra de los ele-
mentos necesarios, sin que sobre ni falte ninguno, para una fiesta de cumplearios.
En particular, en la sesién 3 debiamos comprar zumos, pero uno de los nifios invi-
tados a la fiesta no tomaba zumo. La funcién involucrada era f(n) = n — 1, donde n
representa los nifios que asistian a la fiesta. La variable independiente era la canti-
dad de personas en la fiesta y la dependiente la cantidad de zumos que debian com-
prar. Los valores de la variable independiente por los que preguntamos estan en la
siguiente tabla (ver Tabla 2).

Tabla 2. Valores de la variable independiente planteados

Casos particulares: Casos particulares: Casos lejanos:
Curso introduccién de la tarea hoja de trabajo generalizacién
3 aflos 1,3,4y6 2y5 7y 10
/, anos 1,3,4,6V8 2,5y7 10y 20
5 afios 1,3,4,7,8Y9 2,5,6,10y 20 100

Los materiales con los que trabajamos y que estuvieron a disposicion de los
alumnos fueron varios dibujos con velcros de caras de nifios (invitados) y varias
cajitas de zumos, los cuales podrian ser pegados en un franelograma. Ademas, con-
tamos con una tabla en la cual escribimos las parejas de datos que obtuvimos de los
casos particulares. Para el trabajo individual contamos con hojas de trabajo, donde
debian incluir valores pedidos.

Cada sesion tuvo una duracién de 40 minutos y cont6 con la participacion de
dos investigadoras. Una de ellas —primera autora de este trabajo— dirigio la se-
sién. Otra investigadora ayudé con las camaras y servia de apoyo. Seguimos con la
estructura de la clase antes descrita. En la asamblea, todos los alumnos se sentaron
en la alfombra formando un semicirculo. Comenzamos recordando el contexto de
la fiesta de cumplearios y lo que se necesitaba. Ya habian comprado los gorros y los
globos (en las sesiones anteriores). A continuacion, contextualizamos la sesion,
preguntandoles qué podiamos hacer para la compra de zumos si un nifio no tomaba
zumo, y les preguntamos por casos particulares y cercanos. Por ejemplo, “/cuantos
zumos necesitas si van dos nifios a la fiesta?”, “sy sivan 3?2”, o “¢si solo hay un nifio
en esa fiesta?”. Por cada pareja de datos (niimero de nifios-nimero de zumos), pe-
dimos alos alumnos que participaran, buscando y pegando las caras de los asisten-
tes al cumplearios y, después, haciendo predicciones de cuantos zumos son nece-
sarios (ver Figura 1).
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Figura 1. Asamblea para introducir la tarea de la sesién y trabajar casos particulares

En un segundo momento, registramos el trabajo de cada alumno en las hojas
de trabajo individuales y resolvimos las dudas que pudiesen aparecer. En la Figura
2 mostramos las hojas de trabajo entregadas a los nifios de 3, 4 y 5 afnos, respecti-
vamente. Se observa la diferencia entre los cursos por el ambito numeérico, el ni-
mero de casos particulares planteados y la forma en que planteamos las preguntas.

Figura 2. Hojas de trabajo individual
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Por Gltimo, tras terminar la actividad individual, volvieron a la asamblea para
poner en comun los valores solicitados en el trabajo individual, los cuales escribi-
mos en la Tabla 2. Les consultamos por la relacion entre los valores y cdmo saber
cuantos zumos eran necesarios sin tener que contarlos. Les preguntamos por casos
lejanos. Por ejemplo, en 3 afios les preguntamos cuantos zumos habia que comprar
si en la fiesta habia 7 nifios, y por la generalizacion, utilizando expresiones como
“muchos” o una “megafiesta”, “si va toda tu familia” o “si hacemos la fiesta en el
salon”; en el caso de la generalizacion en 4 afios, preguntamos por los zumos ne-
cesarios para los nifios que asistieron a la fiesta de aniversario, celebracion reali-
zada la semana anterior en el colegio. Tratamos de buscar en conjunto estrategias
que los lleven a respuestas correctas.
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Grabamos las sesiones en video, con una camara estatica colocada al final de
la clase. Esto permite ver cada una de las intervenciones de los alumnos en la sesion
(Figura 1). También recogimos las producciones escritas de los alumnos a través de
las hojas de trabajo individual (Figura 2).

3.2. Categorias y andlisis de datos

Analizamos la informacion procedente de la asamblea (al inicio y al final de la se-
sion) y las producciones escritas de los alumnos que tenemos escaneadas y que se
realizaron de forma individual. Analizamos los videos de la sesion, seleccionando
episodios que evidenciaran diferentes tipos de estrategias y expresiones que rela-
cionaran las variables y los llevaran a la generalizacion.

Las categorias que utilizamos para el analisis de la informacién recogida sur-
gen del interés investigador de este trabajo y son: (a) generalizacion, (b) estrategias
y (c) representaciones.

Para la categoria generalizacién hemos considerado tres subcategorias: (a)
reconocer la regularidad en casos cercanos, donde el alumno identifica una regu-
laridad en casos cercanos a su ambito numérico; (b) en casos lejanos, el alumno
identifica una regularidad para los casos que estan fuera de su ambito numérico; y
(c) en la generalizacion, el alumno expresa una regla general que sirve para todos
los casos posibles. En cuanto a las subcategorias de estrategias, por la edad del
alumnado y la naturaleza exploratoria del estudio, emergieron del analisis de los
datos recogidos, y las detallaremos en el apartado de resultados y discusion (Tabla
4). En la categoria representaciones, consideramos la representacion pictorica,
cuando utiliza un dibujo para dar solucién al problema planteado; y numérica,
cuando el alumno entrega un nimero como respuesta.

Después de la sesion, las autoras de este trabajo revisamos las respuestas de
los alumnos e hicimos una primera codificacion. Cada investigadora, por separado,
analiz6 y clasifico las representaciones y estrategias que usaron para resolver la ta-
reay las expresiones que utilizaron al generalizar. Luego compartimos los resulta-
dosyllegamos a consenso en aquellos casos que planteaban dudas, hasta que acor-
damos las categorias asignadas a cada respuesta. Al ser una cantidad relativamente
pequena de datos, pudimos revisar cada uno de ellos de forma exhaustiva, espe-
rando encontrar nuevas subcategorias.

Utilizamos una planilla de calculo para la asignacion de las categorias de la
sesion grupal y en la actividad individual. Asignamos a cada alumno el nombre
“A<curso>-<n.° de lista>" para mantener el anonimato. Por ejemplo, A3-12 es el
alumno del aula de 3 afios que ocupa la posicion 12. Representamos con unal a la
investigadora. Registramos y organizamos la informacién a través de hojas de
calculo. Transcribimos los extractos de video que eran interesantes y que eviden-
ciaban la generalizacion.
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4. RESULTADOS Y DISCUSION

Para la presentacion de resultados, seguimos los focos de esta investigacion —re-
presentaciones, estrategias y generalizacion—. Para cada uno de ellos, mostramos

ejemplos de las producciones escritas de los alumnos y extractos de los dialogos
generados en la asamblea.

4.1. Representaciones

En la tabla 3 presentamos las representaciones identificadas en las producciones

escritas utilizadas por los alumnos. Identificamos el uso de dos representaciones,
la pictérica y la numérica.

Tabla 3. Representaciones

N.° de Representacion Representacion
Curso participantes pictorica numérica
3 afios 14 6 (43 %) -
/, anos 11 11 (100 %) -
5 afios 12 9 (64 %) 3 (36 %)

En la Tabla 3 observamos un predominio de la representacion pictorica,
siendo la Gnica representacion utilizada en las edades de 3 y 4 afios. En 5 afios hay
3 alumnos que utilizaron la representaciéon numeérica, pero continia el predominio
de la representacion pictdrica también en este curso.

En el analisis de las producciones escritas encontramos algunos casos que
destacan por su originalidad, por las representaciones que emplean. A continua-
cion, seleccionamos un ejemplo de cada curso para evidenciar de la mejor manera
la representacion utilizada por el alumno.

En la Figura 3 vemos que A3-4 utilizd la representacion pictdrica para deter-
minar cuantos zumos son necesarios, dibujando uno en la columna de la variable
dependiente.

Figura 3. Trabajo individual de A3-4

de

A/-1 utilizo la representacion pictérica, dibujando al lado de cada cara un
Zumo, excepto para un nifo (que no tomaba zumo) (ver Figura 4).
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Figura 4. Trabajo individual de A4-10

5= Q@
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A5-16 utiliz6 la representacion pictorica inicamente (ver Figura 5). Dibuj6 las
caras de los nifios junto al 6 dado para el nimero de nifios. En el espacio designado
en la tabla para los zumos, dibujo los necesarios para los 6 nifios.

Figura 5. Trabajo individual de A5-16

Los tres ejemplos presentados anteriormente evidencian representaciones
que ayudan a establecer una relacion entre las variables involucradas. En el si-
guiente apartado veremos que detras de estas representaciones también podemos

encontrar estrategias asociadas.

4.2. Estrategias

En el trabajo con todos los alumnos de cada curso, reconocemos dos tipos de estra-
tegias que emergieron: (a) estrategias fisicas, cuando la accion se centra en un ob-
jeto o en su cuerpo, y (b) estrategias cognitivas, cuando la accion se centra en un
numero o elemento abstracto. En la Tabla 4, se encuentran las subcategorias y su
descripcion para la funcion f(n) = n — 1.

Tabla 4. Estrategias utilizadas en la funcion f(n) =n -1

Tipos de
estrategias  Subcategoria

Descripcion

Alumnos

Estrategias Tapar / aislar/ quitar
fisicas / tachar una carita

Conteo de figuras
Contar con los dedos

Ordenar los
elementos, colocar
un zumo cercade la
cara

Descartan al nifio que no
toma zumo

Cuentan los zumos pegados
en el franelograma

Utilizan los dedos para contar
los zumos

Colocan un zumo en la cara
de cada nifio o cerca de ella,
de manera de ordenarlos

A3_1) A3_4) A3_9) A3_
11, AS—Z, A5-10

A3-9,A5-10
A3-5

A3_1) A3_2) A3_9) A3_
14, A4-2, AL-11, Ai-
13, All-_llh A5_7
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Tipos de
estrategias  Subcategoria Descripcion Alumnos
Estrategias Concretizar Asignar un valor concretoalo A3-5,A3-9,A5-2,
cognitivas desconocido A5-9

Conteo hacia atras Contar hacia atras desde el A/-10

nimero dado
Recordar que unono  Dar por respuesta la misma A4-14,A5-2,A5-10
toma zumo cantidad de nifios que de

zumos y recordar que umno no
toma para luego rectificar

Restar 1 Restar uno ala cantidad de A5-1/
nifos en la fiesta

A continuacion, para la clase de 3 afios, transcribimos el fragmento de la entrevista
donde se aprecia el trabajo con casos particulares cercanos y la estrategia fisica de
ordenar los elementos. En este caso, interactiia la investigadora con los alumnos
A3-1,A3-2yA3-9.

I: Si ahora hay tres nifios en la fiesta, ¢cuantos zumos tenemos que comprar?

A3-9: A este no le gustan, a este siy a este si (indicando con su dedo las caritas
de nifios en el franelograma).

I: ;Cuantos zumos compramos?

A3-1: Dos, para este y este [coge las figuras de dos zumos y se las pone en la boca
alas caritas].

I: ¢Y este por qué no tiene zumo?
A3-2: Porque toma leche.

Cuando les preguntamos por los zumos necesarios para 4 nifios, los alumnos
van buscando otras estrategias que expliquen sus respuestas. A continuacion, res-
catamos el siguiente fragmento de la clase, que permite evidenciar las estrategias
de aislar o tapar al nifio que no toma zumo y ordenar los elementos colocandolos
en la boca de los que si toman zumo, para luego contarlos. En el siguiente frag-
mento podemos apreciar como el investigador interactia con los alumnos A3-1,

A3_4-) A3_9) A3_11 y A3_14-

I: Pensemos, Jcudntos zumos necesito aqui? [Hay cuatro caras en el franelo-
gramal.

A3-/4: Tres zumos.
I: ¢Por qué tres?

A3-4: Porque a este le gusta la leche. [Pone la carita del nifio alejada de los otros
tres nifios].

[Les dimos caritas a seis alumnos para poner en el franelograma, pero uno tardé
en colocarlal.

A3-11: Son cuatro zumos.
I: ;Cuatro zumos?
A3-1: A este no le gustan los zumos. [Tap0 la cara con las manos].

A3-11: Cuatro zumos para estos que si le gustan.
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I: ;Cuantos nifios hay en esta fiesta? [Terminaron de poner la sexta carita).
A3-1: [Tapando una carita] A este no le gustan.

A3-9: [Contando las caritas] Cinco zumos.

A3-14: [Pone los cinco zumos, uno en la boca de cada carita].

I: ;Cuantos zumos hay?

A3-14: Cinco.

En el siguiente didlogo se aprecia la utilizacion de la estrategia fisica de contar
con los dedos y de aislar al nifio que no toma zumo; también se aprecia el uso de la
estrategia cognitiva de concretizar las cantidades indeterminadas al preguntarle
por muchos nifios y de recordar que uno no toma zumo. Intervienen los alumnos

A3-5,A3-9yA3-14.
I: ¢Y si hay cinco nifios?
A3-5: Cuatro. [Muestra cuatro con los dedos].
I: ¢Por qué cuatro?
A3-5: Porque a uno no le gustan.
I: §Y si van muchos nifios a la fiesta?
A3-5: Cinco.
I: ¢Y si van diez nifios?
A3-14: Diez.
I: $Qué pasaba con ese nifio? [ Le ensefia la carita que habian separado del grupo].
A3-9: Pues no le compramos zumo, pero si le compramos a los otros nifios.

En la clase de 4 afios, al consultarles por los zumos necesarios para 4 nifos,
se genera el siguiente dialogo, evidenciando la necesidad de utilizar la estrategia de
ordenar los elementos y de quitar al nifio que no toma zumo. La investigadora in-
teracta con los alumnos A4 -2, A4-11y A4-14.

I: Y sivan a la fiesta cuatro nifios?

A/-2: Son seis zumos. [Pone 2 zumos sobre las cabezas de dos caritas y los otros
desordenados en el franelogramal.

I: A4-11, ¢Estas de acuerdo con lo que hizo tu compafiera? ;Quieres ir a arre-
glarlo?

A/-11: No... [Quita algunos zumos del franelograma].

A4-14: Ese que esta abajo es del nifio que si le gustan.

A/-13: [Reacomoda otros sobre las caritas].

[Hay cuatro nifios y cuatro zumos].

A/-14: Pero a este no le gustan. [Quita del franelograma el zumo del primer
nifio].

I: ¢Estan de acuerdo con su compariera?

[Todos asienten].
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Para casos particulares lejanos, rescatamos el siguiente dialogo. En él pode-

mos apreciar la estrategia cognitiva de contar hacia atras y recordar que uno no
toma zumo. Intervienen los alumnos A4-10 y A4-14.

I: 4Si hay nueve nifios en la fiesta? [Participan todos los nifios colocando una
carita en el franelograma].

A/-10: Nueve zumos.
A/-14: A uno no le gustan los zumos.

I: Mira lo que te esta recordando tu compafiera, /cuantos zumos hay que com-
prar?

A/-10: Ocho.
I: ¢Por qué?
A/-10: Después del nueve va el ocho. [Cuenta hacia atras: nueve... ochol.

En el aula de 5 afios, al consultarles por casos particulares lejanos, se aprecia

que las estrategias fisicas que utilizan para convencer a un compaiiero sobre la can-
tidad de zumos necesarios son: tapar una carita o retirarla del franelograma, buscar
un orden para saber a quién le corresponde qué zumo y contar con los dedos. Sobre
las estrategias cognitivas, recordandole que uno de ellos no recibe zumo o restando
uno a la cantidad de nifios, cuando el nimero de nifios es desconocido, deben con-
cretizar. En este dialogo interactian la investigadora y los alumnos A5-2, A5-7,
A5-9,A5-10, A5-14 y A5-20.

82

[: Vamos a poner un nimero grande.

A5-9: Nueve.

[Varios alumnos pusieron las caritas en el franelogramal.

I: ¢Cudntos zumos necesito si hay nueve nifios en la fiesta?

A5-9: Ocho.

A5-14: Ocho. A uno no le gustan.

A5-20: Cero.

I: ¢Es posible que tengamos que comprar cero zumos para estos nifios?
A5-9: No, porque ningtn nifio tocaria a nada.

A5-2: Ocho... ocho porque a un nifio no le gustan los zumos.

I: E5-20 va a salir a buscar los zumos, ¢cuantos zumos necesitas si hay nueve
nifios?

A5-20: Nueve zumos.

I: ¢Estan de acuerdo que si son nueve nifios debemos comprar nueve zumos?
Todos: Nooo. [Todos juntos].

I: Como le podemos explicar a A5-20 cuantos zumos debe comprar?

A5-2: Siauno no le gusta el zumo, ¢por qué nueve?

A5-20: Cuatro.
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A5-10: A este no le gustan [coge una de las caritas y cuenta el resto]. Son ocho.
I: ;Cuantos zumos tenemos que comprar A5-20?

A5-20: Dos.

A5-2: Tapamos una carita para que A5-20 pueda contar cuantos son.

A5-10: Hay uno al que no le gustan los zumos, pues hay ocho.

A5-20: Ocho. [Busca ocho dibujos de zumos, y los coloca al final del franelo-
gramal.
I: ¢Le darian algiin consejo a A5-20?

A5-7: Deberia ordenar los zumos para saber a quién le da zumos.

4.3. Generalizacion

De manera global, los alumnos de los 3 cursos no tuvieron mayor dificultad al res-
ponder por los casos particulares y cercanos, pero si cuando los nameros por los
que les preguntamos fueron mayores. En la Tabla 5 mostramos los alumnos que
establecieron la relacion entre las variables, dando una o varias respuestas correc-
tas a las preguntas planteadas, segtin trabajaron con casos cercanos, lejanos o lo-
graron expresiones que evidenciaron la generalizacion.

Tabla 5. Alumnos que establecen la relacién entre las variables

Curso Casos cercanos Casos lejanos Generalizacion
3afios  A3-1,A3-2,A3-4, A3-4,A3-5,A3-9, A3-9(7 %)
A3-9,A3-11,A3-14 A3-14 (29 %)
(43 %)
4Lafios  A4-2,A4-10,A4-11,A4L-  A4-10,A4-11, A4-10,AL-14
13, A4-14 A4-14 (27 %) (18 %)
(45 %)
5anos  A5-2,A5-3,A5-7, A5-2,A5-7,A5-9, A5-2,A5-7,A5-9,
A5-9,A5-10,A5-14,A5- A5-10,A5-14, A5-10,A5-14
16,A5-17,A5-20(75%)  A5-20 (50 %) (42 %)

Seis de los 14 alumnos de 3 afios (A3-1, A3-2, A3-4, A3-9, A3-11, A3-14) que
asistieron a esta sesion contestaron por casos cercanos, y cuatro (A3-4, A3-5, A3-
9y A3-14), por casos lejanos. A3-9 fue el inico que expres6 una idea que sirve para
cualquier caso, al decir: “Pues no le compramos zumo (al nifio que no le gustan),
pero si le compramos a los otros nifios”, sin importar cuantos son los “otros ni-
nos”.

En el aula de 4 afos, cinco alumnos contestaron por casos cercanos (A4-2,
A4-10, A4-11, A4-13, A4-14), tres de ellos por casos lejanos (A4-10, A4-11, A4-14)
y dos por la generalizacion (A4-10, A4-14). En el siguiente dialogo se evidencia esta
generalizacion, al establecer una estrategia que sirve para todos los casos posibles,
ya que A4-10 considero6 que era el nimero que venia antes.

I: Cuando hay siete nifios en la fiesta, cuantos zumos debemos comprar?
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A/-14: [Va cogiendo uno a uno los zumos y los pega en el franelograma] A este
sile gustan, a este no le gustan... [Deja uno sin zumo].

I: ¢Y si hay ocho nifios?

A/-10: Compramos siete y dejamos a uno que no le gustan.

I: ¢Si hay nueve nifios en la fiesta?

A/-10: Ocho.

I: ¢Por qué?

A/-10: Después del nueve va el ocho. [Cuenta hacia atras: nueve... ochol.

En 5 aflos, 9 de los alumnos establecen una relacién para casos cercanos (A5-
2,A5-3,A5-7,A5-9, A5-10, A5-14, A5-16, A5-17, A5-20), seis de ellos para casos
lejanos (A5-2,A5-7,A5-9,A5-10,A5-14,A5-20) y cinco alumnos generalizan (A5-
2, A5-7, A5-9, A5-10, A5-14). En el siguiente fragmento se observa la interaccion
de la investigadora con varios alumnos.

I: Si hay siete nifios.

A5-2: Tenemos siete, le quitamos un dedo porque hay un nifio que no le gustan
los zumos y son seis.

I: Ocho nifios, ¢cuantos zumos?

A5-10: Siete.

A5-14: Siete, a un niflo no le gustan los zumos.

I: ¢Si son diez nifios?

A5-2: Nueve.

A5-14: Diez mas diez y, sia uno no le gustan los zumos, tenemos que quitar uno.
I: ¢(Diez mas diez?

A5-7: Diez mas diez son veinte, le quitamos uno y son noventa y nueve zumos
[une los nueve de cada uno de los diez que conforman veinte].

A5-10: Si hay diez y le restamos uno, ahi estan los nueve.
I: §Y si vinieran muchos nifios?

A5-14: Muchos zumos... §y le quitamos el del nifio que no le gustan los zumos?

5. CONCLUSIONES

El objetivo principal de esta investigacion era analizar las relaciones que establecen
alumnos de infantil al trabajar en una tarea de generalizacion desde un enfoque
funcional del dlgebra. Lo logramos con el analisis de las sesiones y las producciones
escritas de los alumnos.

En cuanto al logro de los objetivos especificos, identificamos y describimos
las estrategias y representaciones que utilizan para resolver la tarea. Las estrate-
gias identificadas que emergieron de este estudio las distinguimos en: (a) estrate-
gias fisicas, cuando la accién se centra en un objeto o en su cuerpo (por ejemplo,
tapar un elemento, dar un orden a los elementos, contar las figuras o contar con los
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dedos), y (b) estrategias cognitivas, cuando la accidn se centra en un nimero o ele-
mento abstracto (por ejemplo, contar hacia atras, restar 1 o recordar que uno no
toma zumo y rectificar). Esta tipologia de estrategias es una contribucién de esta
investigacion. Las representaciones que los alumnos utilizaron fueron pictéricas y
numéricas. Identificamos las expresiones que utilizaron al generalizar, mostrando
ejemplos. Estas expresiones son diferentes segiin la edad. En 5 afios, los argumen-
tos son mucho mas elaborados que en los niveles inferiores, lo que concuerda con
investigaciones como la de Blanton y Kaput (2004).

Analizamos las sesiones en video y transcribimos algunos episodios que evi-
denciaban el trabajo con casos cercanos, lejanos e indeterminados. En la Tabla 5 se
aprecia que en los diferentes cursos hay 20 alumnos que establecieron el resultado
correcto para casos cercanos (43 %, 45 % y 75 %, respectivamente por curso), 13
alumnos para casos lejanos (29 %, 27 % y 50 %, respectivamente) y solo 8 lograron
expresiones que sirvieron para resolver casos indeterminados (7 %, 18 % y 42 %,
respectivamente). Tiene sentido pensar aqui en el desarrollo del razonamiento in-
ductivo (en términos de Cafladas y Castro, 2007), ya que partieron de casos parti-
culares y encontraron regularidades en casos cercanos, consolidando estos hallaz-
gos para casos lejanos y tratando de buscar expresiones que los ayuden a generali-
zar y a identificar estructuras que los lleven a pensar funcionalmente (Papic et al.,
2011; Pincheira y Alsina, 2023).

Un aporte de esta investigacion es el trabajo mostrado de nifios de educacion
infantil en contextos funcionales donde la funcién implicada es f(n) = n — 1. Las in-
vestigaciones consultadas involucraban la suma o la multiplicacién. El trabajo con
los tres cursos de infantil permite una vision amplia de las respuestas dadas por
estudiantes de los tres cursos de este nivel educativo.

En los didlogos mostrados como ejemplos en este estudio, evidenciamos que
en los dos primeros cursos (3 y 4 afios) se gestiona una respuesta grupal, la cual
construyen en conjunto todos los alumnos de la clase. En cambio, en la clase de 5
aflos, cada estudiante sabia la respuesta. Era una respuesta personal, previa a la
opinion de los otros alumnos. Este no era un objetivo de la investigacion, pero lo
destacamos como hallazgo dentro de la observacion del trabajo en el aula.

Emergio la necesidad de llegar a consensos sobre las estrategias que los po-
dian ayudar a solucionar el problema. Por ejemplo, en 4 afios, el primer consenso
fue ordenar los elementos en el franelograma para que después se pudiera asociar
una carita con un zumo sobre ella. Ademas, hubo que recordar que un nifio no to-
maba zumo.

En 5 afios, que uno de los alumnos no pudiera encontrar el nimero de zumos
necesarios para 9 nifios, ayudo a que los demas verbalizaran la funciéon y que bus-
caran diferentes estrategias para convencer al compaiiero. Se aprecia que los argu-
mentos de los alumnos de cinco afios son mas firmes que los de los estudiantes de
menor edad, ya que defendieron una posicion sobre la veracidad de su respuesta.
En 4 afios encontraron dificultad cuando se les pregunt6 por los zumos necesarios
para 4 nifios, a pesar de que 4 no es un nimero que quede fuera de su ambito nu-
mérico. Rehacer una respuesta fue lo que supuso una dificultad.
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Esta investigacion aporta evidencias de trabajo sobre pensamiento funcional
que es posible realizar en el aula regular de educacion infantil. Sabemos que estos
hallazgos no son generalizables a toda la poblacion por la intencionalidad de la
muestra, pero si orientan a futuras investigaciones y también al trabajo de los do-
centes. Es viable la introduccion de funciones que involucran la sustraccion en edu-
cacion infantil, ya que los alumnos lograron resolver la tarea a través de diferentes
representaciones y empleando estrategias variadas para llegar o aproximarse a la
generalizacion. Sugerimos su inclusién desde este nivel educativo para que desa-
rrollen habilidades algebraicas adecuadas a su edad y que ademas puedan ser ttiles
para introducir el sentido algebraico, que trabajaran en educacién primaria.
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This work is part of a research project on algebraic thinking in preschool and pri-
mary school students (www.pensamientoalgebraico.es/en) developed in Spain. The
research objective of this document is to analyze the relationships between varia-
bles, representations, and strategies that preschool students demonstrate when
working on a generalization task. We implemented a teaching experiment consist-
ing of four sessions in the 3- and 4-year-old preschool classrooms and five ses-
sions in the 5-year-old preschool classroom. We analyzed the work from one of the
sessions, which related the number of children invited to a birthday party and the
number of juice boxes needed, assuming that one child does not drink juice box
(f(n) = n—1). We considered it interesting to analyze this session, since the func-
tion f(n) = n — 1is one of the least explored functions in the existing literature. The
session was conducted in three phases: (a) introduction, where students con-
fronted the task and the context, exploring specific cases close to their numerical
field and discussing possible answers; (b) individual work, through a written test,
we individually explored previously unseen values; and (c) assembly, at this point
in class, cases that fall outside their numerical scope are analyzed, seeking and so-
cializing strategies that lead to generalization. In the students’ written produc-
tions, pictorial representation predominated, using drawings to respond to the
particular cases they were asked about. In the strategies, we identified physical
strategies, when the student uses his body to express the answers, for example,
covering one of the juices with his hands, and cognitive strategies, when the stu-
dent uses abstract elements in his answers, such as subtracting one from the num-
ber of children at the party or remembering the number that comes before. Some
students achieved generalization, indicating that “we will not give this child a juice
box because he does not like it” to reflect the “-1” implied in the function, regard-
less of the number of children they are asked about. This research contributes to
teaching by detailing the process of creating a teaching experiment, a useful tool
for classroom work, with examples of its implementation in early childhood edu-
cation classrooms, its analysis, and the responses provided by students.
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