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Resumen o En este articulo nos proponemos responder a qué conocimientos algebraicos se evidencian
cuando un grupo de estudiantes de 9-10 afios inventan sentencias numéricas e historias matematicas, y
qué aportes ofrecen estas tareas al desarrollo del pensamiento algebraico desde las dimensiones estructu-
ral y analitica. Analizamos las respuestas de estudiantes de estas edades, prestando atencion a las opera-
ciones y propiedades involucradas, los significados del signo igual y como se refieren y razonan sobre can-
tidades desconocidas. Los resultados muestran que el alumnado inventa sentencias que involucran niime-
ros y cantidades desconocidas, apoyandose en diferentes propiedades de las operaciones y evidenciando
comprensiones relacionales del signo igual. Al inventar historias, relacionan las cantidades desconocidas
con situaciones cotidianas y plantean historias coherentes con la ecuacién dada. Discutimos el rol que tiene
la invencion de problemas en la construccién del pensamiento algebraico en los primeros cursos de la edu-
cacion primaria.
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Abstract oo In this article, we aim to address the following research questions: What algebraic understand-
ings are evidenced when a group of 9—10-year-old students invent numerical sentences and mathematical
stories? And what contributions do these tasks make to the development of algebraic thinking from both
structural and analytical perspectives? We analyse students’ responses by focusing on the operations and
properties involved, the meanings attributed to the equal sign, and the ways in which students refer to and
reason about unknown quantities. The results show that students invent sentences involving numbers and
unknown quantities, drawing on different properties of operations and demonstrating relational under-
standings of the equal sign. When inventing stories, they relate unknown quantities to everyday situations
and construct narratives that are coherent with the given equation. We discuss the role of problem inven-
tion in the construction of algebraic thinking in the early years of primary education.
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La invencion de sentencias e historias matematicas

1. INTRODUCCION

La invencion de problemas es considerada una actividad matematica auténtica que,
a la vez, constituye una oportunidad para acceder al pensamiento matematico de
estudiantes de diferentes niveles educativos (Cai y Hwang, 2020; Fernandez-Mi-
llan y Molina, 2016). Desde hace décadas, la comunidad cientifica ha destacado la
importancia que supone prestar atencion a las ideas matematicas del estudiantado,
ya que centrar la ensefianza en dichas ideas genera oportunidades para un apren-
dizaje mas profundo (Walkoe et al., 2022). En esta linea, entendemos que los pro-
blemas inventados por los estudiantes se presentan como una via especialmente
valiosa para explorar su pensamiento matematico. Sin embargo, y a pesar del reco-
nocimiento del potencial de lainvencién de problemas, atin es necesario desarrollar
un marco tedrico mas sélido que permita analizar su impacto en distintos contextos
(Cai y Hwang, 2020; Ruthven, 2020). En este articulo nos centramos en la ense-
flanza y el aprendizaje del algebra en educacién primaria, destacando que, aunque
la investigacién ha estudiado ampliamente como estudiantes de 6 a 12 afios resuel-
ven problemas algebraicos (Kieran, 2022), la invencién de problemas ha recibido
escasa atencion.

Adoptamos la idea de Cai y Hwang (2020) sobre la invencién de problemas, la
cual involucra diversas actividades interrelacionadas que requieren inventar (o re-
formular) y expresar un problema o una tarea matematica en un contexto particu-
lar. Para estos autores, los términos problema y tarea son interpretados en sentido
amplio para incluir cualquier pregunta matematica que pueda plantearse y cual-
quier tarea matematica que pueda realizarse basandose en la situacién problema-
tica. En el ambito de la investigacion sobre la invencion de problemas algebraicos,
los estudios previos se han centrado principalmente en la invencién de patrones
(Baro, 2024) o en la invencion de problemas verbales a partir de una representacion
simbodlica inicial (Cafiadas et al., 2018). En este trabajo nos interesamos especifica-
mente en la invencién de historias matematicas a partir de una expresion alge-
braica dada. Asimismo, exploramos un contexto escasamente tratado en la litera-
tura: la invencion de igualdades y sentencias numéricas, con el objetivo de ampliar
los conocimientos que emergen al inventar problemas algebraicos en educaciéon
primaria.

La ensefianza del algebra escolar tiene como propoésito central el desarrollo
del pensamiento algebraico (Kieran, 2022). Conceptualmente, entendemos que el
pensamiento algebraico va mas alla de la manipulaciéon de simbolos, pues el foco
esta puesto en como estudiantes expresan la estructura y propiedades de los ni-
meros, las operaciones y las relaciones (dimension estructural); y los modos en que
tratan las cantidades desconocidas como si fueran conocidas (dimension analitica)
(Kieran, 2022). Aunque ambas dimensiones tedricas han sido ampliamente estu-
diadas de forma independiente en el contexto de la resolucion de problemas, no se
han explorado de manera conjunta ni tampoco en el contexto de la invencion de
problemas. Esto constituye la principal contribucién de este articulo. En concreto,
nos proponemos explorar por separado ambas tareas de invencién de problemas
(historias matematicas e invenciéon de sentencias a igualdades numeéricas), que
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representan un primer acercamiento a la invenciéon de problemas algebraicos en
educacion primaria. Desde un enfoque exploratorio y descriptivo, este estudio
busca dar respuesta a las siguientes preguntas: ;Qué conocimientos algebraicos se
evidencian cuando un grupo de estudiantes de 9-10 afos inventan sentencias nu-
méricas e historias matematicas?, y {Qué aportes ofrecen estas tareas al desarrollo
del pensamiento algebraico desde las dimensiones estructural y analitica? Dos ob-
jetivos nos permitiran abordar estas preguntas:

1. Identificar y caracterizar las estructuras matematicas y las formas de refe-
rirse a cantidades indeterminadas que evidencian los estudiantes al inventar
sentencias numéricas e historias matematicas.

2. Reflexionar, a partir del analisis realizado, sobre las potencialidades de las
tareas de invencion introducidas (sentencias numéricas e historias mate-
maticas) para favorecer el desarrollo del pensamiento algebraico en los es-
tudiantes.

2. PENSAMIENTO ALGEBRAICO

Conceptualmente, entendemos que el pensamiento algebraico se organiza a través
de tres dimensiones tedricas: (a) analitica, que, entre otras cosas, se centra en tra-
tar con lo desconocido como si fuera conocido; (b) estructural, que se relaciona con
ver y expresar estructuras y propiedades de nimeros, operaciones y expresiones; y
(c) funcional, que se centra en la generalizacion de relaciones funcionales a través
de diferentes representaciones (Kieran, 2022). En esta investigacion nos enfoca-
mos en las dos primeras dimensiones.

2.1. Sentencias e igualdades numéricas

Las igualdades y sentencias numéricas son fundamentales en el aprendizaje de la
aritmética y en el desarrollo del pensamiento algebraico, ya que permiten a los es-
tudiantes comprender la estructura del sistema numérico y la relacion entre las
operaciones matematicas (Molina, 2006). En particular, las igualdades numéricas
abiertas,como 6 + 4 = ___ + 5, favorecen la comprension relacional del signo igual,
aspecto clave en el desarrollo del pensamiento algebraico. Asimismo, las sentencias
numéricas verdaderas o falsas ayudan a los estudiantes a reflexionar sobre la vera-
cidad de las expresiones, promoviendo estrategias de justificacion y argumenta-
cion (Carpenter et al., 2003). La Figura 1 muestra ejemplos de estas sentencias em-
pleadas en este estudio dentro del contexto de la resolucién de problemas.

Figura 1. Igualdades y sentencias numéricas

o Igualdades numéricas B) Igualdades numéricasg™
|
14+5=5+12 127 + 98 = 98 + 127 /
6+a=-a+7 50+a=b+50
12+11:12+11J 450 + 20 = 320 + 450 a+23=23+a a+b=b+a

Fuente: (Pinto et al., 2023, p. 155)

AIEM (2025), 28, 77-96 79



La invencion de sentencias e historias matematicas

En tareas de inventar sentencias para discutir su veracidad o falsedad, desde
nuestro posicionamiento tedrico, la dimension estructural tiene relacion con que es-
tudiantes atiendan a las operaciones y propiedades involucradas en las sentencias
y justifiquen la veracidad o falsedad de estas sin la necesidad de recurrir a calculos
aritméticos. Por ejemplo, un conocimiento de la propiedad conmutativa de la adi-
cion llevaria a reconocer que la expresion 14 + 5 = 5 + 12 es falsa, pues no estan los
mismos sumandos en ambos lados del signo igual. En cambio, a + 23 =23 +a es
verdadera. Ademas, este tipo de tarea permite explicitar como es comprendido el
signo igual. Molina y Ambrose (2008) identifican tres etapas en la comprension del
signo igual:

e Estimulo para unarespuesta: el signo igual se interpreta como un simbolo ope-
racional de izquierda a derecha, lo que implica que actia como una orden para
dar la respuesta a las operaciones expresadas en el lado izquierdo, situandose
la respuesta justo a la derecha del signo igual.

e Expresion de una accion: refiere a una interpretacion operacional del signo
igual mas flexible al aceptar que el resultado de la operaciéon que contiene la
sentencia puede aparecer tanto en un miembro como en otro. En este caso se
resuelven exitosamente sentencias que contienen operaciones solo en uno de
los miembros.

e Equivalencia numérica: el signo igual es interpretado como un simbolo rela-
cional y se resuelven exitosamente sentencias con simbolos operacionales en
ambos miembros.

La dimension analitica se pone de manifiesto cuando estudiantes razonan con
cantidades indeterminadas (como el caso de las letras en figura 1b) y las suman,
restan, multiplican o dividen, como si fueran conocidas. Esta dimensién no re-
quiere necesariamente de simbolos alfanumeéricos, estudiantes pueden razonar con
cantidades indeterminadas a través de, por ejemplo, dibujos, palabras o materiales
manipulativos.

2.2. Ecuaciones e historias matematicas

Desde la perspectiva del pensamiento algebraico, el trabajo con ecuaciones busca
desarrollar una comprension relacional del signo igual, asi como razonar con ex-
presiones, establecer la equivalencia entre distintas expresiones en términos ge-
nerales, y plantear y resolver ecuaciones (Blanton et al., 2018). Segin Radford
(2022), el trabajo con ecuaciones en la educacién primaria suele ser abordado a tra-
vés de igualdades aritméticas abiertas (p. €j., 5+ ___ =16), ecuaciones alfanuméri-
cas (p. €j., 5 +x =16) o a través de historias matematicas, que son narrativas que
permiten dar significados contextuales a las expresiones matematicas simbdlicas.
Por ejemplo, en la Figura 2 presentamos dos historias que introdujimos al inicio de
una sesion de trabajo dentro del contexto de la resolucion de problemas (Pinto et
al., 2023). También incluimos la ecuacion que refleja su estructura.
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Figura 2. Historias matematicas para representar ecuaciones

7S

Desafio 1
Compré una caja con lapices de colores. Tengo una canasta con manzanas.
Como en mi casa tenia 15 lépices, ahora tengo 20 en total. En el interior de la canasta hay 20 manzanas verdes y otras rojas.

S 14—
2222 el

S X+15=20

T=20+8S

. P . ;Cua ?
sCuéntos lapices hay en la caja? ¢Cuantas manzanas hay en la canasta?

Fuente: Pinto et al. (2023, p. 162).

En las tareas en las que hay que inventar una historia matematica dada una
ecuacion, la dimension estructural también se puede relacionar con la comprension
del signo igual, asi como con la transformacion y generacion de expresiones equi-
valentes (Kieran, 2022). En los ejemplos de la figura 2 se expresan las historias con
lenguaje natural y simbdlico. Si bien ambas expresiones tienen diferentes formas,
son equivalentes. Otro aspecto que se relaciona con esta dimension es el significado
de las operaciones implicadas (las estructuras semanticay sintactica del problema)
(Molina y Canadas, 2018).

La dimension analitica se interesa por la manera en que los estudiantes dan
significados a las cantidades indeterminadas (incognitas o variables) dado un de-
terminado contexto (Kieran, 2022). Si la tarea de inventar historias se comple-
menta con la de resolver la ecuacion, esta dimension ademas involucraria el pen-
samiento relacionado con las transformaciones de equivalencia en las cuales se
puede observar el uso de las propiedades de la igualdad u otras propiedades mate-
maticas que permiten mantener la relacion de verdad entre los miembros de la
ecuacion que se encuentran a cada lado de la igualdad con el objetivo de encontrar
el valor de la incognita.

2.3. Invencion de problemas en el contexto del algebra escolar

Desde la perspectiva del algebra escolar, la invencion de problemas impulsa la ex-
ploracion de patrones y estructuras matematicas, favoreciendo la transicion del
pensamiento aritmético al algebraico y promoviendo la argumentacion y el uso de
representaciones algebraicas (Baro, 2023; Christou et al., 2005).

Diversas investigaciones han abordado cémo los estudiantes inventan y ex-
presan con lenguaje natural una situacién a partir de una representacién dada: una
ecuacion o un grafico. Por ejemplo, Cafiadas et al. (2018) y Fernandez-Millan y Mo-
lina (2016) atendieron a como estudiantes de secundaria daban sentido al simbo-
lismo algebraico y las dificultades que encontraron, dependiendo de las caracteris-
ticas de las expresiones algebraicas dadas. Coincidieron con otros autores en des-
tacar la utilidad de las tareas de invencion para evaluar el conocimiento conceptual
mas que el procedimental. Otros estudios han explorado la invencion de patrones o
problemas funcionales. Bar6 (2023) mostr6 que estudiantes de 13-14 afios, al in-
ventar secuencias con foésforos, identificaron y generalizaron patrones,
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diferenciando enfoques aritméticos y algebraicos. Wilkie (2024) trabajé con estu-
diantes de 15-16 afios en la invencion de patrones asociados a funciones cuadrati-
cas, evaluando tanto la generalizacién como la creatividad en su invencion.

A pesar de los avances en el estudio de la invencién de problemas en el dlgebra
escolar, atin quedan areas por explorar. Es necesario investigar su relacion con la
aritmética generalizada y la generalizacion de propiedades matematicas, asi como
integrar distintos enfoques y contenidos, ya que la mayoria de los estudios se cen-
tran en un solo aspecto. Ademas, la investigacion se ha focalizado principalmente
en educacion secundaria, por lo que resulta fundamental analizar su impacto en
contextos educativos diversos, especialmente en educacion primaria.

3. METODO

Este trabajo es parte de un proyecto de investigacion mas amplio que sigui6 las di-
rectrices de la investigacion de disefio y tuvo como propdsito desarrollar una pro-
puesta de ensefianza que guie a estudiantes chilenos de 9-10 afios a expresar y jus-
tificar ideas matematicas generales al trabajar con distintos contenidos de caracter
algebraico (para mas informacion, ver Pinto et al., 2023). Diseflamos e implemen-
tamos diez sesiones de trabajo virtual con los estudiantes. En esas sesiones, los es-
tudiantes, principalmente, resolvieron problemas. Ademas, en tres instancias par-
ticulares inventaron problemas; foco de analisis de este articulo. De este modo,
desde la perspectiva de la investigaciéon de disefio, perseguimos contribuir a la
creacion y analisis de nuevas posibilidades de ensefianza y aprendizaje en contex-
tos reales (Molina, 2021).

3.1. Participantes

Los 21 participantes, de 9 y 10 afios de edad, habian finalizado 4.° curso de educa-
cion primaria. Fueron seleccionados con la ayuda de sus maestros, considerando
tres criterios: (a) interés en participar en una actividad extracurricular en verano,
(b) diversidad de intereses y rendimiento en matematicas, y (c) paridad de género.
Sus conocimientos previos se centraban en la fluidez en las operaciones aritméticas
basicas, sin experiencia en invencion de problemas. En algebra, habian trabajado
con patrones numéricos y ecuaciones simples mediante ensayo y error o la opera-
cién inversa.

Todos los nifios participaron voluntariamente en la investigacion, con el con-
sentimiento informado de sus familias y su propio asentimiento informado, garan-
tizando el tratamiento ético de sus respuestas. El manejo de los datos fue supervi-
sado por el Comité de Etica Institucional de la universidad del primer autor.

3.2. Instrumentos y recoleccién de datos

Presentamos tres tareas de invencion de problemas a los estudiantes en el tercer y
ultimo bloque de las sesiones 3, 4 y 6. Durante los dos primeros bloques, los estu-
diantes resolvieron problemas disefiados por el equipo de investigacion (ver Figu-
ras 1y 2). En el tercer bloque, les propusimos distintas actividades para aplicar los
conocimientos trabajados; entre ellas, las tareas de invencion. Con la finalidad de
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atender ala diversidad en el aula y garantizar momentos en que todos los estudian-
tes pudieran expresar sus ideas, les agrupamos de diferentes formas durante la se-
sion: en grupos de 4-5 en el primer bloque, en gran grupo en el segundo bloque y
en 10-11 en el tercer bloque. Esta agrupacion es compatible con el caracter explora-
torio de esta investigacion. Ademas, cada uno de los bloques fue dirigido por un do-
cente-investigador, quien procurd la participacién de todo el grupo.

En la Figura 3 resumimos el disefio de las tres sesiones en las cuales presen-
tamos las tareas de invencion, las cuales fueron presentadas de manera oral y vi-

sual.
Figura 3. Estructura de las sesiones 3,4y 6
Sesion 3 Sesion 4 Sesidon 6
T T T
i ' ‘
! Fomentar una visién P Fomentar una visién ! i . . !
o : - . | Representar situaciones
& 1 relacional al resolver i 1 relacional al resolver Lo <3 . '
=R . Lo . Lo cotidianas mediante |
o . igualdadesysentencias | | igualdadesysentencias | | . i
= . . - . . Lo ecuaciones que !
© | numéricas abiertasy ' ' numeéricas abiertasy b . |
! d Lo das b involucran letras. !
IR cerradas. .y i ________cerradas. @ e __0] |
Bloque 1 T Sl s am Resolver situaciones en LB T gjpTeele

L -@ Bisqueda de regularidades v
desarrollo de una conjetura

Grupos pequenos (4-5 nifios)

Bloque 2

L @ Articular una afirmacién general a

través de diferentes
representaciones

Grupo completo (21 nifios)

Bloque 3

L @ Extender lo aprendido a otros casos

Grupos pequeiios (10-11 nifos por

grupo)

Tarea

las que se discute la
veracidad de sentencias
numeéricas dadas.

las que se discute la
veracidad de sentencias
que involucran letras.

aritméticos de estructura
verbal: de lenguaje
natural a lenguaje

Temas discutidos

-Signo igual.
-Conmutatividad,
asociatividad, elemento
neutro y compensacion.

asociatividad, elemento
neutro y compensacion.
- Sentencias numéricas e

simbdlico matematico.
[] ]
1 ]
_____________ v ____ .
- Signo igual. - Signo igual.
- Conmutatividad, - Letras para representar

incognitas.
- Escribir expresiones
que representen una

igualdades. situacién aditiva.
Inventa sentencias Inventa sentencias con Inventa una historia
numéricas para que tu numeros y letras para matemdtica que se
compaiiero justifique si que tu companero relacione con la ecuacién
es verdadera o falsa. justifique si es verdadera 25+U=45.
o falsa.
Situacion libre Situacion libre Situacion semiestructurada

Siguiendo a Stoyanova y Ellerton (1996), propusimos situaciones de inven-
cion libres (sesiones 3y 4) y semiestructuradas (sesion 6). En las sesiones terceray
cuarta, les pedimos a los estudiantes que inventaran igualdades o sentencias nu-
méricas cerradas sin y con letras, sin indicarles que estas fueran verdaderas o fal-
sas. Posteriormente, les pedimos justificar su veracidad o falsedad. En la sexta se-
sion, les solicitamos que inventaran una historia matematica dada una ecuacion.
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3.3. Andlisis de datos

A partir de los objetivos de investigacion, definimos como unidad de andlisis las
respuestas del grupo completo de estudiantes a las tareas de invencién propuestas,
lo que nos permitira profundizar en la comprension y exploracion de los datos mas
alla de las particularidades. Las fuentes de informacion de este estudio fueron las
videograbaciones de las sesiones y sus respectivas transcripciones, asi como las
respuestas escritas de los estudiantes que registraban en pizarras y mostraban a
través de las camaras. Empleamos un analisis de contenido de tipo deductivo, sus-
tentado en referentes tedricos, para identificar ideas algebraicas del alumnado. Las
categorias analiticas utilizadas se detallan en la Tabla 1.

Tabla 1. Categorias analiticas

Categorias segiin la dimension tedrica del pensamiento alge-

Tarea de invencién braico (Kieran, 2022)

Estructural Analitica

- Propiedades de las opera-
Igualdades y sentencias ciones involucradas. - Modo en el que se refieren a
numéricas (sin y con le- - Comprensiones que evi- las letras y razonan sobre es-
tras) dencian sobre el signoigual  tas.

(Molina y Ambrose, 2008).

- Estructura sintactica (Du-

val, 2006).

- Estructura semantica (Car- - Modo en el que se refieren y
Historias matematicas penter y Mosser, 1983). razonan sobre cantidades des-

- Comprensiones que evi- conocidas.

dencian sobre el signo igual
(Molina y Ambrose, 2008).

En el caso de las igualdades numéricas, por ejemplo, al analizar la sentencia
107 + a = 50 + 50 + 7 + a identificamos la presencia de la propiedad asociativa y una
comprension del signo igual asociada a la equivalencia numérica (dimension es-
tructural). Ademas, notamos el uso de una misma letra al finalizar cada miembro
de la sentencia (dimension analitica), la cual es referida como una cantidad desco-
nocida operando con ella como si fuera una cantidad conocida.

Para el analisis de las historias matematicas, las tradujimos al simbolismo al-
gebraico respetando, cuando fue posible, un orden de izquierda a derecha. Compa-
ramos la traduccion con la ecuacion original, evaluando su congruencia segiin Du-
val (2006), quien establece tres criterios: correspondencia semantica entre unida-
des significativas, univocidad semantica entre registros, y mantenimiento del or-
den en la organizacion de dichas unidades. Cuando no se cumple alguno de estos
criterios, las representaciones se consideran no congruentes, aunque pueden ser
referencialmente equivalentes. Tanto las expresiones congruentes como las equi-
valentes se aceptaron como respuestas correctas.

Asociamos la perspectiva analitica con el modo en que los nifios se refieren y
razonan sobre cantidades desconocidas, examinando sus discusiones orales y
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registros escritos en busca de términos como adjetivos indefinidos y frases que in-
dicaran referencia a cantidades desconocidas, tales como “es un ndmero que no
conocemos” o “es el nimero que quieras”. Por ejemplo, la historia inventada por
un estudiante ante la ecuacion 25 + u = 45 fue “Maria recogi6 25 manzanas rojas y
algunas verdes. Y en total tiene 45. (Cuantas manzanas verdes tiene Maria?”. Des-
pués de traducir esta historia a simbolismo algebraico (25 + u = 45) y notar la equi-
valencia con la ecuacion dada, interpretamos en su respuesta el significado aso-
ciado al signo igual “estimulo para una respuesta” y una historia de cambio-au-
mento.

Para garantizar la confiabilidad de las codificaciones, los autores realizaron
un proceso de calibracion que incluy6 discusiones conjuntas sobre las categorias y
sus alcances. Posteriormente, el primer y segundo autor codificaron de forma in-
dependiente un tercio de las respuestas, logrando un acuerdo interjuez superior al
94 %, por encima del minimo aceptable (Ledén y Montero, 1998). Los desacuerdos
los resolvimos mediante consenso, y el primer autor codificé los dos tercios res-
tantes.

4. RESULTADOS

En este apartado exponemos los conocimientos algebraicos que emergen de las
respuestas del alumnado, centrados en las estructuras matematicas empleadas y
en como aluden a cantidades indeterminadas.

4.1. Estructuras matematicas evidenciadas

Las sentencias numéricas generadas por el grupo de estudiantes (ver Tabla 2)
muestran un predominio de expresiones aditivas, lo que se relaciona con el tipo de
expresiones trabajadas en clases. Ademas, las expresiones poseian estructuras va-
riadas que incluyen dos o tres sumandos en el lado izquierdo y entre dos y cuatro
en el derecho. Ademas, identificamos un uso de diversos rangos numeéricos en las
expresiones sin letras, a diferencia de las expresiones con letras, en las cuales los
valores numéricos involucrados tienden a ser menores (p. €j., b + 32 = a + 31).

Las propiedades de las operaciones identificadas en las sentencias, con letras
y sin letras, corresponden principalmente a la conmutatividad y la asociatividad,
siendo esta Ultima la mas frecuente. Esto coincide con los ejemplos previamente
trabajados en la resolucion de problemas, asi como con los contenidos abordados
en sus clases habituales. El uso de la propiedad asociativa sugiere también una
comprension estructural del nimero basada en la descomposicién y reagrupacion
de sumandos.

En algunas sentencias numéricas identificamos la propiedad conmutativay la
relacion de compensacion, aunque son escasas respecto al total de respuestas. La
baja presencia de sentencias que evidencian la compensacion podria atribuirse a la
falta de familiarizacion con esta propiedad, dado que no fue estudiada antes de las
sesiones de analizadas aqui. Por otro lado, aunque la propiedad del elemento neutro
fue abordada en los problemas previos, no se observo en las expresiones creadas
por los estudiantes.
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Tabla 2. Propiedades identificadas en las sentencias numéricas inventadas

Propiedad Sin letras Con letras
1500+2000=1000+500+2000 1234+a=10000+200+40+3+a
1000000+7=500000+500000+7 80+b=a+40+40
1500+4122=1000+500+4000+122 X+1.200+145=145+1.000+200+X
1000+2500=1000+1000+1500 a+14=a+10+4

Asociativa T+24=4+7+20 1235+d=1000+200+30+5+d
195+51=51+95+100 80+b=a+40+40
124+12=100+24+12 X+1200+145=145+1000+200+X
2100+300+1000=3000+400 X+21=20+1+X
15+9+7=16+15 107+a=50+50+7+a

) a+23=23+a

Conmutativa 48+57=57+48 30+4,0+25+C=40+25+30+

Compensacién 100+28=26+100 b+32=a+31
8000+9960=9950+8000 63+a=62+a

309+b=390+b
1975+1853=1785+2043 +342+24+2+4=X2+3343+42+ 4 nve

No se observa 11299+100 16+a=86+X
22+44=60+6 a+1+35=34+8+x
1970+1200=1790+1200 27+b+17=12+b

34+a+b=5+5

Si bien en algunas sentencias numéricas no identificamos una propiedad es-
pecifica, estas podrian asociarse con las relaciones de magnitud, en el sentido de
que se basan en el efecto de las operaciones sobre los nimeros y en la comparaciéon
de sus magnitudes relativas (Molina y Ambrose, 2008). Por ejemplo, en el caso de
11 = 99 + 100, es evidente que la suma en el segundo miembro da un resultado mu-
cho mayor que el primer miembro, lo que permitiria descartar la igualdad sin ne-
cesidad de realizar calculos exactos.

Sobre la comprensioén del signo igual, la mayoria de las sentencias, asi como
las posteriores intervenciones, evidencian el significado de equivalencia numérica,
donde el signo igual se interpreta como un simbolo relacional que indica una rela-
cion de equilibrio entre los términos de ambos lados. Un ejemplo de esta compren-
sion es la respuesta de Sara!, quien analiz6 la sentencia 1970 + 1200 = 1790 + 1200:

1. Sara: Es falsa, porque en la primera sale 1970 y en la otra sale 1790, se cam-
bian los 900 por 700.

2. Profesor: Y, ¢por qué te fijaste solamente en esos niimeros?

3. Sara: Porque lo demas lo veo stper bien, porque 1000 esta con 1000, el resto
esta igual, el primer nimero de los 1000 también, lo dos empiezan con 1000.

En el extracto anterior, Sara descompone los nimeros y razona a partir de la
comparacion entre 1970 y 1790 (linea 1), lo que refleja una comprension relacional
de laigualdad. Este tipo de justificacion muestra que algunos estudiantes compren-
den que no es necesario calcular ambos lados de la igualdad para determinar su va-
lidez, sino que pueden hacerlo razonando a partir de su estructura (linea 3). Por otra

tEmpleamos nombres ficticios para garantizar el anonimato del alumnado.
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parte, identificamos una expresion que refleja el significado del signo igual como
expresion de una accion: 11 = 99 + 100. En esta expresion de equivalencia erréonea,
el signo igual se interpreta de manera operacional de derecha a izquierda, acep-
tando que el resultado del calculo pueda estar en uno u otro miembro.

En el caso de la tarea de invencion de historias matematicas, la dimension es-
tructural se evalta considerando la correspondencia entre la ecuaciéon dada y las
historias propuestas, analizando tanto su estructura sintactica como su estructura
semantica. Con respecto a la estructura sintactica, los criterios de Duval (2006) nos
permitieron clasificar las producciones de los estudiantes en tres niveles, tal como
se muestra en la Figura 4.

Figura 4. Ejemplos representativos de historias inventadas
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Observamos que la mayoria de las historias son congruentes con la ecuacion
dada, mientras que solo algunas se consideraron equivalentes al variar el orden en
la ecuacioén que representa su estructura (como 45 = 25 + U 0 45 = u + 25). Final-
mente, emergieron historias cuya estructura no guarda relacién con la ecuaciéon
original, en las que identificamos variaciones: (a) en la operacion utilizada (p. €j.
“Carla compro 45 dulces y 25 paletas y las repartid entre 20 amigos, pero no sabe
cuantos dulces debe dar a cada amigo.”); (b) la inclusioén de informacién adicional
(p. €j. “Tenemos un dinosaurio que tiene 25 dulces. Luego llega otro dinosaurio y le
da un ntimero indefinido de dulces. Luego los cuenta y se da cuenta que tiene 45
dulces. Y llega otro y le pide 25 y termina con 20.”); (c) o la omisién de elementos
esenciales para representar la relacién matematica planteada (p. ej. “En un super-
mercado habia 25 osos de peluche y también unos peluches de gatos, pero no se
sabe cuantos hay de gatos en el supermercado. También hay 45 personas que quie-
ren saber cuanto peluches de gatos hay en el supermercado.”). Este analisis permi-
ti6 identificar el nivel de correspondencia estructural que el alumnado fue capaz de
establecer entre lenguaje natural y simbdlico, y result6 clave para valorar como
perciben y representan la estructura algebraica involucrada en la tarea.

En cuanto a la invencién de preguntas dentro de las historias, identificamos
dos tendencias principales. En una parte de las producciones, las historias no tie-
nen una pregunta explicita, estructurandose como relatos descriptivos de situacio-
nes matematicas, (ver Figura 4, ejemplos 2, 4y 6). Otra parte del grupo incorpord
preguntas dentro de sus historias, estructurandolas en funcién de la incognita
planteada en la ecuacién (ver Figura 4, ejemplos 1, 3y 5).

En relacion con los significados asociados al signo igual en las historias ma-
tematicas, la mayoria de las respuestas reflejan el signo igual como un “estimulo
para una respuesta” (ver Figura 4, ejemplos 1, 2 y 5). Este era el significado espe-
rado si se generaba una historia congruente con la ecuacién dada. En menor me-
dida, aparecen historias que evidencian una comprension del signo igual como
“expresion de una accion” (ver Figura 4, ejemplos 3, 4y 6). Esta segunda interpre-
tacion sugiere que parte del alumnado podria organizar las cantidades de forma
flexible, lo que podria suponer un avance en la comprension del signo igual. Sin
embargo, este hallazgo resalta la necesidad de interpretar con cautela las produc-
ciones del alumnado, ya que una historia formalmente incorrecta puede evidenciar
una comprension sofisticada de otros conceptos algebraicos. En este caso, se pre-
sentan historias que, a pesar de no cumplir plenamente los criterios de congruencia
estructural, reflejan una interpretacion del signo igual mas rica que algunas de las
producciones clasificadas como congruentes.

En la Tabla 3 presentamos una clasificacion de las historias matematicas in-
ventadas por el alumnado seglin su estructura semantica.
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Tabla 3. Clasificacion de las historias inventadas seguin estructura semantica identificada

 Tipo (.i? N.° Estructura semantica del problema inventado
invencion
Cambio de aumento dgamblo (.j? Combinacién Otros
isminucion
In.en In. en In.en In.en In. en
cantidad . cantidad Sin In. una )
.. cambio . el total
inicial final parte
Correcta 14 3 4 7
Incorrecta 6 1 2 1 2

*Nota. In=incognita.

En relacion con la estructura semantica identificada en las historias, en la
mayoria identificamos una estructura semantica de cambio o combinacién (ver Ta-
bla 3), en concordancia con las historias presentadas en los primeros bloques de la
sesion 6 (ver Figura 2). En algunas de estas historias matematicas inventadas iden-
tificamos una adaptacion a los problemas iniciales; conservaron tanto el contexto
como la estructura de cambio de aumento del primer problema, mientras que otro
mantuvo el contexto y la estructura de combinacion del segundo. Por otro lado, en
otras respuestas identificamos la presencia de un contexto completamente nuevo,
manteniendo la coherencia con la ecuacion dada.

4.2. Formas de referirse a las cantidades indeterminadas

En el caso de las sentencias numéricas, observamos que los estudiantes suelen usar
una misma letra en ambos lados de la igualdad (p. €j., a + 14 = a + 10 + 4). En algunos
casos, los estudiantes utilizaron dos letras distintas en una misma expresion, como
ena+1+35=34+ 8 + X, aunque esto es menos comun. La posicion de las letras
suele ubicarse al inicio de la expresién o en el lado izquierdo de la igualdad, mien-
tras que en menos ocasiones se encuentran distribuidas en ambos lados.

Observamos casos en los que el estudiantado interpreto6 las letras como can-
tidades desconocidas y opero con ellas como si las conocieran. Comprendieron que
la veracidad de una ecuacién depende de los valores asignados a las variables, lo
cual ejemplificamos en un fragmento de la sesion en el que se discute sobre la ve-
racidad de la expresion 29 + a = 30 + b, que mostramos a continuacion.

4.José: Yo opino que es falso porque, aunque los nimeros son cercanos, las le-
tras no son iguales y los nimeros tampoco, asi que es falso.

5. Profesor: ¢Estas de acuerdo, Hugo?

6. Hugo: Si estoy de acuerdo, porque esta todo... asi como diferente. Entonces...
al estar diferente le pasa eso. Aunque si la a o la b fueran la misma, igual seria
falsa porque el 29 y el 30 no son iguales.

7. Profesor: ;Qué dices, Alonso?
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8. Alonso: Depende de cuanto valga el nimero. Por ejemplo, si la a vale uno mas
que b, entonces seria verdadera. Pero como no sabemos, yo puse que es falsa,
aunque puede estar bien.

Observamos que los nifos establecieron una equivalencia entre las expresio-
nes en términos generales. José y Hugo argumentaron que es falsa, estableciendo
relaciones entre los términos de cada expresion. Las siguientes intervenciones (li-
neas 6 y 8) son mas precisas, al cuestionar cuales son los valores de las cantidades
desconocidas: Hugo reconoce la posibilidad de que las letras tengan el mismo valor
pese a ser diferentes y Alonso considera que puedan diferir en una unidad, permi-
tiendo que la sentencia sea verdadera

En el caso de las historias matematicas inventadas, todos los estudiantes que
respondieron correctamente se refirieron a cantidades indeterminadas. A diferen-
cia de la tarea previa, en este caso el desafio estaba en expresar el significado de la
cantidad desconocida en un contexto cotidiano. Los estudiantes emplearon dife-
rentes expresiones, tales como: “no sabe cuantos tiene”, ‘“un nimero indefinido
de”, “otros”, “algunos”, “una” y “hartos [muchos]”. Previamente —en las sesio-
nes de trabajo— habiamos explicado que las letras representaban un nimero que
no conocemos y las palabras clave empleadas en los problemas propuestos fueron
“otras”, “algunas” y “muchas”. La ampliacion de esta lista de palabras demuestra
que el alumnado comprendi6 el significado y us6 otros términos igualmente vali-

dos.

La invencion de historias y la justificacion de su coherencia permiti6 describir
la comprension de las cantidades indeterminadas. Un ejemplo de historia es la in-
ventada por Lucas: “Tengo una caja con 45 queques [magdalenas]. Unos de vainilla
y 25 de chocolate. /Cuantos queques de vainilla tengo?”. A Martin le preguntamos
si la historia que invento Lucas contaba lo mismo que la ecuacion. El dijo que si. En
su argumento, reconoci6 que la letra debia estar asociada a un ntimero descono-
cido: “trae el nimero que no sabemos, que es la u, trae el 25 y el 45 que son los
nimeros que conocemos”.

5. DISCUSION Y CONCLUSION

5.1. Conocimientos algebraicos evidenciados en la invenciéon de sentencias
numeéricas e historias matematicas

Una de las contribuciones de este trabajo es ampliar las formas de acceso al cono-
cimiento algebraico en estudiantes de educacién primaria —tradicionalmente
abordado desde la resolucién de problemas—, y extender la investigacion sobre la
invencion de problemas algebraicos, la cual se ha centrado principalmente en la
educacion secundaria (por ejemplo, Cafiadas et al., 2018; Wilkie, 2024).

En concreto, analizamos el conocimiento algebraico de los estudiantes desde
las dimensiones estructural y analitica (Kieran, 2022). El abordaje conjunto de am-
bas dimensiones para analizar las respuestas constituye otra contribucion original
del estudio, dado que en investigaciones previas se habian considerado de manera
separada y nos permite comprender con mayor profundidad las ideas algebraicas
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vinculadas a cada contenido abordado. Desde la dimension estructural, las res-
puestas evidencian diferentes saberes algebraicos en cada una de las tareas de in-
vencion, lo que refleja diversidad en la interpretacion y en los niveles de compren-
sion. Por ejemplo, en el caso de las sentencias numéricas, evidenciamos el uso de
propiedades aritméticas, en particular la asociativa. Sin embargo, la escasa presen-
cia de la propiedad de compensacion y la ausencia de la propiedad del elemento
neutro sugieren que estas propiedades requieren un tratamiento didactico mas es-
pecifico. Esto coincide con estudios previos (Molina y Ambrose, 2008), que indican
que ciertas propiedades matematicas pueden no emerger espontaneamente en los
estudiantes, sino que requieren experiencias de instruccion explicita. Asimismo, la
comprension del signo igual sugiere un predominio de la interpretacion relacional,
en la que los estudiantes reconocen la igualdad como relacién de equivalencia. Esto
es relevante, ya que estudios previos identifican la interpretacion operacional como
un obstaculo para el desarrollo del pensamiento algebraico (Molina y Ambrose,
2008).

En el caso de las tareas sobre invencion de historias matematicas, el analisis
de ladimension estructural desde una doble perspectiva —sintacticay semantica—
permitié comprender como el alumnado otorga significado a las expresiones alge-
braicas, al vincularlas con contextos narrativos cotidianos. La capacidad de expre-
sar cantidades indeterminadas en historias matematicas sugiere que el uso de con-
textos narrativos puede ser una estrategia efectiva para favorecer la transicion
desde el pensamiento aritmético hacia el algebraico. Desde el plano sintactico, la
clasificacion basada en los criterios de Duval (2006) fue til para clasificar las his-
torias segun su nivel de congruencia con la ecuaciéon dada. Esta tipologia evidencio
que la mayoria de las historias fueron congruentes o equivalentes, lo que sugiere
que los estudiantes lograron establecer relaciones estructuradas entre el lenguaje
simbdlico y el lenguaje natural, aun cuando algunas reorganizaciones afectaron a
la forma sin comprometer el fondo. Estas producciones reflejan formas iniciales de
reconocimiento estructural que son fundamentales para el desarrollo del pensa-
miento algebraico. En cuanto a la estructura semantica, los participantes crearon
historias coherentes con la ecuaciéon dada y propusieron principalmente historias
aditivas de cambio creciente y de combinacién (Carpenter y Mosser, 1983), si-
guiendo las estructuras semanticas de los problemas previamente resueltos. Esta
consistencia sugiere que los estudiantes utilizan esquemas semanticos familiares
para dar sentido a las ecuaciones, lo que refuerza la importancia de trabajar con una
diversidad de estructuras semanticas en la ensefianza del algebra inicial.

En relacion con la comprension del signo igual, en la tarea de inventar histo-
rias, la riqueza de significados estuvo condicionada por la ecuacién propuesta. Si
bien predomind una interpretaciéon operacional, también emergieron historias que
revelan comprensiones mas relacionales. Estas historias relacionales fueron clasi-
ficadas como equivalentes o incluso incorrectas en términos de su congruencia sin-
tactica. Este hallazgo subraya la necesidad de interpretar con cautela las produc-
ciones del alumnado: una historia que no cumple completamente con los criterios
de congruencia puede, sin embargo, evidenciar una comprension algebraica sofis-
ticada del significado del signo igual. No obstante, es importante matizar el alcance
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de los hallazgos asociados a la invencion de historias: en este estudio solo se trabajo
con un tipo de ecuacioén (25 + u = 45), lo que limita la posibilidad de generalizar los
resultados.

Sobre la dimension analitica, los resultados muestran que los estudiantes
atribuyen distintos significados a las cantidades indeterminadas y las emplean de
distintos modos, dependiendo de la tarea o contexto involucrado. Esto coincide con
la amplia investigacion que refuta la creencia de que los estudiantes de primaria no
son capaces de interactuar con lo indeterminado (incluyendo el uso de letras) para
expresar sus ideas (Blanton et al., 2018). En el caso de las sentencias numéricas in-
ventadas, estas permitieron expresar estas cantidades mediante la notacion alge-
braica, mientras que las historias matematicas requerian el uso del lenguaje coti-
diano. La invencion de sentencias evidencia que el alumnado acepté el uso de la le-
tra para expresar de modo general las propiedades de la adicion. En la invencién de
historias, a diferencia de la tarea anterior, observamos como interpretaron y rela-
cionaron cantidades desconocidas con contextos cotidianos, utilizando diversos
marcadores textuales. La variedad de expresiones en lenguaje natural sugiere una
comprension intuitiva de las cantidades indeterminadas y su generalizacion mas
alla de los ejemplos previos, reforzando el valor de los contextos narrativos para el
desarrollo del pensamiento algebraico en educacién primaria.

5.2. Potencialidades de las tareas de invencion para el desarrollo del
pensamiento algebraico

Las respuestas del grupo de estudiantes muestran que, independientemente del
tipo de tarea, fueron capaces de razonar sobre estructuras matematicas y trabajar
con cantidades indeterminadas. Este hallazgo reafirma el valor de la invencion de
problemas como estrategia para la identificacion y generalizacion de relaciones al-
gebraicas (Bard, 2023; Molina, 2006) y se suma a una creciente literatura que des-
taca su utilidad para hacer visible el conocimiento conceptual del alumnado (Caiy
Hwang, 2020).

La invencion de sentencias numéricas —con y sin letras— permitio a los es-
tudiantes interactuar simultaneamente con propiedades aritméticas, la nocién de
igualdad y el uso de cantidades desconocidas. Estas tareas favorecen una compren-
sion relacional del signo igual y promueven el uso flexible de notacién simboélica
para representar generalizaciones. Por su parte, las historias matematicas ofrecie-
ron un espacio para traducir expresiones algebraicas al lenguaje natural y contex-
tualizado, fortaleciendo la conexion entre estructuras simbolicas y situaciones sig-
nificativas para los estudiantes.

5.3. Implicaciones para la docencia, proyecciones y limitaciones que se
desprenden del estudio

Desde una perspectiva didactica, los hallazgos de este estudio destacan la impor-
tancia de diseilar experiencias de aprendizaje que promuevan la invencion de pro-
blemas como una estrategia para favorecer el desarrollo del pensamiento alge-
braico. Dado el caracter exploratorio de este estudio, reconocemos que la invencion
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de problemas requiere ir mas alla del analisis de la respuesta escrita del estudian-
tado. Es necesario prestar especial atencion a como los estudiantes representan sus
ideas algebraicas, argumentan sobre ellas y razonan en torno a las regularidades
que identifican, tanto de manera individual como colectiva. En este sentido, resulta
conveniente implementar tareas de invencion no solo de forma individual, sino
también en grupos pequeiios y medianos, con el fin de potenciar diversas formas
de participacion y promover la construccion colectiva del conocimiento.

Aunque nuestro estudio se centr6 en dos contenidos algebraicos —ecuaciones
y aritmética generalizada—, una de sus limitaciones es que no analiza las tareas de
invencion de manera simultanea ni aborda otros contenidos propios del algebra es-
colar, como las funciones o los patrones. La relacion entre diferentes tareas y la in-
clusion de otros contenidos permitiria avanzar hacia una comprensién mas inte-
gral del pensamiento algebraico en contextos de invencion de problemas.
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Problem posing is recognised as an authentic mathematical activity and a valuable oppor-
tunity to access students’ mathematical thinking across educational levels (Cai & Hwang,
2020). Although previous research has highlighted the importance of attending to students’
ideas to foster deeper learning (Walkoe et al., 2022), the specific contribution of problem
posing tasks—particularly in early algebra—remains underexplored. This article examines
the algebraic thinking of 9—10-year-old students when engaging in two problem posing
tasks: inventing numerical sentences and inventing mathematical stories based on given
equations. We aim to investigate the types of algebraic knowledge that emerge from these
tasks and to reflect on their potential to support algebraic thinking from both structural and
analytical dimensions (Kieran, 2022).

Adopting a design-based research approach, the study involved 21 Chilean students who
had completed 4™ year of primary school. Across ten virtual sessions focused on algebraic
problem-solving, students engaged in three targeted problem posing tasks. These included
the creation of numerical sentences and equalities—both with and without unknowns—and
the invention of contextualised stories based on symbolic equations. Data sources included
video recordings, transcriptions, and students’ written responses.

Content analysis guided by established theoretical frameworks identified students’ use of
arithmetic properties (mainly associativity and commutativity), relational understandings
of the equal sign, and ways of expressing unknown quantities. The structural dimension was
evident in students’ ability to decompose and reorganise expressions and justify equiva-
lence without relying solely on computation. In mathematical stories, structural under-
standing was assessed by the congruence between students’ stories and the given equa-
tions, analysed through syntactic and semantic lenses.

The analytical dimension emerged when students treated unknowns as known quantities,
reasoning about them through symbolic notation or natural language. Their interpretations
of variables included informal markers such as “some,” “a lot,” or “a number we don’t
know,” demonstrating flexibility in transitioning between symbolic and narrative repre-
sentations.

Findings highlight the dual potential of these tasks. Inventing numerical sentences sup-
ported generalisation and manipulation of expressions, while mathematical stories enabled
students to contextualise algebraic structures meaningfully. Both tasks provided insight
into students’ evolving conceptions of the equal sign and their ability to reason with inde-
terminate quantities. Importantly, the study shows that young learners are capable of en-
gaging meaningfully with core algebraic ideas when tasks are thoughtfully designed.

This research contributes to the growing body of literature on early algebra and underscores
the value of integrating problem posing tasks into primary mathematics instruction. It sug-
gests directions for further research and curriculum development that consider the com-
plementary roles of symbolic manipulation and contextual understanding in the develop-
ment of algebraic thinking.
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