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Resumen oo Se estudia la caracterizacién de los procesos subyacentes al razonamiento geométrico que
promueven los libros de texto de educacion secundaria de Chile. Para ello, se consideran las tareas corres-
pondientes al eje tematico de geometria. Se realiza un analisis de contenido, utilizando herramientas del
enfoque ontosemidtico del conocimiento y la instruccién matematica, con el fin de identificar los objetos
y procesos matematicos promovidos en las tareas de los libros de texto. Los resultados muestran que, si
bien todas las tareas analizadas promueven algtn tipo de proceso (visualizacién, medicién, construccion,
representacion y deduccioén), predomina el proceso de medicién que pone en juego procedimientos arit-
méticos-algebraicos, lo que va en detrimento del razonamiento geométrico en las practicas etiquetadas
como geométricas en los libros de texto.
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Abstract oo The characterization of the processes underlying geometric reasoning promoted by Chilean
secondary school textbooks is studied. For this, the tasks corresponding to the thematic axis of geometry
are considered. A content analysis is carried out, using tools of the ontosemiotic approach to mathematical
knowledge and instruction, to identify the mathematical objects and processes that are promoted in the
textbook tasks. The results show that, although the tasks analyzed promote some type of process (visual-
ization, measurement, construction, representation, and deduction), the measurement process that
brings into play arithmetic-algebraic procedures predominates, which is detrimental to geometric rea-
soning in the geometrical labeled practices of the textbooks.
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Razonamiento geométrico promovido en tareas

1. INTRODUCCION

Los libros de texto juegan un papel fundamental en la educacion matematica (Ha-
dar, 2017), pues reflejan el tratamiento del contenido matematico que declara el
curriculo, siendo un recurso didactico que impacta directamente en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas (Barrantes et al., 2015; Gonzalez y Sierra, 2004; Jo-
nes y Fujita, 2013). Algunas investigaciones (Chico y Montes, 2023; Hadar, 2017;
Fujitay Jones, 2003) sefialan que el analisis de los libros de texto permite identificar
fortalezas y debilidades sobre su uso en la ensefianza y aprendizaje de las matema-
ticas. Ademas, proporcionan oportunidades para aprender matematicas que pue-
den ser aprovechadas por profesores y estudiantes (Charalambous et al., 2010; Ha-
dar, 2017). Asi, las tareas geométricas presentadas en los libros de texto proporcio-
nan oportunidades para el desarrollo de razonamiento geométrico, aunque sin ser
determinantes de lo que puede ser desarrollado en el aula.

Por otra parte, Dimmel y Herbst (2015) reconocen que los diagramas en los
libros de texto muestran caracteristicas visuales que permiten transmitir signifi-
cados, siendo un medio semidtico para la alfabetizacion visual en geometria. Sin
embargo, es comun que las tareas geométricas presentadas en los libros de texto
tiendan a utilizar representaciones convencionales y sean estereotipadas por con-
ceptos de figuras geométricas (Barrantes et al., 2015; Chico y Montes, 2023; Fujita
y Jones, 2003; Stylianides, 2009).

Por su parte, Otten et al. (2014) identifican que las tareas geométricas que
promueven los libros de texto en secundaria de los Estados Unidos incluyen una
cantidad alta de tareas de razonamiento y demostracion, en detrimento de aquellas
que requieren procesos deductivos, lo que confirma que las tareas geométricas es-
colares priorizan actividades de razonamiento y demostracién mas que en otros te-
mas matematicos.

El eje de geometria que declara el curriculo de matematica de ensefianza se-
cundaria (12 a 15 afios) del Ministerio de Educacion de Chile (MINEDUC) destaca por
articular diversos contenidos matematicos (p. €j., patrones y algebra; algebra y
funciones) y por su relacion con el razonamiento deductivo. El estudio de la geo-
metria se basa en el desarrollo de distintas habilidades (espaciales, mediciones, re-
presentaciones y construcciones), vinculadas al uso de definiciones, y propiedades
de poligonos y cuerpos geométricos (MINEDUC, 2015).

Debido a lo anterior, y a la importancia que otorga el curriculo chileno al es-
tudio de la geometria, nos preguntamos iqué procesos subyacentes al razona-
miento geométrico se promueven con las tareas (y las practicas asociadas a la so-
lucion esperada) de los libros de texto de educacion secundaria en Chile? El razo-
namiento geométrico, y sus respectivos procesos, son fundamentales para que los
estudiantes puedan identificar las propiedades de las figuras y cuerpos geométri-
cos, asi como sus relaciones, a fin de crear pruebas geométricas (Battista, 2007).
Asi, el objetivo de este estudio es caracterizar los procesos subyacentes al razona-
miento geométrico que promueven los libros de texto de educacion secundaria de
Chile.
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2. MARCO TEORICO

2.1. Procesos del razonamiento geométrico

La capacidad de razonar geométricamente va mas alla de memorizar terminologias
y aplicar teoremas a situaciones conocidas. Battista (2007) considera que el razo-
namiento geométrico consiste en “inventar” y utilizar sistemas conceptuales for-
males para comprender la forma y el espacio, utilizando conjeturas para deducir
relaciones y demostrar un teorema o una proposicion. Aqui, cobra relevancia el ra-
zonamiento en la construccion de pruebas, apoyado de la deduccion 1égica como un
vehiculo para verificar enunciados geométricos y mostrar su universalidad, evi-
denciando la comprension y explicacion de por qué la conjetura podria ser valida
(Hershkowitz et al., 1998).

Por otro lado, cuando los estudiantes distinguen y exploran las propiedades
de formas y objetos, recurren a sistemas conceptuales formales. En este contexto,
el razonamiento visual es componente clave en la actividad geométrica, pues se re-
curre a la capacidad de representar, transformar, comunicar y reflexionar sobre in-
formacion visual (Hershkowitz et al., 2001), siendo crucial para el aprendizaje y
comprension de conceptos y propiedades geométricas. De esta manera, el razona-
miento geométrico considera operaciones logicas involucradas en la resolucion de
una tarea, donde la visualizacion se hace explicita (Duval, 2017; Presmeg, 2008). Al
respecto, Duval (2017) sefiala que la visualizacion es la secuencia de operaciones
que permite reconocer las propiedades geométricas de una figura, siendo necesario
realizar una deconstruccion visual de las unidades figurales que se imponen a pri-
mera vista para obtener una nueva reconfiguracion. Asi, el razonamiento visual
constituye un aspecto clave en el razonamiento espacial, el que subyace al proceso
mas general de razonamiento geométrico (Battista, 2007).

El razonamiento espacial refiere a la “capacidad de ‘ver’, inspeccionar y re-
flexionar sobre objetos espaciales, imagenes, relaciones y transformaciones” (Bat-
tista, 2007, p. 843), existiendo ciertas habilidades y procesos comunes que lo ca-
racterizan, donde se incluye “localizar, orientar, descomponer/ recomponer for-
mas, trazar patrones, reconocer la simetria, transformar y visualizar” (Whitely et
al.,, 2015, p. 5). Dos componentes clave del razonamiento espacial, y también criti-
cos para el razonamiento geométrico, son la visualizaciéon espacial y el razona-
miento analitico espacial basado en propiedades (Battista et al., 2018). De esta ma-
nera, el razonamiento geométrico depende del conocimiento geométrico y el razo-
namiento espacial (Clements y Sarama, 2011; Seah y Horne, 2020), por lo que re-
sulta interesante ver como la promueven los libros de texto en términos de proce-
sos geométricos.

2.2. Razonamiento geométrico desde la perspectiva del Enfoque Onto-
Semiédtico (EOS)

En el EOS, inicialmente se entiende por objeto matematico a todo aquello que, de
alguna manera, esta formando parte de la practica matematica. Por tanto, ser objeto
matematico es estar participando, de alguna manera, en la practica matematica. Asi,
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todo lo que se pueda “individualizar” en matematicas sera considerado como ob-
jeto. El analisis de la actividad matematica revela un primer tipo de objetos que in-
tervienen en las practicas matematicas —problemas, conceptos/definiciones, pro-
posiciones, etc.—, a los que nos referiremos aqui como objetos primarios. Los ob-
jetos primarios se relacionan entre si y forman configuraciones, que pueden defi-
nirse como redes de objetos intervinientes y emergentes en los sistemas de practi-
cas.

Font et al. (2013) desarrollan una ontologia de objetos matematicos, sus dife-
rentes tipos, las configuraciones que forman, sus maneras de estar en las practicas
matematicas, sus formas de existencia, etc. Basandose en estas consideraciones,
Font et al. (2013) explican como las practicas matematicas pueden producir un re-
ferente que, implicita o explicitamente, se considera un objeto matematico, y que
aparentemente es independiente del lenguaje utilizado para describirlo (llamado
objeto secundario). En otras palabras, este objeto seria el contenido al que, explici-
tamente o no, se refiere globalmente el par: practicas matematicas y configuracion
de objetos primarios que las activan. Dicho de otra manera, una configuracion de
objetos primarios se considera como definiciones, representaciones, propiedades
de un objeto secundario que es independiente de estos objetos primarios. A su vez,
un objeto secundario solo se puede hacer operativo mediante el uso de una confi-
guracion de objetos primarios. Dada esta simbiosis entre objetos primarios y se-
cundarios, en lo que sigue usaremos la palabra objeto y solo distinguiremos entre
primarios y secundarios cuando sea necesario.

Este punto de vista permite considerar el significado de un objeto matematico
en términos de practicas, lo cual posibilita distinguir entre sentido y significado de
los objetos matematicos. El sentido corresponde al significado parcial del objeto se-
cundario. Es decir, el significado de un objeto secundario se puede parcelar en dis-
tintos tipos de practicas mas especificas o subsistemas de practicas que pueden ser
utilizadas en un determinado contexto (Godino et al., 2019) y en las que intervienen
objetos primarios. La relacion entre objetos primarios se le conoce en el EOS como
configuracién ontosemiotica, la cual es de tipo epistémica o cognitiva (Godino et
al., 2016). Aqui utilizamos la epistémica, referida al sistema de practicas que pro-
mueve la institucién o el curriculo.

Las practicas y los procesos tienen muchos aspectos en comun (concatena-
cién, tiempo, ...) por lo que en algunos casos se confunden. Pero tienen suficientes
diferencias para no ser identificados. En el EOS se distingue entre practica, proce-
dimiento y proceso.

Considerando que el razonamiento involucra la puesta en juego de diferentes
objetos y procesos, es posible asumir el razonamiento como un macroproceso so-
cial y epistémico, en el que se involucran distintos objetos primarios, que pueden
ser analizados desde una perspectiva proceso-producto (Aké, 2013; Lugo-Armenta
y Pino-Fan, 2021). El EOS considera que un proceso refiere a la “secuencia de ac-
ciones que es activada o desarrollada, durante un cierto tiempo, para conseguir un
objetivo, generalmente una respuesta (salida) ante la propuesta de una tarea (en-
trada), sometidas a reglas matematicas y metamatematicas” (Rubio, 2012, p. 107).
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Asi, los objetos y procesos son herramientas que permiten dirigir el analisis de la
actividad matematica y dar solucién a una situacion-problema determinada (Go-
dino et al., 2016). En el EOS, la naturaleza complejay progresiva de los objetos ma-
tematicos puede ser abordada desde los procesos —generalizacion/particulariza-
cién, representacion/significacion o descomposicion/reificacion— (Pino-Fan et
al., 2018). En este contexto, se asume que el razonamiento geométrico queda defi-
nido por las practicas realizadas para resolver distintas situaciones problemas de
tipo geométrico. En estas practicas emergen gradual, sistematica y progresiva-
mente, objetos matematicos primarios y procesos vinculados al significado de un
determinado objeto matematico (en un contexto geométrico).

3. METODOLOGIA

El estudio adopta un enfoque cualitativo de caracter descriptivo. Se realiza un ana-
lisis de contenido (Cohen et al., 2007) para profundizar sobre el razonamiento geo-
métrico promovido por una muestra intencional de libros de texto de matematicay
sus respectivos cuadernillos de ejercicios (Tabla 1), de 7.° basico a 2.° medio. Estos
libros se eligieron por cubrir la escolaridad obligatoria de instituciones publicas y
subvencionadas del MINEDUC (2015) y por promover el contenido geométrico de
manera progresiva.

Las unidades de analisis fueron las tareas del eje tematico de Geometria pro-
puestos por el curriculo de matematica. En la primera fase del analisis, se describen
las caracteristicas de las tareas seleccionadas y se identifican los objetos matema-
ticos primarios que intervienen y emergen del enunciado y de su posible resolucion
(acorde a lo que promueven los libros de texto). En la segunda fase, se identifica el
proceso de razonamiento geométrico que el enunciado y la resolucién de la tarea
permite desarrollar.

Los datos se registraron en una hoja de calculo de MS Excel ® para su analisis,
distinguiendo los siguientes procesos clave para el desarrollo del razonamiento
geomeétrico: (1) visualizacién, relacionado con el reconocimiento de propiedades,
procedimientos de componer-recomponer y transformaciones sobre figuras y
cuerpos geomeétricos; (2) construccion, vinculado a procedimientos que involucran
instrumentos geométricos (regla, compas, etc.) o software; (3) medicion, relacio-
nado con procedimientos que involucran calculos y formulas (aritméticos o alge-
braicos); (4) representacion, que implica el uso de figuras o dibujos para ilustrar ele-
mentos geométricos; vy (5) deduccion, asociado a la enunciaciéon de proposiciones,
formulacion de conjeturas o uso hipétesis. Los analisis preliminares evidenciaron
que es posible categorizar las situaciones/tareas propuestas en los libros de texto
(Tabla 1), de acuerdo con los cinco procesos anteriores. En la siguiente seccion se
presentan procesos geométricos representativos a las tareas que promueven los li-
bros de texto de cada nivel.
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Tabla 1. Libros de texto analizados

Nivel escolar Edad aproximada Editorial
Séptimo basico SM (Iturra et al., 2019; Arce, 2019)
Entre 12 y 13 afios
Octavo basico Santillana (Torres y Caroca, 2019a; 2019b)
Primero medio Santillana (Fresno et al., 2020; Sepulveda, 2020)

Entre 14y 15 anos , . ;
4y15 SM (Diaz, Ortiz, Norambuena et al., 2020; Diaz,

Segundo medio Ortiz, Morales et al., 2020)

4. ANALISIS Y RESULTADOS

En esta seccion se presenta el analisis de las tareas geométricas presentes en el libro
de texto y el cuaderno de actividades de 7.° basico a 2.° medio. Luego, se presentan
ejemplos que explicitan objetos y procesos movilizados en las tareas geométricas.
Finalmente, se muestra la caracterizacion del razonamiento geométrico a partir de
las configuraciones de objetos matematicos idoneos presentes en los procesos geo-
métricos (medicion, visualizacion, representacion, construccion, deduccion).

4.1. Andlisis del libro de texto y cuaderno de actividades de 7.° basico

Se analizan un total de 201 tareas. Se identifican 102 tareas relacionadas con la me-
dicidn, las cuales promueven el calculo mediante la aplicacion directa de formulas
de area y perimetro de poligonos, figuras compuestas, circuloy circunferencia. Por
ejemplo, calcular el area total de una agrupacion de figuras (triangulos, rectangulos
y circunferencias). Aqui, la visualizacion tiene un rol auxiliar para reconocer pro-
piedades, definiciones y medidas de las figuras, centrando la practica en procedi-
mientos aritméticos-algebraicos mediante el uso de formulas.

Por otro lado, se identifica que 24 tareas promueven el proceso de visualiza-
cion. Estas tareas demandan la capacidad de reconocer, clasificar o representar fi-
guras geométricas. Por ejemplo, clasificar poligonos a partir del nimero de lados y
de angulos interiores congruentes. Se identifica el proceso de construccion en 52
tareas, la mayoria promueve elementos notables de un triangulo, y rectas paralelas
y perpendiculares. Estas tareas se caracterizan por utilizar regla, compas y software
GeoGebra. Por ejemplo, para la construccion de segmentos perpendiculares se so-
licita el procedimiento de construccion con algin instrumento, para ello, se orienta
al estudiante sobre procedimientos de construcciones previas. Por su parte, el pro-
ceso de representacion es promovido en 16 tareas relacionadas con la posicion y
desplazamiento de figuras, vectores, y coordenadas en el plano, recurriendo prin-
cipalmente a la representacion de un objeto geométrico (vectores, puntos, eje de
simetria, entre otros). Por ejemplo, solicitar la representacion en el plano de un
triangulo mediante la traslacién de un vector. Esta representaciéon no necesaria-
mente involucra instrumentos geométricos, pues la definicién es suficiente para
dibujarla o trazarla.
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Finalmente, el proceso de deduccion es promovido en 7 tareas, movilizando
la deduccion de propiedades o definiciones, el uso de hipétesis, argumentos o jus-
tificaciones. De manera general, dicho proceso se apoya en alguna figura geomé-
trica, material concreto o software dinamico.

4.2. Analisis del libro de texto y cuaderno de actividades de 8.° basico

Para este nivel se analizan 172 tareas, 28 de ellas vinculadas al proceso de visuali-
zacion, particularmente, al estudio de transformaciones isométricas y area de pris-
mas y cilindros. La visualizacion se pone en juego para reconocer caracteristicas de
las figuras en 2D o 3D. Por ejemplo, al variar el nimero de lados del poligono base
de un prisma. Asi, las tareas demandan el uso de propiedades y definiciones; como la
visualizacion de un cilindro generado por la rotacion de un rectangulo, considera
las definiciones de angulo y centro de rotacion. Ademas, la visualizacion de ele-
mentos geométricos en las figuras permite introducir la deduccién de férmulas,
siendo este el vehiculo para transitar entre un razonamiento intuitivo a uno deduc-
tivo.

Por su parte, el proceso de medicion es promovido en 88 tareas asociadas al
calculo aritmético y al uso de formulas mediante una figura. Por ejemplo, para de-
terminar el area y el volumen de un cilindro se requiere la descomposicion de figu-
ras. Se identifica el proceso de construccion en 8 tareas relacionadas, principal-
mente, a transformaciones isométricas (traslacion, rotacion y reflexion). Estas ta-
reas involucran el protocolo de construcciéon mediante el uso del software GeoGe-
bra, con el fin de replicarlo, posteriormente, en tareas similares.

Se identifican 48 tareas que enfatizan sobre el proceso de representacion de
puntos, segmentos, vectores, mediatriz, figuras trasladadas, rotadas y reflejadas,
dados algunos elementos geométricos. Por ejemplo, dado un punto rotado se pide
representar la preimagen del punto en el plano. Este tipo de tareas son identifica-
das, principalmente, al estudiar la composicion de transformaciones isométricas.
Finalmente, las tareas de deduccién fueron nulas, pues mas de lamitad de las tareas
involucraban algin tipo de calculo numérico-algebraico. Esto puede deberse al
contenido geométrico (area, volumen, teorema de Pitagoras y transformaciones
isométricas) estudiado en este nivel escolar.

4.3. Analisis del libro de texto y cuaderno de actividades de 1.° medio

Se analizaron 216 tareas, 144 de ellas vinculadas al proceso de medicion, centradas
en procedimientos de calculo y apoyadas de contextos y atributos de las figuras y
cuerpos geomeétricos, dadas las medidas. Estas tareas abordan el estudio del peri-
metro de segmentos, area de sectores circulares y volumen del cono, homotecia,
teorema de Thales, y semejanza. Por ejemplo, el calculo del volumen del cono me-
diante su férmula, dada su altura y su radio. Por su parte, el proceso de visualizacion
es promovido en 13 tareas relacionadas con el estudio de 1a homotecia, homotecia
vectorial y semejanza. La mayoria de estas se centran en identificar la razén de ho-
motecia de dos triangulos homotéticos, reconociendo propiedades y atributos per-
ceptibles de triangulos semejantes asociadas a una razon. A pesar de esto, existe un
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escaso desarrollo de justificacion o argumentacion, pues las tareas no profundizan
en relaciones de semejanza de cuadrados o triangulos equilateros.

Respecto al proceso de construccion, se identifican 20 tareas que involucran
instrumentos geométricos (regla, compas o software). Por ejemplo, la construcciéon
de segmentos proporcionales dada la razon y las particiones del segmento. Por su
parte, el proceso de representacion es promovido en 23 tareas relacionadas con
conceptos como: puntos, vectores, figura homotética, razén de homotecia, entre
otras. En la representacion de poligonos homotéticos se aplica la definicion de ho-
motecia para determinar la razon.

Respecto al proceso de deduccion, se identificaron 16 tareas relacionadas con
el estudio de la semejanza y criterios de semejanza. Estas tareas utilizan hipdtesis
y conjeturas para demostrar una afirmacion verdadera. Por ejemplo, para demos-
trar que dos triangulos equilateros son semejantes, se usa como hipétesis que sus
angulos son congruentes entre si, mediante el criterio angulo-angulo-angulo.

4.4. Andlisis del libro de texto y cuaderno de actividades de 2.° medio

Se analizaron 99 tareas, 11 de ellas relacionadas con el proceso de visualizacion y
88 con el proceso de medicién aritmética-algebraica. Estas tareas abordan el estu-
dio del volumen y area de la esfera, razones trigonométricas y sus aplicaciones,
vectores y trigonometria. Los procesos de representacion, deduccion y construc-
cion son nulos en este nivel. El proceso de visualizaciéon demanda en las tareas la
identificacion de propiedades y caracteristicas del cono, esfera y cilindro, utilizando
diferentes contextos para presentar diferentes representaciones geométricas. Ade-
mas, en la practica dicho proceso presenta ciertas dificultades para visualizar que,
al rotar un triangulo is6sceles o un cuadrado, se genera un cono y un cilindro, res-
pectivamente. Por su parte, las tareas relacionadas con la medicién aritmética-al-
gebraica se centran en el calculo del volumen, radio o area de la superficie esférica.
Aqui, es recurrente usar figuras, contextos o ilustraciones para desarrollar un pro-
cedimiento. Por ejemplo, determinar el volumen de la esfera inscrita en un cilindro;
para ello, se consideran las medidas y formulas asociadas a la figura para realizar
procedimientos en un lenguaje simbdlico.

A modo de sintesis, la Tabla 2 presenta las tareas que promueven determina-
dos procesos geométricos por nivel educativo.

Tabla 2. Procesos movilizados en tareas de los libros de texto en educacion secundaria

de Chile

Procesos 7.0Basico  8.°Basico  1.°Medio  2.° Medio Subtotal
geométricos Nimero de tareas %
Medicion 102 88 144, 88 422 61.33
Visualizacion 24 28 13 11 76 11.04
Construcciéon 52 8 20 80 11.63
Representacion 16 48 23 87 12.64
Deduccion 7 0 16 23 3.34
Total 688 100
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Es posible observar que las tareas desde 7.° basico a 2.° medio se centran,
principalmente, en el proceso de medicion (aritmética o algebraica). Dicho proceso
se apoya de figuras, material concreto e instrumentos geométricos. También se
muestra que el proceso de visualizacion se promueve de manera escasa en todos los
niveles educativos, y que el proceso de construccion es mas frecuente en el libro de
texto de 7.° basico. En todas las tareas, el proceso de construccién involucra el uso
de regla, compas o GeoGebra, mediante un protocolo de construccién que guia al
estudiante.

El proceso de representacion es frecuente en el libro de 8.° basico. Este tipo de
tareas pone en juego definiciones o propiedades para replicar o dibujar una figura
(conysinuso deinstrumentos). Este proceso es utilizado para responder preguntas
relacionadas con procedimientos aritméticos utilizando o no alguna férmula.

Se observa que el proceso de deduccion es escaso en los libros de texto de 7.°
basico y 1.° medio, mientras que en los libros de 8.° basico y 2.° medio no es pro-
movido. En este tipo de tareas se solicita la deduccion de propiedades o formulas
con uso de figuras.

4.5. Ejemplos de objetos y procesos matematicos promovidos en tareas de 7.°

basico

4.5.1. Tareas de medicion

La Figura 1 corresponde a una tarea sobre medicion. La consigna es hallar la medida

del angulo interior en un triangulo, a partir de las medidas dadas en la figura.
Figura 1. Ejemplo de tarea de medicion 7.° basico

Calcula lo pedido utilizando la informacion entregada.

b. Enel AEFG, EF L FG y EH es bisectriz d. Enlafigura, A, Py Q son colinealesy en

del 4FEG. ¢Cudl es el triple de la el AGLP se ha trazado la bisectriz GM.
medida de a? ¢Cudl es la medida de y?
E A L
w—y
R
F G

Fuente: Iturra et al. (2019, p. 167).

Para dar respuesta a la tarea de la Figura 1, se promueven definiciones (per-
pendicularidad, bisectriz, angulo interior del triangulo, colinealidad, entre otras) y
se ponen en juego hipoétesis (e. g. EF L FG y A, PyQ.colineales) que conllevan la apli-
cacion de propiedades (e. g. la suma de angulos interiores de cualquier triangulo es
180°), esto se utiliza para argumentar sobre las medidas halladas. Los procedi-
mientos asociados son calculos aritméticos mediante un lenguaje aritmético-alge-
braico y notacion propia de la geometria, mientras que las definiciones son relevan-
tes para utilizar las propiedades.
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Aunque el ejemplo anterior vislumbra la deduccién légica para determinar
medidas y el uso de hipdtesis para deducir propiedades, destaca la medicion y el
calculo de operaciones entre angulos, desfavoreciendo el razonamiento geomé-
trico.

4.5.2. Tareas de representacion

La Figura 2 muestra una tarea utilizando un contexto y lenguaje natural. La tarea
evoca la representacion de una circunferencia inscrita en un rectangulo. Se aplican
conceptos (superficie, area de rectangulo y circunferencia, y nimero pi) para desa-
rrollar el calculo de area del rectangulo y circulo y su diferencia entre estas, y asi
concluir la superficie inaccesible. Si bien el ejemplo (Figura 2) es de caracter arit-
mético, en este tipo de tareas es necesaria la representacion de la figura para apli-
car, en parte, la visualizacion y la medicion usando lenguaje aritmético.

Figura 2. Ejemplo de tarea de representaciéon

Un caballo se encuentra en un corral rectangular de ancho 7 m y largo de 8 m.
En el centro del corral hay una estaca con una cuerda que ata al caballo, pero
le permite moverse dentro del corral.

a. Sila cuerda que ata al caballo mide 3 m, ;cual es la superficie méaxima por
la que puede moverse el caballo?

b. ¢Qué superficie del corral seria inaccesible para el caballo?

Fuente: Iturra et al. (2019, p. 140).

4.6. Ejemplos de objetos y procesos matematicos promovidos en las tareas de
8.° basico

4.6.1. Tareas de construccion

La tarea de la Figura 4 demanda la construccion de un tridngulo, mediante la apli-
cacion de la traslacion y uso de regla y compas. El protocolo de construccion de-
manda utilizar conceptos de traslacion, vector e imagen de una figura, donde el uso
del compas permite marcar los vértices determinados por la direccion y la longitud
del vector DT. Posteriormente, se traza la figura utilizando la regla. Finalmente, se
aplica el mismo procedimiento para hallar la imagen del triangulo ABC, con el vec-
tor FK. De esta manera, las definiciones son fundamentales para realizar el procedi-
miento de construccion, asi como la coordinacién del lenguaje simbdlico e iconico.

Figura 4. Ejemplo de tarea de construccion

Usando regla y compds, traslada el AABC segun el vector DTy, luege, traslada laimagen
obtenida seqin el vector FK,

.

L.

i
\T / Fuente: Torres y Caroca

(2019b, p. 100).
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4.7. Ejemplos de objetos y procesos matematicos promovidos en las tareas de
1.° medio

4.7.1. Tareas de deduccion

La Figura 5 muestra un ejemplo de tareas que bosqueja una demostracion formal
utilizando hipétesis y conjeturas para el desarrollo del razonamiento deductivo. No
obstante, son escasos en el libro de texto y nulos en el cuaderno de actividades. Di-
cha tarea usa como hipoétesis los puntos medios de un segmento y se pide demostrar
que dos triangulos son semejantes; se podria conjeturar que los triangulos interio-
res en el triangulo ABC son congruentes. Se requiere utilizar lenguaje simboélico (na-
turaly figural) y definiciones tales como: semejanza, angulos correspondientes, cri-
terios de congruencia, punto medio y segmentos. Por otro lado, se pone en juego el
argumento que subyace a la propiedad “la suma de angulos interiores de cualquier
triangulo es 180°”, para enunciar la proposicion “el triangulo EFD es semejante con
ABC” . Este tipo de tareas permiten utilizar hipétesis y conjeturas basadas en lo pro-
puesto y lo deducible; la sinergia entre el lenguaje geométrico y figural requiere del
razonamiento deductivo. Ademas, el uso del lenguaje geométrico y propiedades de
las figuras, en la bisqueda de relaciones ldgicas, permite al estudiante pasar de cal-
cular magnitudes a la bisqueda de premisas mediante un enunciado y una figura.

Figura 5. Ejemplo de tarea de deduccién

Analiza la siguiente figura y responde.

En el tridngulo ABC de la figura, D, E y F son puntos medios de
los segmentos AB, BC y CA, respectivamente. Demuestra que F E
el tridngulo ABC es semejante con el tridngulo EFD.

Fuente: Fresno et al. (2020, p. 140).

4.8. Ejemplos de objetos y procesos matematicos promovidos en las tareas de
2.° medio

4.8.1. Tareas de visualizacion

LaFigura 8 ejemplifica una tarea que requiere de la visualizacion de atributos y pro-
piedades perceptibles en una ilustracion que muestra la secuencia de figuras cons-
truidas con conos de papel. Aqui se utiliza la imaginacion y la percepcién visual para
identificar que la secuencia de conos asemeja una esfera, pues entre mayor es el
numero de conos hay una mejor aproximacion al volumen de la esfera. Asi, esta ta-
rea requiere visualizar la relacion entre el radio del cono y el volumen de la esfera.
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Figura 8. Ejemplo de tarea de visualizacion

# Analiza la siguiente secuencia
de figuras construidas con conos
de papel.

a. ¢A qué figura se asemejan a medida
que aumenta la cantidad de conos
en ellas?

b. ;Qué ocurre con el radio de la base
de cada cono a medida que aumenta la cantidad
de conos en las figuras?

c. Anadimos dos figuras a la secuencia, una compuesta por 100 conos y otra con 120.
¢A qué figura se asemejan? ;Cudl de ella se asemeja mas a dicha figura? ;Qué
ocurre con el radio basal de cada uno de los conos de las figuras?

Fuente: Diaz, Ortiz, Norambuena et al. (2020, p. 103).

4.9. Procesos geométricos en libros de texto de educacién secundaria

En la Tabla 3 se resumen los objetos primarios que emergen de las tareas de los li-
bros de texto y de su posible resolucion. La escasa movilizaciéon de determinados
objetos permite la identificacién de aquellos objetos idoneos para cada proceso. La
configuracion idonea para el proceso de visualizacion desencadena situaciones que
demandan practicas de componer/recomponer figuras, o bien, realizar modifica-
ciones sobre elementos geométricos, figuras o cuerpos geométricos. Para el proceso
de representacion, la configuraciéon idénea desencadena contextos que demandan
practicas de ilustrar/manipular elementos geométricos, figuras o cuerpos. Para el
proceso de construccion, la configuracion idéonea desencadena contextos que de-
mandan practicas de construccion explicita de elementos geométricos, figuras,
agrupacion de figuras o cuerpos geométricos. Para el proceso de medicion, la confi-
guracion idonea desencadena contextos que demandan practicas de cuantificacion
de magnitudes. Finalmente, para el proceso de deduccion, la configuraciéon idénea
desencadena contextos que demandan practicas de formulacién de hipétesis y
pruebas. Los procesos identificados en el analisis, en su conjunto, permiten dar
cuenta del razonamiento geométrico en términos de otros procesos involucrados.
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Tabla 3. Caracterizacion del razonamiento geométrico

Objetos matematicos

PG* Objetos matematicos primarios idoneos primarios presentes en
los libros de texto
Las situaciones problema utilizan figuras que requieren de
posibles modificaciones (e. g., [re]Jcomposicién, descompo-
sicion, diferencias y similitudes entre figuras).
Los procedimientos involucran comparaciones (directas e in-
directas), descomposiciones y reconfiguraciones de las figu-
£ ras La tarea parte de mos-
= i L ) . trar alguna figura para
¥  Los conceptos/definiciones permiten sustentar los procedi- & gurap
8 . < reconocer sus cualidades
.~ mientos (e. g, elementos notables de un triangulo dan sus- . .
= . o propiedades, e inter-
5  tentoacomparaciones). . .
@ ) st ., viene el uso de figuras 'y
> Los argumentos permiten justificar un proceso deresolucion 1 -iarial concreto.
asociado a la visualizacion (e. g., dos triangulos son seme-
jantes si sus angulos interiores son congruentes).
Las propiedades/proposiciones dan sustento a los argumentos
(e. g., dos triangulos tienen angulos congruentes, entonces
son semejantes) con base en los atributos perceptibles.
Las situaciones problgma permiten evocar una figurao un di-  1.tarea puede recurrir a
bujo para ilustrar objetos geométricos (e. g., representacio- una definicién/concepto
nes en 2D y 3P)' N o para representar una
=  Los procedimientos utilizados permiten interpretar una de- grafica o dibujo. Ade-
tg terminada representacion (e. g., trazado auxiliar de lineas). mas, se utilizan contex-
8  Lasdefiniciones/conceptos dan soporte a las representaciones  tos intra o extra-mate-
§ utilizadas (e. g., circunferencia como lugar geométrico). maticos que involucra
®  Los argumentos permiten justificar la representacién utili- objetos visuales. Se utili-
& zada(e. g, lainterseccién de las medianas de un tridngulo es zan instrumentos geo-
= el gravicentro)_ metricos (regla, compas
Las propiedades/proposiciones dan sustento a la representa- Y GeoGebra) o mano al-
cién utilizada, con base en los atributos perceptibles de lare- Zada pararepresentar la
presentacion (e. g., perpendicularidad). figura.
Las situaciones problema evocan la construccion de una figura
o configuracion de figuras (e. g., en entornos de lapiz y pa-
pel/software).
Los procedimientos utilizados permiten realizar construccio- Laltagea demanda proto-
o  nesgeométricas (e. g., protocolo de construccién). colo de construccion,
R . . basado en el conoci-
-5 Lasdefiniciones/conceptos dan soporte a las construcciones . S
3 o/ - miento de las definicio-
S  (e.g., elementos notables de un triangulo) mediante el uso de :
o . P . nes, propiedadesy pro-
£  instrumentos geométricos (regla, compas y GeoGebra). 2E A
2 - stifi p o i cedimientos. Se utilizan
g Los argumentos justifican el proceso de construccion seguido i, <trumentos geométri-

(e. g., al trazar dos radios cualesquiera desde el centro de la
circunferencia, se forma un triangulo isésceles).

Las propiedades/proposiciones dan sustento a las construccio-
nes geométricas (e. g., dados dos puntos cualesquiera, existe
una Unica recta que pasa por ellos).

cos (regla, compas y
GeoGebra).
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Objetos matematicos
PG* Objetos matematicos primarios idoneos primarios presentes en
los libros de texto

Las situaciones problema demandan explicitamente la medida
de una magnitud.

Los procedimientos utilizados permiten calcular la medida de

elementos geométricos (e. g., teorema de Pitagoras). La tarea utiliza la aplica-
o  Lasdefiniciones/conceptos dan soporte a los procedimientos cion de una definicién o
1©  utilizados (e. g., area/superficie, angulo). propiedad relacionada
:% Los argumentos permiten justificar la medicién de un ele- directamente con una
S mento geométrico (e. g., el tridngulo es lamitad del rectan-  formula, lo que implica
gulo de igual base y altura que lo contiene, por lo tanto, la un,procedlmlento arit-
férmula para calcular el area del triangulo es base x al- metico-algebraico.
tura/2).
Las propiedades/proposiciones dan sustento a la medicion de
elementos geométricos (e. g., particion de poligonos).
Las situaciones problema demandan el uso de deducciones 'y
conjeturas (e. g., tareas que demandan pruebas geométricas).
Los procedimientos utilizados se asocian a pasos logicos que La tarea demanda el uso
involucran el uso de hipétesis y conjeturas (e. g., P implica de propiedades o defini-
e Q. ciones para argumentar
?8 Las definiciones/conceptos dan soporte a los procedimientos légicamente y deducir
S  dededuccidn utilizados (e. g., ortocentro). propiedades/proposicio-
'®  Losargumentos utilizados justifican la aproximacién alade- nes, interviene el uso de
B mostracién l6gica deductiva (e. g., todas las alturas de un figurasy materifll con-
tridngulo se intersecan en un punto). creto. La situacion no

Las propiedades/proposiciones dan sustento al uso de deduc-  incorpora medidas.

ciones (e. g., la altura de un triangulo corresponde a la recta
perpendicular trazada desde un vértice al lado opuesto).

* PG = Procesos geométricos

El lenguaje (verbal, figural/grafico, geométrico) utilizado en las tareas geo-
métricas permite hacer explicitos los procesos geométricos.

5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

En este estudio nos propusimos caracterizar los procesos subyacentes al razona-
miento geométrico promovido por los libros de texto de educacion secundaria de
Chile; con esta finalidad planteamos la pregunta ¢ qué procesos subyacentes al ra-
zonamiento geométrico se promueven con las tareas (y las practicas asociadas a la
solucion esperada) de los libros de texto de educacion secundaria en Chile? Los re-
sultados de la investigacion han evidenciado cinco procesos que, en su conjunto,
dan cuenta del razonamiento geométrico desde una perspectiva pragmatica (Lugo-
Armenta y Pino-Fan, 2021). Estos procesos —visualizacion, representacion, cons-
truccion, medicion y deduccion— (Duval, 2017; Hershkowitz et al., 1998; Seah y
Horne, 2020) y sus respectivos objetos, vendrian a condicionar las practicas mate-
maticas en contextos geométricos, promoviendo la emergencia gradual y sistema-
tica de una red de objetos para cada uno de los procesos asociados al razonamiento
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geométrico. Lo anterior deja en evidencia la complejidad subyacente a dicho razo-
namiento, y la utilidad de la configuracion epistémica para su caracterizacion.

Los resultados de este estudio muestran que en las tareas de los libros de texto
es habitual el proceso de medicion, el cual se moviliza en 422 de las 688 tareas ana-
lizadas; esto va en detrimento del desarrollo de procesos clave como el de deduc-
cion (23 tareas), visualizacion (76 tareas), construccion (80 tareas) y representa-
cién (87 tareas). Lo anterior pone en evidencia que las tareas geométricas vincula-
das al proceso de medicion priorizan el trabajo con procesos de algebrizaciony arit-
metizacion mediante la aplicacion de férmulas y medidas asociadas a figuras.

En contraparte, las reducidas tareas que movilizan el proceso de deducciéon
promueven escasamente aspectos claves para el desarrollo del razonamiento geo-
métrico, tales como pruebas geométricas, la formulacién de conjeturas y proposi-
ciones logicas (Duval, 2017; Seah y Horne, 2020; Whitely et al., 2015). El escaso ni-
mero de tareas relacionadas con los procesos de visualizacién, construccién y re-
presentacion podria conllevar dificultades para el reconocimiento de definiciones
o propiedades sobre las figuras, la proposicion de protocolos de construcciony re-
produccion de figuras, y para la representacion de figuras que se evocan a partir de
tareas geométricas (Gal y Linchevski, 2010).

Aunque el uso de medidas en las tareas geométricas es necesario para llegar a
la deduccidn de las diferentes formulas, consideramos que se requiere abordar el
razonamiento geométrico desde los cinco procesos propuestos y sus respectivos
objetos idoneos. Sin embargo, un problema considerable que podria derivarse al
movilizar mayoritariamente el proceso de medicion en los libros de texto es que el
estudiante puede creer que la geometria consiste en aplicar formulas y calcular me-
didas sin desarrollar un razonamiento geométrico.

A partir de nuestro estudio, develamos cémo las tareas geométricas propues-
tas en el libro de texto ponen en desventaja el proceso de deduccion y de visualiza-
cion al utilizar figuras prototipicas y objetos geométricos innecesarios que impiden
que el estudiante realice deduccion de propiedades o formulacion de conjeturas (e.
g., representar innecesariamente un angulo recto en la figura cuando no es necesa-
rio). Es por ello que hay una clara urgencia por promover tareas geométricas que
involucren: (1) el proceso de deduccion, donde se reconozca la necesidad de justi-
ficar las proposiciones planteadas y comprender que unas propiedades se deducen
de otras, para lo cual es necesario que las tareas de los libros de texto no se limiten
al uso de medidas, y que el estudiante reconozca el lenguaje propio de la geometria
para hacer alguna representacion, construccion o la justificacion de pasos logicos;
y (2) el proceso de visualizacion, donde se pida al estudiante reconocer objetos geo-
métricos elementales (e. g., segmento, altura, mediatriz, angulo), para que el estu-
diante pueda descomponer y componer figuras estableciendo relaciones y simili-
tudes entre los objetos geométricos.

En este sentido, la caracterizacion propuesta puede servir como base para el
disefio de tareas y para el tratamiento que los profesores pueden dar a las tareas
geométricas de los libros de texto, entendiendo que dichos libros pueden propor-
cionar oportunidades de aprendizaje tanto para docentes como para estudiantes,
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sin ser decisivos sobre lo que ocurre en el aula (Charalambous et al., 2010; Hadar,
2017). Es importante recalcar que el razonamiento geométrico, en este estudio, se
relaciona con las practicas y procesos matematicos que se desarrollan para resolver
una situacion problema en un contexto geomeétrico, por lo que los procesos vincu-
lados a tal razonamiento no pretenden ser una propuesta exhaustiva, sino una pro-
puesta que permita orientar la emergencia de determinadas practicas matematicas
en contextos geométricos.
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The objective of this study is to characterize the processes underlying geometric
reasoning promoted by secondary school textbooks in Chile. We have selected text-
books and their respective exercise books corresponding to the educational levels
from 7th grade to 2nd grade, focusing on the tasks that correspond to the thematic
axis of geometry. This axis stands out in the Chilean curriculum for articulating di-
verse mathematical contents, for example, patterns and algebra, algebra and func-
tions, as well as for its relation to deductive reasoning. A content analysis is carried
out that considers the tasks mentioned above as units of analysis. In addition, tools
of the ontosemiotic approach to mathematical knowledge and instruction are used
to identify objects and processes emerging from the possible resolution of the se-
lected tasks. Five categories of analysis are distinguished: (1) visualization, related
to the recognition of geometric properties, procedures of composing-recompos-
ing, and transformations on geometric figures and bodies; (2) construction, which
includes procedures involving measuring instruments (ruler, compass, etc.) or
software; (3) measurement, linked to procedures involving calculations and formu-
las (arithmetic or algebraic); (4) representation, which involves the use of figures or
drawings to illustrate geometric elements; and, (5) deduction, associated with the
use of hypotheses and the enunciation of propositions or conjectures. Each of these
categories corresponds to a process that integrates different mathematical objects,
making up geometric reasoning as a whole. The results show that the textbook
tasks are dominated by the measurement process that involves arithmetic-alge-
braic procedures, figurative and graphic language, and solutions that demand the
use of symbolic language. This suggests a detriment of geometric reasoning as a
function of the other processes that comprise it. This leaves in evidence the lack of
use of logical propositions, formulation of conjectures, and recognition of defini-
tions or properties of geometric figures and bodies, key aspects in the development
of geometric reasoning. In this sense, the proposed characterization of processes,
and their respective objects, can serve as a basis for the design of tasks and for the
treatment that teachers can give to geometric tasks in textbooks, recognizing that
such books can provide learning opportunities for both teachers and students
without being determinants of what happens in the classroom.
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