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Resumen o En este trabajo se analizan los resultados de implementar un recorrido de estudio y de inves-
tigacion (REI) en cursos regulares de la escuela secundaria en Argentina con 163 estudiantes. Se adopta la
Teoria Antropolégica de lo Didactico (TAD) para definir los alcances de un paradigma emergente, el del
cuestionamiento del mundo (PCM) a partir de un REI, como respuesta a otro en crisis, el de la “visita de
obras”. Se analizan las praxeologias que se estudian con el REI Los resultados ponen de manifiesto las
diferencias de introducir una ensefianza por investigacion y cuestionamiento respecto del planteo tradi-
cional habitual, principalmente con relacién al saber.
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Abstract o This paper analyzes the results of implementing a Study and Research Path (SRP) in regular
secondary school courses in Argentina with 163 students. The Anthropological Theory of the Didactic
(ATD) is adopted to define the scope of an emerging paradigm of questioning the world (PCM) from an
SRP, as aresponse to another in crisis, the “visit of the works”. The praxeologies that are studied with the
REI are analyzed. The results show the differences of introducing teaching through research and question-
ing regarding the usual traditional approach, mainly in relation to knowledge.
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De “la visita de obras” al “cuestionamiento del mundo” en la escuela secundaria argentina

1. INTRODUCCION

La ensefianza de la Matematica atraviesa problemas tal vez inevitables, que conlle-
van altos niveles de frustracion para los profesores y los estudiantes. Mas alla de
dichos fracasos —que se definen por lo general en funcién de resultados esperados
en un proceso de acreditacion por el docente, o por estandares internacionales de
evaluacion en una institucion— el problema no puede dejar de considerarse como
intrinseco y estrictamente relacionado con el saber, a sus usos, al porqué y para qué
de un determinado conocimiento matematico en un momento e institucion escolar.
Ante la pregunta recurrente de los estudiantes: “profesor, ¢y esto para qué me
sirve?”, aparecen respuestas como predeterminadas, tales como “la matematica
sera util para la vida”, “los ayudara a resolver problemas, a pensar”. La falta de
respuesta con sentido a estos interrogantes tiene varias consecuencias. Por un lado,
podria explicarse por el rechazo o aversion social frente a la matematica y lo que se
propone en torno a ella (Chevallard, 2017). Los conocimientos matematicos se pre-
sentan como incuestionables, poco alcanzables y hasta de dificil acceso. Por otro
lado, en la escuela el profesor es quien asume casi por completo la responsabilidad
de la clase, y también se le atribuyen los “fracasos” porque a él le corresponde casi
todo: decidir qué y como enseiiar, “explicar”, seleccionar un libro y proponerlo,
evaluar, etc. La actividad del alumno es reproducir lo que el profesor explica y re-
solver tareas de un trabajo practico; o simplemente hacer los ejercicios del libro. El
profesor toma casi todas las decisiones, y al alumno le queda la reproduccion en lo
posible exitosa del conocimiento que le fue comunicado, “mostrado”.

Es conocido el esfuerzo que los didactas han hecho por tratar de cambiar la
relacion de los profesores y los estudiantes a los conocimientos en matematica de
diferentes maneras. Se pueden reconocer los trabajos de algunos precursores de la
didactica de la matematica en Francia, como los de Artigue (1995), Brousseau
(1998), Chevallard (1999), Douady (1986) y Vergnaud (1990). En particular, Che-
vallard (2004) es quien teoriza y reconoce un fendmeno arraigado que explica los
problemas del modelo dominante y lo denomina de la monumentalizacion del saber.
En este modelo el profesor es responsable de “traspasar” el saber al alumno, “mos-
trarselo” y ademas es su “garante”. Otra consecuencia gravisima de la monumen-
talizacion es la instalacion de un proceso sistematico y muy arraigado de elimina-
cion de las preguntas por respuestas, denominado fendmeno de pérdida de sentido.
En este fenémeno, las obras que el profesor muestra son respuestas a preguntas
que nunca fueron hechas, que permanecen ocultas, lo que produce que se desco-
nozca la utilidad de ese saber, su razén de ser, su porqué o para qué. Esto se consti-
tuye en lo que Chevallard (2013) denomina paradigma de la visita de obras, “visita”
que, por otro lado, se realiza de forma parcial, aislada, y se describe bajo el fen6-
meno del autismo temdtico (Chevallard, 2001). Utilizamos la expresion confina-
miento de los temas para referir a este fenémeno, que debe ser considerado como
un fenémeno que condiciona el conjunto de las cuestiones matematicas que pueden
ser estudiadas en una institucion, y las posibles formas de estudiar dichas cuestio-
nes.
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El paradigma de la visita de obras y los fenémenos vinculados a este estan vi-
gentes y en crisis, y seria deseable que evolucionen hacia el paradigma del cuestio-
namiento del mundo, por medio de la propuesta de los recorridos de estudio y de
investigacion (REI) (Chevallard 2004, 2013). Los REI vienen a dar respuesta a los
fendmenos de la monumentalizacion del saber, de la pérdida de sentido y a también
al problema del confinamiento de los temas porque parten del estudio de una pre-
gunta que permitira generar otras, y cuyas respuestas son una responsabilidad de
la clase y no inicamente del profesor. El fenémeno del autismo de los temas tam-
bién evolucionaria hacia una cobertura de temas de un programa y las salidas ne-
cesarias a saberes dentro y fuera de la o las disciplinas en cuestion. La pregunta que
genera el recorrido requerira del reencuentro de praxeologias de las disciplinas in-
volucradas en el estudio y no esta esto predeterminado de antemano. Es deseable
que se involucren al menos dos disciplinas, y entre estos se reconocen algunas in-
vestigaciones que desarrollan REI tanto en la escuela secundaria como en la uni-
versidad. Especificamente, en la investigacion de Gazzola et al. (2021) y Otero, Lla-
nos y Arlego (2020), se propone un REI codisciplinar a la matematica y la fisica
donde se propone una pregunta Q,, cuyas posibles respuestas ni siquiera son cono-
cidas de antemano para los profesores, y donde ambas disciplinas se estudian en la
misma medida. Otras investigaciones implementan REI en un curso de didactica de
la matematica con profesores en actividad que deciden continuar sus estudios en la
universidad. Especificamente en la investigacion de Otero, Llanos y Parra (2020) se
desarrolla un REI codisciplinar en matematica y fisica. En ambos casos, los profe-
sores, por un lado, estudian con el REI y se analizan sus decisiones cuando tienen
que pensar en como utilizarlo para ensefiar. La investigacion de Florensa et al.
(2020) propone un REI como dispositivos didactico-matematico para la ensefianza
de lamodelizacion en tres niveles educativos: infantil, secundaria y universidad. La
de Garcia et al. (2019) proponen una investigacion que discute el papel de los REI
como “tareas” que se disefian con el propdsito de enfrentar ciertos fenémenos di-
dacticos identificados en las instituciones.

El REI que se propone en esta investigacion seria una transicién hacia lo que
en términos tedricos se propone de este constructo. Ademas de que involucra una
Unica disciplina, el profesor conoce de antemano una posible respuesta a Qo y las
posibilidades para su estudio. Es una alternativa viable a la ensefianza habitual, por
tratarse de una propuesta que corresponde a un estudio longitudinal que dura dos
aflos y en una institucién caracterizada por en el paradigma de visita de obras. Con
el REI que comienza con la pregunta Q.: (como operar con curvas cualesquiera, si solo
se conoce su representacion grdfica y la unidad en los ejes? (Llanos et al., 2016), los
estudiantes y el profesor avanzan juntos en el estudio de Q, y otras relacionadas, a
partir de un conjunto de situaciones que convenientemente el profesor/investiga-
dor lleva al aula. Otra diferencia respecto de la ensefianza habitual es que con el REI
los saberes no se reencuentran de forma aislada, es decir, se requiere de un estudio
conjunto saberes que incluyen nimeros, geometria sintética y analitica. Con este
REI se pone a disposicion un instrumento que en la escuela secundaria permitiria
un estudio alternativo de “lo funcional”, estrechamente relacionado con la geome-
tria, los nimeros y el algebra. El objetivo de este trabajo es poner en evidencia las
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diferencias en términos de praxeologias reencontradas y funcionamiento de una
clase que se propone desde el PCM, respecto del habitual. Analizamos entonces las
diferencias entre el REI y el paradigma de la “visita de obras” vigente; motivo por
el cual la pregunta que nos proponemos responder en este trabajo es {cuales son los
alcances y limitaciones del REI con relacion a las praxeologias involucradas, res-
pecto de la ensefianza habitual?

2. MARCO TEORICO

Se adopta la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) (Chevallard, 1999, 2013,
2017) para describir con precisiéon dos paradigmas antagdnicos: uno dominante y
en crisis, denominado de “la visita de obras”, hacia otro el “del cuestionamiento
del mundo” (en adelante PCM) que se encuentra en plena evolucion y desarrollo.
Para definir las diferencias entre dichos paradigmas, comenzamos por mencionar
que la TAD es una teoria de lo didactico, caracterizada por su dimensién antropo-
l6gica. Lo antropolégico coloca a la actividad matematica dentro de las actividades
humanas, y Chevallard (1999) propone ademas que cualquier actividad humana re-
gularmente realizada se modeliza con la nocién de praxeologia, y contempla dos
niveles: el de la practica y el de la justificacion de esas practicas en una determina
institucion. La nocién de praxeologia es central para definir las diferencias entre
estos paradigmas.

En el paradigma de la visita de obras “aprender” es apropiarse de praxeolo-
gias concretas, definidas por el profesor, y conocidas de antemano por él. El fen6-
meno de la monumentalizacion del saber (Chevallard, 2013, 2017) es propio de este
paradigma y metaféricamente define al alumno como visitando al saber matema-
tico por analogia a la visita de piezas de un museo que se veneran, se miran de lejos,
sin posibilidad de modificarlas, de hacer algo con ellas. En un aula los profesores
entonces “guian las visitas” por las obras y deciden qué praxeologias estudiar y
como. ¢Cual es la funcién de la escuela en este paradigma?: es el lugar donde los
estudiantes “visitan” la matematica que los profesores muestran, les ensefian y se
espera al final del estudio los estudiantes hagan o digan ciertas cosas que podrian
guardar similitud con aquello que les fue presentado. Asi, el sistema didactico (S)
en este paradigma adopta la forma: S (X; Y; 0;), en donde X representa el conjunto
de los estudiantes x € X,Y el conjunto de las ayudas al estudio, y € Y, que pueden
ser una o varias, ademas de un conjunto de obras u objetos 0i a estudiar.

El PCM produce una transformacion con relacion al encuentro con el saber.
No desaparecen las praxeologias, cambia la forma de reencontrarlas. En el PCM el
punto de partida es una pregunta que Chevallard (2013) denomina generatriz (Q,),
que permite generar otras preguntas Q; a partir de las cuales se reencuentran y es-
tudian las praxeologias de un programa. El profesor suele ser el responsable de lle-
var al aula la Q,. La clase investiga, se estudian obras con el objetivo de reconstruir
0 aportar una respuesta a Qo. Los estudiantes tienen un papel activo, analizan junto
al profesor la pertinencia de las respuestas, proponen otras preguntas, aportan una
busqueda de internet, un libro que conocen. La escuela se transforma en el lugar
donde los estudiantes, junto con el profesor, llevan a cabo un estudio, y si se quiere
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“una investigacion” de una pregunta que guarda relacién con ciertas praxeologias
del programa. En la PCM el sistema didactico es de la forma: S (X; Y; Q).

El correlato de este paradigma emergente en el aula son los REI Chevallard
(2013) indica que un REI puede definirse a partir de lo que él denomina esquema
herbartiano desarrollado: [S (X, Y, Qo) »{R?, Ok, Qi D;}] = R*, y para que el REI “viva”
se requiere construir un medio didactico apropiado, generar nuevas preguntas (Q;)
y estudiarlas con el objetivo de elaborar respuestas, asi como incorporar al medio
otras respuestas de la cultura (R?%), y datos (D) ttiles al estudio de las praxeologias
(u obras 0;). La respuesta R® es una respuesta acordada y considerada apropiada
como resultado del estudio por los estudiantes y el profesor. Para mostrar las prin-
cipales diferencias con el paradigma de la visita de obras se propone en la figura 1.

Figura 1. Elementos del esquema herbartiano en cada paradigma

Paradigma

«de 1a visita de obras” Paradigma del cuestionamiento del mundo

Diserio curricular = {0;} Disenio curricular = {Q;}

» Conocer fragmentos de obras ( 0; ) vy + Elaborar respuestas en la medida que se
demostrar que aprendimos aquello que desarrolla el proceso de estudio de Q;
visitamos.

N [S(X:Y1Qo) H{Roj) Oi; Qk: Dr}] =R*

|
h

[S(X,Y, 0;) ~{R%}, 0, Vmd}] 3~ R,

-
Respuesta conocida y definida por el profesor «_!
Respuesta sin pregunta _ |

Como se puede notar, en el paradigma de la visita de obras desaparecen algu-
nos elementos del esquema herbartiano, y esto se explica por la responsabilidad
atribuida al profesor en la construcciéon del medio didactico que no es abierto. No se
estudian preguntas sino obras de un programa O; seleccionadas y conocidas de an-
temano por el profesor. La respuesta R" es sustituida por una Ry, que es del profesor,
y ademas es una respuesta a una pregunta que nunca antes fue formulada. Por tal
motivo, los REI se proponen como una respuesta viable a este paradigma en crisis,
y parten del estudio de preguntas. La diferencia tal vez no radique en la forma en
que comienza el estudio, sino en las praxeologias que permitiria reencontrar el REI,
y en la completitud de las mismas.

3. METODOLOGIA

Se trata de un estudio cualitativo, de corte exploratorio y caracter etnografico. Se
propone introducir en cursos habituales de la escuela secundaria argentina el PCM
por medio de un REI, en un contexto experimentalmente controlado. Para definir
la metodologia empleada para el disefio, puesta a punto y analisis del REI, es nece-
sario identificar: el analisis a priori del REI que en el marco tedrico adoptado se
constituye en el modelo praxeoldgico de referencia, una segunda instancia que
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corresponde a la implementacién del instrumento ;y, por altimo, el analisis de los
resultados de la implementacion.

El analisis a priori contempla el disefio y eleccion de la pregunta Q, que es in-
tencional, y forma parte de la ingenieria que se realiza en la investigacion. En el REI
las preguntas derivadas pueden ser tantas como curvas y operaciones entre las
mismas se elijan, permiten reencontrar varias praxeologias del programa de estu-
dio de los ultimos tres afios de la escuela secundaria, que corresponde al contexto
de implementacion seleccionado en esta investigacion. Una vez establecidas cuales
son esas curvas y las operaciones correspondientes entre las mismas, es necesario
recorrer el camino que permita encontrar una solucion al problema. A partir de este
estudio se espera:

- Describir los posibles recorridos que pueden derivar de Q, y analizar en qué
medida estos pueden ser introducidos en los cursos de la escuela secundaria.

- Justificar por qué se aborda el problema de la multiplicacion de las rectas
como una respuesta posible al problema de operar con curvas.

- Realizar un analisis didactico de las preguntas que orientan el recorrido que
parte de la multiplicacién de las rectas y las decisiones consideradas con re-
lacién al mismo.

- Realizar un andlisis de la generalidad de las técnicas construidas para la
multiplicacién de las rectas, en otros casos.

Se realizaron seis implementaciones del REI en un mismo establecimiento
educativo publico de gestion privada, durante tres afios consecutivos, en dos cursos
en paralelo cada afio. Cada grupo de estudio esta conformado por aproximada-
mente 30 alumnos y el profesor del curso, que es parte del equipo de investigacion.
Se trata de un estudio longitudinal porque el REI se implementa en un 4.° afio de la
escuela secundaria argentina y contintia al préximo afio (en 5.° afio) con los mis-
mos estudiantes. Los estudiantes que participan de la investigacion tienen entre 14
y 16 afios y en total participaron 163 alumnos entre las seis implementaciones.

En las implementaciones el profesor tiene caracter de observador partici-
pante y se realiza también observacién no participante con colaboracion de colegas
del equipo. Se toman notas de campo antes y después de cada encuentro y se regis-
tra un audio general de cada curso durante todo el periodo de ejecucion del REIL
Cada clase el profesor lleva la tarea, que es desconocida para los estudiantes, y “re-
tira” las producciones escritas de todos los alumnos al finalizar cada encuentro, y
se registran por escaneo. A partir de la transcripcién de los registros de audio, las
notas de campoy las producciones escritas de los estudiantes se analizan los resul -
tados obtenidos. Para analizar las praxeologias efectivamente reconstruidas y visi-
tadas con el REI, se desarroll6 una investigacion que describe las adaptaciones ne-
cesarias en el medio didactico, el lugar del profesor y los estudiantes y la dilatacion
en el tiempo escolar que un estudio de estas caracteristicas produce (Llanos et al.,
2015). Este analisis permite ademas describir, analizar y evaluar la gestiéon del REL
Como indica Chevallard (2011), analizar y describir el REI implica identificar las de-
cisiones consideradas en su interior con relacion a las funciones didacticas o de
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produccion, e identificar, como consecuencia, los alcances en la actividad matema-
tica desarrollada con relacién a las praxeologias activadas, construidas y visitadas
durante el REIL

4. EL REl Y ALGUNOS RESULTADOS DE SU IMPLEMENTACION

La pregunta Q.: (como operar con curvas cualesquiera, si solo se conoce su representa-
cion grdfica y la unidad en los ejes?, permite originar diferentes recorridos de estudio,
dependiendo de las curvas que se adopten y de la operacion entre las mismas. En el
marco de esta investigacion se han disefiado, implementado y analizado tres reco-
rridos que permitieron estudiar praxeologias relativas a las funciones polinémicas
(de grado dos y mayor) y las funciones racionales. La caracteristica destacada de
este REI es que estas praxeologias se estudian vinculadas a otras y las técnicas de
geometria sintética para el estudio de las funciones se vuelve fundamental, asi
como las ecuaciones e inecuaciones vinculadas a estas funciones.

4.1. Parte 1: funciones polinédmicas de grados dos

Como mencionamos antes, laimplementacion se realiza en principio en un 4.° afio
y en los afios anteriores corresponde estudiar funciones afines. Como inicializacion
del estudio, entonces, se propone el problema de multiplicar dos funciones afines,
a partir de la pregunta Q.: (cdmo multiplicar dos funciones afines si solo se conoce la
representacion grdfica de las mismas y la unidad en los ejes? Un ejemplo de algunas de
las situaciones que se llevan al aula son las que aparecen en la Figura 4. Como se
puede notar, las situaciones 1y 4 son en apariencia similares, pero tienen alcances
distintos. Con la primera es posible estudiar la parabola y los puntos destacados de
la misma, mientras que con la situacion 4 las representaciones analiticas equiva-
lentes y la grafica cuando se conocen las férmulas. La situacién 9 introduce el pro-
blema de las parabolas que no tienen ceros reales, y se desmitifica la idea de que
todas las parabolas pueden obtenerse de la multiplicacién de dos funciones afines.
Estas situaciones y otras conforman lo que en el REI corresponderia a la tarea del
profesor, que es llevar las preguntas o situaciones para estudiar en la clase, asi
como grupos de tareas para afianzar las técnicas que se van desarrollando y una
actividad especial que corresponde a lo que denominamos “actividad de sintesis”.

Figura 2. Representacién graficadefy g

Situacion 1. Las funciones fy g estan dadas por los
graficos de las Figuras. Todas las rectas A//B//C//D,
son perpendiculares al eje x. La funcién h=f.g

y C |A B D

— a) ¢Cudl podria ser la grafica mas razonable para h?
— sQué caracteristicas de la grafica de h podrias justifi-

1 | ég} ) g P J

X b) Paratodo xq y x» equidistantes de los ceros de cada

f funcién, CA=BD. ¢Es verdad que h(xa)=h(x»)?

¢) ¢Qué tridngulos tendrias que construir para calcu-

lar la multiplicacién entre fy g en el eje de simetria,

utilizando como lado de uno de los triangulos, la

unidad?

AIEM (2024), 26, 105-127 111



De “la visita de obras” al “cuestionamiento del mundo” en la escuela secundaria argentina

Figura 3. Representacion grafica de f y g y puntos notables

g Situacion 4. Las gréficas de las funciones fy g se cortan
en (3;2). La funciodn f interseca al eje xen (—1;0) y g en
it (5;0).Seah=fgvx eR
a) Obtengan todas las férmulas posibles y la represen-
(-1:0) (5:0) tacién cartesiana para h.
T 2 = -~ x b)¢Cudles elvalorde h para la abscisa de 1a mediatriz?
i ¢) Si xa y x» son dos abscisas cualesquiera ubicadas a
igual distancia respecto de cada cero de h es h(xs)=h(x»)
como hemos demostrado en las situaciones anteriores.
Verifiquen con la férmula obtenida para h, al menos 3
casos y representen los valores graficamente.

Figura 4. Ejemplos de situaciones propuestas por el profesor-investigador para estudiar
en el marco del REI

Situacidn 9. Sea h una funcién cuadratica de dominio
real: h(x) = x?> +2x +5

s a) Obtener la forma factorizada de h.
g b) Representar h graficamente utilizando sus puntos no-
2] tables.

B 7 '€ !5 ‘4 13 72 9 |o 1 2 '3 /4 5 6 7%

Para ejemplificar los resultados de implementar esta parte del REI en la clase,
seleccionamos protocolos de las “actividades de sintesis”. En estas actividades los
alumnos dispuestos en los grupos de trabajo “sintetizan” lo que ellos consideran
que han aprendido. Las primeras situaciones son variantes del problema de resol-
ver la multiplicacion de funciones afines cuando sélo se conocen las rectas y la uni-
dad en los ejes. Se construyen los puntos notables de la parabola y lo que en la clase
los estudiantes llaman “puntos seguros” que se obtienen de la unidad y sus multi-
plos v los ceros. Hay que obtener una grafica razonable de h, que es una parabola.
Para una comprension en detalle de como obtener y construir cada punto notable
de la grafica de h, sugerimos la publicacion de Llanos y Otero (2013). Para ejempli-
ficarlo aqui aclaramos que hay diferencias entre lo que los grupos sintetizan, pero
es comun que todos se enfoquen en los signos y en los ceros de h. Las diferencias
estan dadas por los grupos que destacan la prueba de la simetria y los que se enfocan
en la técnica geométrica del vértice y su generalidad para cualquier punto. Se selec-
cionan aqui dos grupos, correspondientes a las Figuras 5y 6.
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Figura 5. Protocolo correspondiente a la sintesis del grupo 7, implementacion 2
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El protocolo de la Figura 5 se selecciona por el andlisis de los signos de h vin-
culado a la multiplicidad de los ceros, y por la prueba de la simetria. Como se indica
en la figura, el analisis de la multiplicidad de los ceros, vinculado a los signos, les
permite concluir que en los casos donde la parabola tiene un cero real doble se man-
tiene el signo salvo en el punto, y para los casos que tiene dos ceros reales distintos,
concluyen que h siempre cambia de signos tres veces. Destacan ademas la prueba
de la simetria, construyen los pares de triangulos, probando que estos son seme-
jantes y por recurrencia al teorema de Thales prueban que h(x,) = h(x;) para cual-
quier x, V x,, equidistantes de los ceros de h y trazan el eje de simetria representado
en la figura.

La imagen de la Figura 6, permite interpretar el potencial de la otra técnica
destacada, relativa a la construccion de triangulos semejantes en el eje de simetria,
utilizando la unidad para obtener el vértice. La generalidad de la técnica para cual -
quier otro punto que se quiera construir se evidencia en los triangulos rojos, la con-
clusion y el punto representado sobre la curva. Si bien en la representacion escrita
indican que sirve para obtener cualquier valor, lo que se destaca es el uso de la téc-
nica de geometria sintética para construir cualquier punto de la curva, y en parti-
cular justificar el vértice, utilizando el Teorema de Thales y la semejanza de trian-
gulos.
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Figura 6. Protocolo correspondiente a la sintesis del grupo 1, implementacion 3
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De las Figuras 5 y 6 se interpreta que, no solo es posible obtener una grafica
razonable para h, sino que ademas se justifica cada punto destacado, los conjuntos
de positividad y negatividad de una funcion, los ceros y su multiplicidad, vinculado
al analisis de los signos. Es posible justificar la simetria y desarrollar una técnica
que permita multiplicar segmentos, utilizando técnicas de geometria sintética, v,
como se destaca en la Figura 6, esta técnica no sélo permite obtener el vértice
(punto destacado de la curva) sino cualquier otro punto de la grafica. Con estas si-
tuaciones no se puede acceder al analisis de las representaciones analiticas equiva-
lentes de h, pero si con la situacion 5 puesta antes como ejemplo.

En la situacion 5, el sistema de ejes es graduado y se conocen las coordenadas
de algunos puntos de las rectas. Esto inicialmente permite obtener las representa-
ciones analiticas de las funciones afines yluegolade h = f - g. La caracteristica des-
tacada es que se comienza por la forma factorizada y luego la polinémica. Con las
variantes de las funciones afines que se multiplican, se analizan los casos de repre-
sentaciones algebraicas equivalentes, reforzando la idea “toda parabola proviene
de la multiplicacion de rectas”. Ademas, se ponen a consideracion los diferentes
pares de rectas que permiten reconstruir una misma representacion grafica de h. Se
“rompe” aqui unaidea arraigada que es que hay una tnica férmula para una grafica
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dada. Por otro lado, se reconstruye la técnica de completar cuadrados para el paso
de la forma polinémica a la factorizada y, con la situacién 9, se justifican los casos
de parabolas que no tienen ceros reales. Entre los intentos posibles se identifican
casos que permiten justificar que no tiene ceros reales y, por lo tanto, tampoco
forma factorizada. Otros proponen trasladar la parabola para que si corte al eje de
las abscisas y lo hacen realizando movimientos en el plano. Por ejemplo, en el pro-
tocolo de la Figura 7 el grupo decide “bajar” 5 unidades para cada punto, obtener la
grafica congruente a la dada, encontrarle las rectas, y discutir analitica y grafica-
mente porque dicha representacion no tiene ceros reales.

Figura 7. Protocolo correspondiente a la actividad 9, implementacion 2
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En la Figura 8 se muestra una sintesis de lo estudiado a partir de Q.. Destacan
que todas las caracteristicas de la grafica se pueden obtener tanto con la férmula si
se conoce o por recurrencia a las técnicas de geometria sintética. La multiplicidad
de los ceros y el cambio o no de signos es otra caracteristica destacada, asi como el
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hecho de comenzar por la forma factorizada y después obtener las demas. Para los
casos de funciones que no tienen forma factorizada se concluye que eso ocurre por-
que hay funciones polindmicas de grado dos que no son el resultado de multiplicar
dos rectas. Se destaca también el hecho de valorar la prueba por la simetria y la
construccion del vértice como una caracteristica destacada, vinculado esto al estu-
dio de las funciones polindmicas de segundo grado y la respectiva representacion
grafica.

Figura 8. Protocolo correspondiente a la sintesis del grupo 6, implementacién 4
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¢Cuales son los alcances de este estudio? La generalidad que cada técnica
construida tiene para seguir estudiando otras funciones algebraicas. Especifica-
mente en las implementaciones del REI se contintia al afio siguiente con los mismos
estudiantes y cambia la pregunta por Q,: ¢como multiplicar mds de dos rectas o rectas
y pardbolas o pardbolas, si solo se conoce su representacion grdfica y la unidad en los
ejes?, lo que permite estudiar las funciones polindmicas.
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4.2. Parte 2: las funciones polindmicas

La organizacion es similar, cambian las curvas. Ahora se multiplican mas de dos
rectas o rectas y parabolas o dos parabolas. Con las primeras situaciones se estudian
las caracteristicas de la grafica de las funciones polindmicas y luego las represen-
taciones analiticas, comenzando por la forma factorizada. Las operaciones con po-
linomios son tratadas algebraicamente y los estudiantes proponen el método gra-
fico para verificar.

Se proponen aqui, y a modo de ejemplo, también dos situaciones de esta parte
del REI que son, en apariencia, similares a las de la primera parte, pero ahora co-
rresponde multiplicar mas de dos rectas o una recta y una parabola. En el trabajo de
Llanos et al. (2015) hay un desarrollo de los alcances de esta parte del REI, y aqui
recuperamos las caracteristicas de la grafica de las funciones polindmicas.

Figura 9. Representacién graficade hy g

] \n | Situacion 2. Las funciones fy h respectivamente es-
s / tan dadas por el grafico de la Figura. La funcién
' | p=f-h.

) / a) ¢Cudles son los puntos seguros y los signos de p?
', b) ¢Cual podria ser representacion grafica mas ra-
/ zonable para p?
\ / ¢) ¢/Qué caracteristicas de la grafica de p podrias
N4 justificar?

Figura 10. Representacién grafica de f, g yj y puntos notables

A Situacion 4. Las graficas de las funciones f y g se
cortan en (3;2). La funcion f interseca al eje x en
(-1;0)ygen(5;0). Seah=f.g vx e R.

(0:0 40) a) Obtener la,s formulas para p en forma factori-
S {5 5 zaday polindmica.
b) Graficar p e indicar las caracteristicas de la gra-
(2 -0/" fica. Justificar.
J
g

Con las primeras situaciones se estudian las caracteristicas de la grafica de las
funciones polindémicas y se concluye que es posible obtener la grafica de cualquier
funcién polinémica a partir de la multiplicacion de otras del mismo tipo. Por tra-
tarse del estudio de otra pregunta también derivada de Q,, parece relativamente na-
tural que los estudiantes pueden recuperar las técnicas desarrolladas antes, y no
tienen dificultades en construir, explicar y justificar la multiplicacién entre funcio-
nes polindmicas tanto grafica como algebraicamente. Por ejemplo, en la Figura 11
se ejemplifica el caso de la multiplicaciéon entre una recta y una parabola, cuando
solo se conoce la representacion grafica de las mismas y la unidad, correspondiente
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a la situacion 2. Como se muestra en la imagen, los estudiantes recuperan las téc-
nicas desarrolladas en la primera parte del REI, y analizan: ceros, signos, puntos
seguros, y la generalizacion de la técnica del vértice para construir varios otros
puntos de la grafica de p. La grafica que obtienen es razonable y analizan los casos
de las ramas infinitas de estas curvas.

Figura 11. Protocolo correspondiente a la sintesis del grupo 6, implementacién 4
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A partir de la situacion 4, se multiplican funciones polinémicas dadas en un
sistema de ejes graduados, y ademas se conocen algunos puntos dados. Una carac-
teristica destacada es que también se conocen las representaciones algebraicas de
la funcién polinémica primero en la forma factorizada. Se destaca el hecho de que
resulta natural para los alumnos preguntarse en esta instancia por las posibles for-
mas de descomposicion de una funcién: cuales son las rectas que multiplicadas
generan “esta” funcion p? Para las operaciones con polinomios, se recupera el do-
minio geométrico, porque las operaciones con polinomios las justifican también
graficamente. Entre las operaciones, se considera la suma, resta y multiplicacion,
ya que aparece el problema de la division en el marco grafico. Esto dio lugar a la
pregunta por Qs: (como realizar el cociente entre funciones polindmicas, si solo se

118 AIEM (2024), 26, 105-127



Llanos, V. C., Otero, M. R, & Gazzola, M. P.

conoce su representacion grdfica y la unidad en los ejes?, 1o que da lugar al estudio de
las funciones racionales.

4.3 Parte 3: funciones racionales

El problema no resuelto de la parte 2, acerca de como realizar el cociente con
las funciones polinémicas, otorga sentido a este estudio. Como en las partes ante-
riores, las primeras situaciones requieren construir caracteristicas de la grafica,
ahora de las funciones racionales y luego, las representaciones algebraicas equiva-
lentes de dichas funciones. Entre las caracteristicas destacadas del estudio de las
funciones racionales, se consideran los casos de asintotas verticales, horizontales,
oblicuas y puntos de discontinuidad; tanto grafica como algebraicamente. Las ope-
raciones con funciones racionales también forman parte de lo reconstruido en esta
parte del REI En el trabajo de Llanos et al. (2017) hay un desarrollo de los alcances
de este estudio, y aqui recuperamos, a modo de ejemplo, algunas situacionesy re-
sultados de realizar ahora el cociente con funciones polinémicas, especificamente
entre una parabola y una recta.

Figura 12. Representacion graficade hy f

Situacion 2. Las funciones f y g estan dadas por los
graficos de la figura. La funcién q:£ seglin corres-
ponde.

x  a)¢Cudl podria ser la grafica mas razonable para q?
¢Qué caracteristicas de la grafica de q podrias justi-

‘I ficar?

| b) ¢Es q la representacién grafica de una funcién?

Figura 13. Representacion grafica de f y h y puntos notables

Situacion 4. Las funciones fy h estan dadas por el
grafico de la figura 11. La funcién h tiene el vértice
en (1;4) v los ceros en x=-1y x=3. La funcion f inter-
seca al eje xen (-4;0) y al eje y en (0;2). La funciéon

%

a) Obtener las expresiones algebraicas posibles para
q.
" i b) Graficar q e indicar las caracteristicas de la gra-
fica. Justificar.

Para ejemplificar esta parte del estudio, en la Figura 14 se selecciona un pro-
tocolo que muestra como se recuperan los signos, ceros, unos y el caso especial de
lo que los estudiantes denominan “la division por cero” que no es posible. Ademas
de los puntos seguros, realizan la adaptacion de la técnica ahora para el caso del
cociente de segmentos, lo que permite obtener cualquier punto seguro, salvo la
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divisién por cero. Como puede interpretarse, obtienen una representacion grafica
que es muy razonable, indican que tiene tres ramas, representan graficamente las
asintotas verticales (que las llaman aqui indeterminadas), definen los conjuntos de
positividad y negatividad y el cero de la funcion.

Figura 14. Protocolo correspondiente a A49, de la implementacion 4
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Se destaca en esta parte del estudio el desarrollo de las técnicas de geometria
sintética y analitica desarrolladas para las funciones polindmicas, adaptadas ahora
a las funciones racionales. Fue posible obtener las caracteristicas de la representa-
cion grafica de las funciones racionales. La identificacion de los ceros, y el planteo
de las asintotas aparece desde el principio. El valor de las técnicas de geometria sin-
tética en este punto es fundamental. Los puntos notables y el analisis de los signos
también aparecen de forma relativamente natural para el caso del cociente. Fue po-
sible reconstruir las caracteristicas de las representaciones algebraicas de las fun-
ciones racionales a partir del calculo algebraico del cociente de polinomios.

En el marco analitico se analizan también los ceros, las asintotas y los puntos
de discontinuidad, considerando también los posibles casos de simplificacion. Se
desarrollan técnicas para realizar la suma, resta, multiplicacion y division con fun-
ciones racionales, recuperando los desarrollos de las otras partes del REI El pro-
blema de la simplificacion también se resuelve por recurrencia a las funciones del
mismo tipo de grado menor entre las que se plantea el cociente.

5. DISCUSION DE LOS RESULTADOS Y PRAXEOLOGIAS RECONSTRUIDAS

En otros trabajos hemos discutido acerca del funcionamiento del REI en la escuela
secundaria y las adaptaciones necesarias para que el estudio longitudinal sea posi-
ble. Aqui nos proponemos realizar un cuestionamiento acerca de las praxeologias
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reencontradas en el REI y el alcance de las mismas respecto de la ensefianza tradi-
cional habitual. Recuperamos las caracteristicas y los elementos del esquema her-
bartiano tanto en el paradigma de la “visita de obras” como en el PCM, e identifi-
camos las praxeologias en cada caso. El esquema de la Figura 15 sintetiza las
praxeologias que pueden ser reencontradas, teniendo en cuenta que las del PCM se
corresponden con los resultados de implementar el REI, y las de la “visita de obras”
estan definidas en funcion del programa de la escuela secundaria y de los libros de
texto que son la referencia disponible para los profesores.

En primer lugar, y segln se sintetiza en el esquema, se identifican diferencias
en el alcance de las praxeologias entre lo que se podria reconocer como paradigma
de la “visita de obras” y el PCM. En el caso de las funciones polinémicas de grado
dos identificamos que, en el planteo tradicional actual y en los libros de texto, apa-
rece primero la definicion de la funcion cuadratica en la forma polinémica, todo lo
demas es una consecuencia de esta formula. La forma factorizada se deduce de la
férmula de Bhaskara. Sin embargo, algunos libros ya no la incluyen, lo que provoca
que el analisis de los ceros, su multiplicidad y las formas factorizada y canénica no
se consideren en ciertos casos. Estas representaciones algebraicas equivalentes a la
forma polinémica estan “dadas” sin cuestionamiento y a lo sumo solo se reempla-
zan valores cuando se conocen las coordenadas del vértice y los ceros respectiva-
mente. La grafica se obtiene utilizando una tabla de valores, a partir de algunos
puntos seleccionados arbitrariamente. Las caracteristicas y los puntos destacados
de la parabola tampoco son cuestionados, “caen del cielo”. Por otro lado, las fun-
ciones polindmicas no aparecen vinculadas a las anteriores. Primero la definicion
de las funciones a partir de la formula general, y luego algin caso particular, lle-
gando a lo sumo al grado 4. Para la grafica, se utiliza la tabla de valores para iden-
tificar las formas de la curva vinculada a la férmula. Se pone énfasis ahora en la
factorizacion de polinomios a partir de los Teoremas de Ruffini y de Gauss. Las ope-
raciones con polinomios no estan vinculadas al estudio de las funciones, de hecho,
en el programa de la escuela secundaria un afio corresponde estudiar operaciones
con polinomios, y al afio siguiente funciones polinémicas. Entre las funciones ra-
cionales solo se estudian las homograficas y aparecen también desvinculadas de las
polinémicas. La tabla de valores para graficar adquiere un papel importante, dado
que se analizan valores proximos a las asintotas. Solo se consideran los casos de
asintotas verticales y horizontales y los ceros.

AIEM (2024), 26, 105-127 121



De “la visita de obras” al “cuestionamiento del mundo” en la escuela secundaria argentina

Figura 15. praxeologias identificadas en el paradigma de la “visita de obras” y en el PCM
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Con el REI es posible estudiar todas las funciones algebraicas adaptando téc-
nicas generadas en otras partes del estudio. Especificamente, por las caracteristicas
del contexto se parte de las funciones afines y todo es construccion a partir de estas.
Las funciones polinémicas de grado dos y mayor son una consecuencia de realizar
la multiplicacion de otras funciones del mismo tipo de grado menor, y en las fun-
ciones racionales el cociente entre polinémicas. A diferencia del paradigma de “vi-
sita de obras”, en el REI, primero se construye la graficay se justifica cada caracte-
ristica y punto destacado, y luego las representaciones algebraicas equivalentes,
comenzando siempre por la forma factorizada. En particular:

e En la primera parte se reconstruyen las caracteristicas y puntos notables
delas parabolas. Se destaca el desarrollo de las técnicas de geometria sintética
para justificar el vértice y la simetria de la curva, asi como el analisis de la
multiplicidad de los ceros vinculado al analisis de los signos. Las representa-
ciones algebraicas equivalentes de las funciones polindmicas de segundo
grado también se justifican por recurrencia a las rectas. La otra caracteristica
destacada es que se obtiene primero la forma factorizada, y luego la forma
polindmica. La técnica de completar el trinomio cuadrado perfecto adquiere
un papel fundamental para obtener la forma factorizada, los ceros, y también
porque adquiere relevancia la forma canénica, y ocurre inicialmente para los
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casos de las parabolas que no tienen ceros reales. El hecho de comenzar por la
multiplicacion de las funciones afines permite justificar que hay infinitos pa-
res de rectas que generan una misma parabola y, por lo tanto, también se
rompe con otra idea arraigada de la ensefianza habitual, de que cada grafica
tiene una tnica férmula vinculada.

o En la segunda parte, relativa al estudio de las funciones polinémicas, se
destaca la generalidad que adquieren las técnicas desarrolladas antes y, es-
pecificamente, la técnica de geometria sintética para construir el vértice de la
parabola, que se usa aqui para obtener cualquier punto de la grafica de una
funcion polinémica y justificar las ramas infinitas de las mismas. Se recupera
también el analisis relativo a la multiplicidad de los ceros vinculado al cambio
o no de signo de la funcién. Con relacién a las representaciones algebraicas
equivalentes, primero se obtiene la forma factorizada de la funcién poliné-
mica de manera “casi natural”, y luego la forma polinémica. No tienen difi-
cultades en construir, explicar y justificar una técnica para realizar la multi-
plicacion de polinomios y continuamente se recupera el dominio geométrico,
porque las operaciones con polinomios las justifican graficamente.

 Las funciones racionales son una consecuencia también del estudio de las
polindmicas. Primero se construyen las caracteristicas de la grafica de las
funciones racionales. La identificacion de los ceros, el analisis de los signos y
el planteo de las asintotas verticales aparece desde el principio. El valor de las
técnicas de geometria sintética es en este punto fundamental, porque se
adaptan las desarrolladas antes, ahora para el caso del cociente. Las repre-
sentaciones algebraicas también se obtienen de manera natural, porque se
trata de plantear el cociente entre las funciones polinémicas estudiadas an-
tes. Ademas, se estudian los casos de asintotas verticales, horizontales, obli-
cuas y se analizan los puntos de discontinuidad; considerando también los
posibles casos de simplificacion.

En cada parte del estudio, las operaciones con funciones se realizan algebrai-
camente y también en el marco grafico, y esto es otra diferencia importante.

Podemos poner a consideracion la posibilidad de comenzar o no por el estudio
de las representaciones graficas vinculadas a cada funcién y el desarrollo de las téc-
nicas de geometria sintética. Tal vez una opcion alternativa sea directamente co-
menzar realizando la multiplicacion de dos funciones afines cuando se conocen al-
gunos puntos dados y los ejes de coordenadas graduados. Esto permitiria obtener
la representacion algebraica de las funciones estudiadas en la forma factorizada
primero, y luego la grafica. Con esto no se propone realizar el analisis de los para-
metros en cada una de las formas posibles sobre la visualizacion de la grafica obte-
nida por una tabla de nimeros seleccionados arbitrariamente. Tampoco con la
emergencia de las TIC, y su uso supuestamente masivo, donde la ostensividad
puede aumentar y el analisis puede empobrecerse si no existe cuestionamiento. Lo
que proponemos como una opcion viable es considerar la posibilidad de evitar las
técnicas de geometria sintética dado el dominio de los estudiantes con las técnicas
algebraicas y una vez conocidas las representaciones algebraicas de las funciones,
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analizar, construir y justificar cada punto notable y caracteristicas de las represen-
taciones graficas, adquiriendo los nimeros y las férmulas vinculadas a cada fun-
cion un papel preponderante.

6. CONCLUSION

En este trabajo se analizaron las caracteristicas de las praxeologias reencontradas
con el REI, en un estudio longitudinal que dura dos afios. Si bien dichas praxeolo-
gias coinciden con las que se estudian habitualmente, el alcance de las mismas es
distinto y se identifica que en el paradigma de “visita de obras” propio de la ense-
flanza habitual el saber se presenta como “transparente” e incuestionable, y las
praxeologias incompletas. Si bien, frente a la pregunta ¢cuales son los alcances y
limitaciones del REI con relacion a las praxeologias involucradas, respecto de laen-
sefianza habitual?, hemos hecho referencia a las virtudes del REI respecto de la en-
sefianza tradicional, no podemos dejar de mencionar limitaciones importantes
para sostener en el tiempo una ensefianza de estas caracteristicas, a saber:

e Restricciones institucionales vinculadas con un cambio radical en la orga-
nizacion de la clase que incluye nuevos acuerdos para que la ensefianza por
REI sea posible.

e Restricciones por los cambios necesarios en los roles del profesor, de los
estudiantes y también del funcionamiento de la clase en general. Los estu-
diantes al inicio presentaron mucha resistencia para aceptar que el profesor
no explica siempre y que hay que estudiar con otros, que la respuesta no apa-
rece como tal en ningtin libro, ni en internet. También la gestion del REI puso
al profesor, entre otros obstaculos, a resistir a la incertidumbre cuando las
respuestas de los estudiantes no aparecen.

e Adaptacion a los nuevos sistemas de la informacion, dado que el profesor
no tiene un lugar privilegiado con relacion al saber, tampoco hay un tinico li-
bro de texto que serviria de “guia” para estudiar matematica, ademas de
cualquier otro sistema de informacién que llegue a la clase que debe ser cues-
tionado. El profesor es un media mas, y es el responsable de llevar una “buena
pregunta” que desencadena el estudio. Sin embargo, la relacion de los estu-
diantes de secundaria con la generacion de otras preguntas suele ser muy dé-
bil, y la investigacion muestra que esto puede modificarse progresivamente y
tornarse una actitud mas o menos asumida por ellos.

e Hasido también una dificultad para el docente asumir su papel de director
del estudio, aceptando que es el grupo de clase el que decide el curso de accion.

e También restricciones relativas ala acreditacion de la materia, pues de este
modo “pierde” fuerza la evaluacion institucional tradicional, dado que con el
REI la acreditacion se realizo clase a clase con los grupos de estudio.

Pero a pesar de los obstaculos, la implementacion fue posible y positiva. Re-
cuperar un cuestionamiento del saber es esencial en cualquier sistema de ense-
Nanza. Esto es viable y se evidencia en el estudio longitudinal.
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From “Visit of the Works” to the “Questioning of
the World” in Argentine Secondary School
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In this work, the results of implementing a study and research path (SRP) in regular
high school courses in Argentina with 163 students are analyzed. The Anthropolog-
ical Theory of the Didactic (ATD) by Yves Chevallard is adopted to define the scope
of an emerging paradigm, that of questioning the world based on an SRP, as a re-
sponse to another in crisis, that of the “visit of works.” The SRP that is generated
from the question Qy: How to operate with any curves if only their graphic repre-
sentation and the unit on the axes are known? and allows you to study all algebraic
functions by adapting techniques generated in the different parts of the study. Spe-
cifically, due to the characteristics of the context, we start with lineal functions,
and everything is a construction based on these. Polynomial functions of degree
two and higher are a consequence of multiplying other functions of the same type
of lower degree, and in rational functions, the quotient between polynomials. Un-
like the “site visit” paradigm, in the SRP the graph is first constructed, and each
characteristic is justified, and then the equivalent algebraic representations, al-
ways starting with the factored form. The praxeologies that are studied with the
SRP and the scope regarding usual teaching are analyzed, pointing out positive as-
pects and also the restrictions that are presented in a study of these characteristics,
which include: the institutional restrictions themselves linked to a radical change
in the class organization; restrictions for necessary changes in teacher and student
roles; and the adaptation to information systems, given that the teacher does not
have a privileged place in relation to knowledge, nor does the use of the textbook
as is usual. The results reveal the differences of introducing teaching through re-
search and questioning regarding the usual traditional approach, mainly in rela-
tion to knowledge and the organization of a class.
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