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Resumen o La investigacion, la practica profesional y la formacién inicial de maestros deben estar estre-
chamente conectadas. Proponemos el uso de tareas formativas para desarrollar el conocimiento especia-
lizado del profesor de matematicas sobre geometria, que disefiamos desde situaciones reales de aulay va-
lidamos desde la investigacién con un experimento de ensefianza. El modelo analitico del conocimiento
especializado del profesor de matematicas permite identificar situaciones de la practica real y analizar el
conocimiento movilizado en un aula de formacién inicial al resolver dichas tareas. La reflexion que conlleva
esta resolucion hace que los estudiantes para maestro establezcan relaciones entre elementos del conoci-
miento especializado del profesor, generando su comprension integral de la practica.
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Abstract o Research, professional practice, and initial teacher training must be closely interconnected.
We propose the use of formative tasks to develop the mathematics teachers’ specialised knowledge about
geometry. These tasks are designed based on real classroom situations and validated through research us-
ing a teaching experiment. The analytical model of Mathematics Teachers’ Specialised Knowledge allows
us to identify real practice situations and analyse the knowledge mobilized in an initial teacher training
classroom when solving these tasks. The reflection involved in solving these tasks enables prospective pri-
mary teachers to establish connections between elements of specialised teacher knowledge, fostering their
comprehensive understanding of practice.
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Conocimiento especializado del profesor

1. INTRODUCCION

La formacién inicial de maestros debe vincularse con la practica profesional y con
la investigacion sobre esta (Joglar-Prieto, 2022), potenciando que los estudiantes
para maestro (en adelante EPM) desarrollen el conocimiento especializado (Carri-
llo et al.,, 2018) capacitante para su labor profesional. La Red Mathematics
Teachers’ Specialised Knowledge, reconocida por la Asociacion Universitaria Ibe-
roamericana de Postgrado, ha propuesto una primera aproximacion a tal conoci-
miento (Lifian-Garcia et al., 2021; Montes et al., 2019; Muiloz-Catalan et al., 2022)
desde la investigacion (Llinares et al., 2022).

Las practicas profesionales especificas de un maestro y el conocimiento pro-
fesional, componentes de la competencia profesional del profesor, deben estar in-
cluidas en los curriculos formativos de los EPM (Llinares et al., 2022), pues un co-
nocimiento profesional robusto implica una buena instruccion futura (Depaepe et
al., 2020). Los programas de formacion que les involucran en la reflexién y el ana-
lisis de clases reales son mas efectivos (Climent et al., 2016; Major y Watson, 2018;
Star y Strickland, 2008). Las tareas formativas contextualizadas en clases reales y
el analisis critico de las mismas (Joglar-Prieto et al., 2022) son eficaces en la for-
macion de los EPM (Boyd et al., 2009).

En el contexto de una investigacion mas amplia, orientada a conocer el cono-
cimiento movilizado por los EPM sobre geometria, se han disefiado 5 tareas forma-
tivas articuladas desde las tareas profesionales propias de los maestros (Joglar-
Prieto et al., 2022). Su nicleo vertebrador es el poligono, contenido de aprendizaje
de la geometria plana ligado a uno de los saberes basicos del curriculo espaiiol (Ley
Organica 3/2020). Todas ellas tienen en cuenta las debilidades en el conocimiento
especializado de los EPM en geometria mostradas en distintos estudios (Lifian-
Garcia et al., 2019). En particular, en este trabajo nos centraremos en dos activida-
des de una de las cinco tareas formativas aludidas, contextualizadas en una situa-
cion real de un aula de quinto de Educacion Primaria, que versan sobre la definicion
de diagonal y el calculo del namero total de diagonales de cualquier tipo de poli-
gono.

El objetivo de este trabajo es identificar el conocimiento especializado movi-
lizado por los EPM cuando resuelven estas dos actividades, basadas en la practica
real de aula de primaria.

2. MARCO TEORICO

Los fundamentos tedricos de esta investigacion son el modelo de conocimiento es-
pecializado del profesor de matematicas (Mathematics Teachers’ Specialised Kno-
wledge, en adelante MTSK), estructurador de la tarea (Barrera-Castarnado y Li-
fian-Garcia, 2021; Montes et al., 2019) y modelo analitico para la identificacién y el
analisis del conocimiento que emplearan los EPM al resolver las actividades de la
tarea. Por otro lado, el uso de tareas formativas basadas en la practica real de aula
como herramienta para desarrollar conocimiento especializado en la formaciéon
inicial de maestros. Para finalizar, situaremos el conocimiento geométrico de los
EPM en la investigacion al respecto.
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2.1. Conocimiento especializado del profesor de matematicas

El MTSK es un modelo analitico que permite interpretar y comprender la practica
docente (Carrillo et al., 2018). Considera el caracter especializado del conocimiento
del profesor de manera integral.

Este modelo divide el conocimiento en tres dominios (Figura 1): el Conoci-
miento Matemdtico (MK), el Conocimiento Diddctico del Contenido (PCK) y las Concep-
ciones sobre las Matemdticas y sobre su Ensefianza-Aprendizaje, dominio que no
forma parte de este estudio. El MK esta compuesto por los conocimientos de la pro-
pia disciplina matematica que se enseiia, y se divide en tres subdominios. El cono-
cimiento del contenido matematico en si (Conocimiento de los Temas, KoT) engloba
las definiciones de objetos matematicos, sus propiedades y sus fundamentos, y sus
diferentes registros de representaciéon. Entendemos por registros de representa-
ciéon “todos aquellos instrumentos (graficos, figuras, tablas, esquemas, signos,
etc.) que hacen presentes los conceptos y nociones, de modo que los sujetos puedan
interactuar con ellos, permitiéndoles asignar significados y comprender las estruc-
turas matematicas de manera significativa” (Macias, 2015, p. 43). Consideraremos
los registros de representacion identificados por Duval (1995): lengua natural, fi-
gural-iconico, numérico, tabular, algebraico y geométrico. Tenemos en cuenta las
conversiones entre registros de representacion, entendidas como las transforma-
ciones entre distintos registros de representacion, ya sean del mismo tipo o no. Este
subdominio incluye los fenémenos que le dan sentido y sus aplicaciones.

El Conocimiento de la Estructura Matemdtica (KSM) engloba las relaciones in-
terconceptuales, distinguiendo las que incrementan la complejidad, las que la sim-
plifican, las transversales que se establecen entre contenidos con cualidades comu-
nes, y las auxiliares, que relacionan un conocimiento con otro para cierto proposito.

El tercer subdominio de MK engloba el como se produce, procede y valida en
matematicas (Conocimiento de la Prdctica Matemdtica, KPM).

El segundo dominio, PCK, caracteriza el conocimiento propio de la ensefianza
y el aprendizaje y se divide en tres subdominios. El Conocimiento de la Ensefianza de
las Matemadticas (KMT) incluye el conocimiento de teorias de ensefianza asociadas a
un contenido, de las potencialidades o limitaciones del uso de recursos y de la ade-
cuacion de determinadas estrategias, técnicas, tareas o ejemplos sobre un conte-
nido concreto. El Conocimiento de las Caracteristicas del Aprendizaje de los Estudiantes
(KFLM) considera el conocimiento de teorias sobre el aprendizaje asociadas a un
conocimiento matematico, las fortalezas y las dificultades asociadas, las formas de
interaccion de los estudiantes con ese contenido o los intereses y expectativas de
estos. El Conocimiento de los Estdndares de Aprendizaje de las Matemdticas (KMLS)
incluye el conocimiento de diferentes propuestas curriculares y de estandares de-
finidos por grupos de investigacion o asociaciones profesionales de educacién ma-
tematica, asi como el conocimiento de lo que se pretende que un estudiante aprenda
en un determinado nivel.
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Figura 1. Mathematics Teachers’ Specialised Knowledge
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Fuente: (Carrillo et al., 2018. Imagen procedente de Lifian-Garcia et al., 2021)

2.2. Tareas formativas

Abordar la formacidn inicial de maestros desde una perspectiva practica favorece
el desarrollo de conocimiento especializado en los EPM (Boyd et al., 2009). Este en-
foque incluye el analisis de situaciones reales de aula como medio para acercar la
formacion inicial a la practica del profesor, y se centra en aspectos ligados al pro-
ceso de ensefanza y aprendizaje, el disefio de sesiones de clase o la propuesta de
una gestion alternativa de una sesién analizada (Joglar-Prieto et al., 2022).

Las tareas formativas que ejemplifican la practica educativa ayudan a los EPM
a construir su conocimiento especializado para enseflar matematicas (Joglar-
Prieto et al., 2022; Markovits y Smith, 2008; Montes et al., 2019), integrando el co-
nocimiento especializado del contenido matematico con el conocimiento de la en-
seflanza y el aprendizaje de dicho contenido (Carrillo et al., 2018). El disefio desde
la practica real de aula es un asistente contextualizado para el desarrollo de com-
petencias profesionales para tratar situaciones de clase de matematicas (Climent et
al., 2016), al responsabilizar al EPM de la interpretacion de las interacciones entre
estudiantes y profesor. Este tipo de tareas desarrollan la capacidad de reflexion de
los EPM sobre el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, permi-
tiendo identificar los elementos esenciales de la practica y favoreciendo plantea-
mientos alternativos de enseflanza (Joglar-Prieto et al., 2022).

La investigacion en Educaciéon Matematica es rica en estudios que analizan el
potencial del uso de videograbaciones de clases reales en la formacion inicial (Cli-
ment et al., 2016; Major y Watson, 2018; Star y Strickland, 2008). En nuestra pro-
puesta usamos las transcripciones de videograbaciones de clases reales para
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generar un caso sobre el que reflexionar. Las tareas formativas asi disefiadas estan
vinculadas a tareas profesionales, entendidas como el sistema de actividades del
profesor que conforman su practica cuando ensefia matematicas (Da Ponte et al.,
2012) que constituyen el eje vertebrador del curriculo de formaciéon de EPM (Ball y
Forzani, 2007).

2.3. Conocimiento geométrico en la formacion inicial de maestros

El aprendizaje de un concepto matematico implica establecer una vinculacion entre
la imagen del concepto y su definicion (Gutiérrez y Jaime, 2012). Se entiende por
imagen del concepto “la estructura cognitiva total que se asocia con el concepto, e
incluye todas las imagenes mentales, propiedades y procesos asociados” (Tall y
Vinner, 1981, p. 152). Una definiciéon considera exclusivamente las caracteristicas
criticas del concepto; sin embargo, en ocasiones, la definicién que un sujeto consi-
dera sobre un concepto matematico esta ligada a su imagen. Las definiciones usa-
das por los EPM, en general, son descriptivas y particionales, sin analizar qué atri-
butos son relevantes y cuales no (Carrefio y Climent, 2019); se basan en imagenes
incompletas al no incluir todos los atributos relevantes, o erréneas al incluir atri-
butos irrelevantes (Turégano, 2006) basados en ejemplos prototipicos, como poli-
gonos convexos situados espacialmente con al menos un lado horizontal.

El aprendizaje de los conceptos geomeétricos tiene lugar a través de registros
de representacion desde los que el sujeto desarrolla imagenes del concepto (Ortega
y Pecharroman, 2015). Aprender a analizar los atributos de los poligonos, distin-
guiendo entre los criticos y no criticos, requiere de la interaccion correcta y com-
pleta entre la imagen del concepto y su definicion (Fujita y Jones, 2007).

Los EPM tienen dificultades para identificar propiedades de las figuras planas
que relacionen sus elementos. A veces, estos errores vienen provocados por los pro-
pios libros de texto (Lopez et al., 2015), cuyos ejemplos no tienen la variedad nece-
saria y en los que aparecen distractores, no necesariamente con intencion (Barran-
tes y Zapata, 2008). Muestran imagenes del concepto en las que no aparecen ciertas
variedades que si responden a la definicion del concepto, como que una diagonal
puede estar “fuera” del poligono en el que se traza. Las dificultades que muestran
los EPM en su conocimiento geométrico al llegar a su etapa de formacién inicial
hacen necesario mejorar su comprension en dicha formacion (Lifian-Garcia et al.,
2019).

3. METODOLOGIA

El objetivo de este trabajo es identificar el conocimiento especializado movilizado
por los EPM cuando resuelven parte de una tarea formativa basada en la practica
real de aula de primaria disefiada ad hoc, centrada en el calculo del niimero de dia-
gonales de un poligono. Nos posicionamos en un paradigma interpretativo (Bassey,
1995) en el contexto de una investigacion de disefio y, en particular, de un experi-
mento de ensefianza (Molina et al., 2011). El proceso tiene lugar a través de dos ciclos
continuos de investigacion en tres fases: disefio y planificacion de la instruccion,
experimentacion y analisis retrospectivo (Gravemeijer, 2004), atendiendo a
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criterios de validez de la investigacion cualitativa. La Figura 2 muestra, de manera
esquematica, el proceso de investigacion con dicho disefio.

Figura 2. Experimento de ensefianza

Analisis MTSK Disefio MTSK: Implementacién en el Andlisis MTSK
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Fuente: Elaboracion propia partiendo de Molina et al., 2011

A partir de la observacion de una maestra ensefiando geometria en quinto de
primaria (Lifian-Garcia et al., 2021), seleccionamos fragmentos cuyo analisis en el
aula de formacion inicial pudieran potenciar la reflexion sobre aspectos de ense-
flanza y aprendizaje de las diagonales de un poligono cualquiera y, por tanto, la
movilizacion del conocimiento especializado asociado. Estos fragmentos se enri-
quecieron con situaciones, dialogos o producciones posibles de los agentes impli-
cados (informacion ficticia) para promover la reflexion sobre aspectos adicionales
relevantes para su formacion. Este enriquecimiento del fragmento de aula procede
del conocimiento evocado al investigador por las oportunidades (Lifian-Garcia et al.,
2021), esto es, el conocimiento especializado que el investigador interpreta que po-
dria sustentar una gestion alternativa de dicha situacion, consecuencia de la inter-
accion de la gestion del docente, y de nuestra sensibilidad teérica (Strauss y Corbin,
1994), la cual integra nuestra faceta de investigadores y nuestra experiencia como
formadores de EPM. De esta forma generamos el caso (Collins et al., 2004, Marko-
vits y Smith, 2008).

Configuramos la tarea formativa intercalando en el caso las actividades dise-
fiadas ad hoc para que, en cada una de ellas, los EPM movilicen diferentes indica-
dores de conocimiento que llamaremos conocimiento pretendido (Barrera-Castar-
nado y Lifian-Garcia, 2021).

Estas tareas se implementaron en dos cursos consecutivos, cada curso en dos
grupos de formacion inicial de EPM de un mismo centro universitario, con dos for-
madores distintos, en la asignatura en la que se tratan conocimientos relacionados
con la Didactica de la Geometria. Cada EPM disponia de una copia impresa de la ta-
rea. En un primer momento, debian resolver las actividades por escrito y de manera
individual a medida que leian el caso. A continuacion, se establecia una puesta en
comun con interacciones entre el formador y los EPM y entre ellos mismos. El papel
del formador era, por un lado, moderar el dialogo que se establecia entre los EPM al
poner en comun sus resoluciones. Por otro, fomentar la discusion para promover la
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reflexion sobre el caso con la finalidad de que movilizaran su conocimiento espe-
cializado. La implementacion en cada curso fue videograbada y transcrita de forma
literal.

Analizamos dichas transcripciones, asi como las resoluciones de las activida-
des escritas por los EPM, utilizando el modelo MTSK (Carrillo et al., 2018). Asi-
mismo, utilizamos las notas de campo tomadas in situ. Este analisis se hizo utili-
zando un enfoque interpretativo (Kvale, 1996), en el que no es objeto de interés la
cuantificacion de éxitoy fracaso. Asi obtuvimos informacion sobre el conocimiento
especializado que finalmente movilizaron los EPM al resolver la tarea en relacion
con el conocimiento especializado pretendido en su disefio. Esta informacion nos
sirvid para refinar el disefio e implementarlo en un segundo ciclo de investigacion.

En este articulo nos centramos en dos actividades de la segunda tarea forma-
tiva sobre la definicion y el calculo del nimero de diagonales de un poligono cual-
quiera. Hemos elegido el analisis de las intervenciones de los EPM en la puesta en
comun de la resolucion de las actividades de la implementacion en el primero de los
dos cursos. Solo se han considerado las producciones escritas de los estudiantes que
han participado en el debate generado en clase, para estudiar en detalle su pro-
puesta de resolucion. Mostraremos el conjunto de elementos de conocimiento que
este grupo ha movilizado en la tarea utilizando los subdominios como organizado-
res (ver Tabla 1).

3.1. Una tarea formativa: las diagonales de un poligono

El punto de partida es un episodio grabado en una clase de Geometria de 5.° de Pri-
maria, en un colegio publico espaiiol. En el episodio seleccionado, la maestra, parte
de la resolucion de un problema para trabajar la definiciéon de diagonal de cualquier
poligono y su nimero de diagonales. La tarea de analisis, partiendo de clases reales
de matematicas de primaria, contribuye a dar sentido al conocimiento especiali-
zado que se pretende construir, al promover la motivacion del EPM hacia dicho
aprendizaje (Millman et al., 2009). Este modelo de tarea permite al formador pro-
mover que el EPM adopte un doble posicionamiento. Como resolutores, los EPM
han de enfrentarse a aspectos de la practica matematica ligada a la resolucion de
problemas como la sistematicidad, la identificaciéon de regularidades, el uso de ta-
blas, la precision del lenguaje utilizado o la expresién de la generalizacion. Como
maestros, junto a los aspectos anteriores, se deben plantear como pueden respon-
der a ese problema los estudiantes de primaria, identificando posibles procesos de
razonamiento y sus dificultades y fortalezas. Nos interesa que conecten los aspec-
tos especificos de la resolucion de problemas con otros intimamente ligados con su
proceso de ensefianza y aprendizaje.

El conocimiento pretendido para las dos actividades es: a) Plantear estrate-
gias en las que se refleje la resolucion de problemas como forma de movilizar co-
nocimiento matematico (KPM Procesos asociados a la resolucion de problemas
como forma de producir matematicas); b) Construir la expresion general del ni-
mero de diagonales de cualquier poligono desde el pensamiento inductivo (KPM
Practicas particulares del quehacer matematico); c¢) Conocer las fases de resolucion
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de problemas y cdmo proporcionar una argumentacion sélida (KPM Jerarquizaciéon
y planificacién como forma de proceder en la resolucion de problemas); d) Conocer
posibles errores, obstaculos y fortalezas de los escolares al resolver el problema
(KFLM Fortalezas y dificultades; Formas de interaccion con un contenido matema-
tico).

El episodio definitivo, conformado en caso, comienza con la intervencion de
la profesora proponiendo el siguiente problema: “Para celebrar la fiesta de fin de
curso del colegio, la direccion ha pensado colgar cadenetas de farolillos en el patio
central que tiene forma de rectangulo, uniendo entre si todas las esquinas del patio.
fCuantas cadenetas se tienen que hacer?”

Las actividades propuestas a los EPM para esta parte del episodio son:

1. Resuelve el problema. {Cuantas cadenetas harian falta si la plaza tuviera 10
esquinas? Indica las ideas y las dificultades encontradas en su resolucién. Re-
suelve el problema suponiendo que tenemos n esquinas.

2. Describe algunas resoluciones (correctas o no) que podria dar un escolar al
problema planteado.

Para la resolucion del problema se debe tener en cuenta que la plaza tiene
forma de rectangulo, siendo las cadenetas sus lados y diagonales. En la primera ac-
tividad a los EPM se les plantea un enunciado analogo para resolver, para plazas de
10 o de n esquinas, actuando como detonante del pensamiento inductivo. En este
caso, la inica restriccion es el niimero de esquinas de la plaza. En otras actividades
posteriores de esta misma tarea, no mostradas en este trabajo, se problematiza de
manera explicita sobre el caso de las diagonales en poligonos céncavos con el ob-
jetivo de que los EPM puedan concluir que esta propiedad es irrelevante en la defi-
nicion y en el calculo del nimero de diagonales de un poligono.

En la primera actividad, el EPM asume el rol de resolutor de problemas para
un enunciado que incluye al propuesto por la maestra a los escolares. La resolucion
del problema por parte de los EPM es previa a la lectura del caso en el que se detallan
las estrategias de resolucion propuestas por los escolares. Con la primera actividad
se busca determinar una expresion general para el calculo del nimero de diagona-
les de un poligono con un nimero de lados cualquiera. El conocimiento pretendido
esta vinculado al subdominio KPM. La resolucion del problema implica conoci-
miento sobre la jerarquizacion y planificaciéon como forma de proceder en la reso-
lucién de problemas, sobre practicas particulares del quehacer matematico (gene-
ralizacion) y sobre procesos asociados a la resolucion de problemas como forma de
producir matematicas. En la segunda actividad, los EPM deben reflexionar sobre
coémo podrian plantear la resolucion del problema los escolares (KFLM, Formas de
interaccion con un contenido matematico), adelantandose a las dificultades o erro-
res que se podrian encontrar en un aula de Primaria (KFLM, Fortalezas y dificulta-
des).
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4. ANALISIS Y RESULTADOS

En el fragmento correspondiente a la resolucion de la actividad 1 hemos identifi-
cado evidencias e indicios relacionadas con el conocimiento pretendido en la
misma. Hay multiples intervenciones de EPM mostrando la estrategia que han
usado para resolver el problema planteado (KoT, Procedimientos; KPM, Jerarqui-
zacion y planificacion como forma de proceder en la resoluciéon de problemas ma-
tematicos, Procesos asociados a la resolucion de problemas como forma de produ-
cir matematicas).

Los EPM saben que deben organizar la informacién y proceder ordenada-
mente para la resolucion del problema (KPM, Jerarquizacion y planificaciéon como
forma de proceder en la resolucion de problemas matematicos), pues anterior-
mente han trabajado la resolucion de problemas teniendo en cuenta las fases a se-
guir. Por ejemplo, para la resolucion del problema de la plaza rectangular, todos los
EPM han usado un registro de representacion figural-iconico y el registro de lalen-
gua natural. La conversion entre ellos les ha permitido justificar su razonamiento
(KoT, Registros de representacion; KPM, Practicas particulares del quehacer ma-
tematico), solo en alglin caso han usado el registro numérico. Como ejemplo, mos-
tramos algunas de las intervenciones de los estudiantes:

E': Son seis porque hay cuatro vértices y de cada vértice tienen que salir tres ca-
denetas. Cada una es la misma la que une un vértice con otro y al revés, entonces
hago la mitad. Cuatro por tres, doce, entre dos.

R: Si cuento cadenetas poco a poco veo que de la primera esquina salen tres ca-
denetas. De la segunda, también salen 3, pero una ya la he contado porque sale
de la primera esquina. En la tercera esquina solo aflado unanueva, y en la tltima
no afiado ninguna. Es decir, tres mas 2 mas uno mas cero, son 6.

Para la resolucion plantean la descomposicion del problema en partes (KPM,
Procesos asociados a la resolucion de problemas como forma de producir matema-
ticas), contando cadenetas sin repetir (KoT, Procedimientos como y por qué fun-
ciona el procedimiento). Se observa la conversién de registro figural -icénico al nu-
mérico al expresar aritméticamente las relaciones que observan en el dibujo (KoT,
Registros de representacion). Se pueden observar otras intervenciones con argu-
mentaciones que no llevan a la solucion correcta al contar cada diagonal dos veces,
una por cada uno de los vértices que la define, por ejemplo: “Si voy uniendo esquina
con esquina con una cadeneta, de esta esquina salen 3 cadenetas, como hay 4 es-
quinas, 3 por 4 son 12”. Estas intervenciones provocan interacciones entre otros
compatieros y el formador, mostrando conocimiento especializado (no necesaria-
mente pretendido).

Los EPM basan sus argumentos en el uso de un diagrama y en la expresion
simbdlica y verbal (KoT, Registros de representacion). En ocasiones, el dibujo les
plantea dificultades, por ejemplo, en la resolucién del problema para una plaza que
tuviese 10 lados, una EPM indica El dibujo con 10 (lados), no me sale, me sale con 9. A

! Las intervenciones del formador se identifican con la letra F. Con otras letras mayusculas se
identifican las de distintos EPM.
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pesar de que en ningin momento se indica que la plaza deba ser convexa, intenta
representar un decagono con esta caracteristica, atendiendo a su imagen del con-
cepto. Otra EPM, después de dibujar un decagono estrellado, plantea:

P: ¢Eso puede ser una plaza con 10 esquinas?

J: Si, porque tiene 10 lados.

A: Pero en ese caso no saldria el mismo resultado, habria menos cadenetas.
F: ¢Por qué crees que hay menos cadenetas?

A: Porque por ejemplo de este vértice [sefiala un angulo concavo] no habria dia-
gonal porque estaria por fuera.

El estudiante P duda si el poligono que ha representado es un decagono, al no
coincidir con la imagen que tiene del mismo, vinculada a un poligono convexo
(KoT, Propiedades). En la intervencion de J se evidencia conocimiento de la defini-
cion de decagono (KoT, Definiciones, propiedades y sus fundamentos). En el caso
del estudiante A, observamos que la definiciéon de diagonal, que explicita en otro
momento, no esta integrada con su imagen del concepto vinculada a casos de poli-
gonos convexos, en los que las diagonales son interiores (KoT, Propiedades).

Hemos encontrado dificultades en la resolucion de algunos estudiantes que
consideran una relaciéon proporcional entre el nimero de cadenetas y el nimero de
esquinas de la plaza: “La plaza de 10 esquinas tendria 15 cadenetas porque he hecho
una relacion de proporcionalidad. Si en la que tiene 4 esquinas se necesitan 6 cade-
netas, en la que tiene 10 se necesitan 15”. Explicita una estrategia basada en una
relacion de proporcionalidad, sin haber analizado si la relacién es multiplicativa. E1
formador interviene para argumentar que la relacion entre esquinas y cadenetas no
es proporcional, con un contraejemplo para refutar la intervencion de la EPM. Otra
EPM aplica una estrategia aprendida en otro problema (KPM Procesos asociados a
la resolucion de problemas como forma de producir matematicas, entendiéndolo
como el uso de heuristicos en la resolucion de problemas).

R: Como en la primera esquina puedo colgar 9 cadenetas, uniéndola con el resto
de esquinas. De la segunda cuelgo 8 cadenetas nuevas, porque con la primera
esquina ya esta la cadeneta. De la tercera cuelgo 7, y asi, voy quitando una por
esquina. Seria 9+8+...+2+1+0. Es suma de nimeros consecutivos.

Refiriéndose a una plaza con n esquinas, y basandose en el razonamiento an-
terior, un EPM plantea que para saber el nimero de cadenetas “seria como un n
factorialj, pero en suma”. Usa un conocimiento que tiene pensando que debe existir
algo parecido, pero con suma (KoT, Procedimientos; KPM, Procesos asociados a la
resolucion de problemas como forma de producir matematicas).

Otra EPM plantea, en relaciéon con la misma actividad, “Yo ya lo sé. Me salen
todos. Mira, es el nimero de lados menos 1 por la mitad del nimero de lados”. Este
razonamiento inductivo (KPM, Practicas particulares del quehacer matematico) lo
realiza después de tabular el nimero de cadenetas que podria colocar en una plaza
con forma de decagono, que le permite observar regularidades: utiliza un color de-
terminado para las nuevas cadenetas que salen de cada vértice (ver Figura 3)
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manteniendo dicho color al convertir el registro figural-iconico a uno tabular (KoT,
Registros de representacion; KPM, Practicas particulares del quehacer matema-

tico).

Figura 3. Respuesta de EPM al apartado b de la actividad 1 de la tarea formativa
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”("2_3) +n, que entienden que es dis-

tinta, sumando cadenetas-diagonales con cadenetas-lados (ver Figuras 3y 5).

Otros estudiantes llegan a la expresion

Al preguntar el formador: “qué podemos hacer para decidir que ambas ex-
presiones son iguales?”, una EPM responde: “Comprobar con ejemplos, ¢no?”
(KPM, Formas de validacién y demostracion).

Figura 5. Respuesta de EPM al apartado c de la actividad 1 de la tarea formativa
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Los EPM saben que las diagonales y su nimero pueden ser representados a
través de los registros figural-iconico, tabular, algebraico y numérico (KoT, Regis-
tros de representacion) y saben que estableciendo relaciones entre registros pue-
den llegar a la resolucion del problema (KPM, Practicas particulares del quehacer
matematico). Asi muestran flexibilidad matemadtica (Liu et al., 2018) (KPM, Practicas
particulares del quehacer matematico), pues saben que existen diversas formas de
resolucion (flexibilidad potencial) y eligen la que creen mas adecuada (flexibilidad
prdctica).

En la mayoria de las aportaciones de la segunda actividad, identificamos evi-
dencias e indicios de KFLM. Asi, una de ellas plantea: “[El nimero de cadenetas en
una plaza rectangular es...] Dos, porque [los alumnos] digan solamente... (hace una
cruz en el aire representando las diagonales)” identificando como cadenetas solo
las diagonales (KFLM, Fortalezas y dificultades, Formas de interaccién con un con-
tenido matematico). Otra EPM indica: “Son 12, respondiendo a la misma cuestion,
porque [los alumnos] piensen que de cada vértice salen 3 cadenetas, por cuatro vér-
tices que tiene el rectangulo”. En sus argumentos, los EPM consideran que todos
los escolares utilizarian un registro de representacion figural-iconico (KFLM, For-
mas de interaccion con un contenido matematico). En estas intervenciones, ade-
mas, se identifican evidencias o indicios de KoT (Procedimientos y Definiciones,
propiedades y sus fundamentos), pues explican como los nifios podrian resolver el
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problema haciendo uso de conceptos geométricos involucrados en la situacion,
como lados, diagonales y vértices de un poligono.

En el debate que se genera con la resolucion de esta actividad, los EPM asumen
el rol de la maestra al proponer este problema. Una EPM plantea que ella prepararia
una maqueta del patio usando una caja de zapatos, y tiras de papel simulando las
cadenetas para ayudar a los escolares a entender el enunciado, proponiendo el uso
de material concreto para modelizar la situacion (KMT, Estrategias, Estrategias,
técnicas, tareas y ejemplos).

Como sintesis, mostramos los resultados en la Tabla 1 que incluye los elemen-
tos de conocimiento especializado movilizado en el aula. Estos estan organizados
desde los subdominios, categorias e indicadores del modelo MTSK. Hemos puesto
de relieve que se ha conseguido movilizar otros elementos de conocimiento espe-
cializado, ademas del pretendido con las dos actividades. Identificamos en la tabla
dicho conocimiento pretendido subrayando la categoria o el indicador correspon-
diente.

Tabla 1. Resultados organizados desde el modelo MTSK

Sub- i . - .
.. Categoria/indicador Conocimiento especializado movilizado
dominio
Saben como resolver el problema calculando las cadenetas nuevas de cada vér-
tice o las totales por vértice entre dos, y por qué.
- Saben que el uso del sumatorio de los primeros términos de la sucesion de ni-
Procedimientos .
meros naturales los lleva a la solucion.
Saben que la combinacién de propiedades de los elementos geométricos invo-
lucrados puede llevarlos a la solucién.
Conocen las propiedades que determinan que una figura sea un decagono.
KoT Definiciones, Saben cudles son los atributos criticos que caracterizan a una diagonal o a un
propiedades y sus  ado de un poligono.
fundamentos
Conocen las propiedades de los elementos de un poligono.
Saben que los registros de representacion figural-icénico, lengua natural, nu-
. meérico, algebraico, geométrico y tabular son aplicables en la resolucion del
Registros de problema.
representacion - - — - —
Saben realizar conversiones entre distintos registros de representacion y den-
tro de cada tipo.
Saben que para llegar a una generalizacion desde casos particulares les in-
teresa tabular la informacién para observar regularidades.
Practicas particulares - - - - - -
del Sehacer Saben que el cambio del registro figural-iconico al registro algebraico pro-
Yo mueve la generalizacion.
matematico
Saben de la importancia de buscar estrategias de resolucion alternativas y va-
lorar su equivalencia.
KPM Saben que la descomposicién del problema en partes es una estrategia ttil

para su resolucion.

Procesos asociados a

la resolucién de Saben que una estrategia usada en un problema similar ya resuelto y com-

problemas como prendido es aplicable en otros.

forma de producir  Conocen la generalizacion de un procedimiento utilizado en un caso particular.

matematicas

Saben establecer relaciones entre distintos registros de representacién para

conseguir la resolucion del problema.
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Sub- i e . - o
. . Categoria/indicador Conocimiento especializado movilizado
dominio
Jerarquizacién y
planificacién como
forma de proceder en , . . .
y Conocen como organizar los pasos a seguir en la resolucion de un problema.
la resolucién de
problemas
matematicos
Formas de validacién Saben cdmo establecer la equivalencia entre dos expresiones generales desde
y demostracion particularizaciones de estas.
Fortalezasy Saben que los estudiantes de primaria pueden tener dificultades al considerar
dificultades como cadenetas solo las diagonales.
KFLM 5 2
Formas de interaccién . . . . .
. Saben que los escolares haran uso de varios registros, priorizando el figural -
con un contenido P P
™ iconico en la resolucion del problema.
matematico
. Saben que la creacion de material manipulativo y su uso como registro de re-
Recursos materiales o N N L L
KMT presentacion figural-iconico y geomeétrico favorece la resolucion del pro-

virtuales
blema.

5. CONCLUSIONES

El objetivo de este trabajo es identificar el MTSK movilizado por los EPM cuando
resuelven una tarea formativa basada en la practica real de aula de primaria, cen-
trado en las diagonales de un poligono. Durante la implementacion se han discutido
distintos aspectos del conocimiento, entre ellos la actividad matematica que puede
generar, los elementos ligados al aprendizaje que puede promover y la gestion de
la propia situaciéon que, como maestros, podrian plantearse.

El analisis muestra que los EPM movilizan los elementos del MTSK preten-
dido (relacionado con indicadores de KPM y categorias de KFLM), asi como otros
elementos de conocimiento claves tanto del quehacer matematico como de la prac-
tica de la enseifianza de las matematicas. Entre estos destacamos: conocer el papel
de la planificacion para la resolucién y la argumentacion del problema sobre las
diagonales (actividad 1); saber que la descomposicién del problema planteado en
partes es un proceso matematico que permite la resolucion del problema; y saber
como ponen en juego un procedimiento matematico determinado y por qué pueden
hacerlo.

Ha sido especialmente significativa la forma en la que un EPM ha construido
una tabla indicando en las filas el nimero de cadenetas en cada vértice basandose
en el registro figural-iconico, pues le ha permitido identificar las regularidades que
llevan a anticipar el nimero de cadenetas desde su ntimero de vértices (ver Figura
3). El hecho de saber elegir los registros de representacion apropiados para la reso-
lucidn, y las conversiones particulares entre ellos, han favorecido la conversion al
registro de representacion algebraico con la expresion general del ndmero de dia-
gonales de un poligono. Este elemento de conocimiento, a diferencia de los ante-
riores, ha emergido en el primer ciclo de investigaciéon como consecuencia de la in-
teraccion particular entre el formadory el grupo de EPM considerados, lo que nos
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revela la adecuacion de incluirlo en el conocimiento pretendido para el siguiente
ciclo de investigacion.

En cuanto al PCK que se pone en juego, destacamos la propuesta de los EPM
para que los hipotéticos alumnos de Primaria modelicen el problema mediante el
uso de una caja de zapatos y tiras de papel. Saben que asi favorecen su comprension.

Algunos de los errores que se han detectado en la resolucion de la tarea tienen
su origen en imagenes incompletas del concepto (Carrefio y Climent, 2019; Turé-
gano, 2006), basadas en ejemplos prototipicos relacionados con poligonos conve-
x0s (Barrantes y Zapata, 2008). La reflexion sobre estos errores ha promovido la
necesidad de mostrar ejemplos variados, contraejemplos y no ejemplos (Watson y
Mason, 2005) de un mismo concepto para determinar, a partir de ellos, qué carac-
teristicas relevantes se deben considerar y qué atributos son irrelevantes para la
definicion del concepto, pero pueden utilizarse, por ejemplo, para la clasificacion
de determinados objetos (Gutiérrez y Jaime, 2012).

El modelo MTSK ha sido una herramienta ttil para el analisis de la practica
profesional de aula y para el disefio de tareas. También ha sido til el conocimiento
evocado al investigador por las oportunidades (Lifian-Garcia et al., 2021), al enrique-
cer las transcripciones de las videograbaciones para convertirlas en caso (Barrera-
Castarnado y Lifian-Garcia, 2021). El uso del caso ha sido clave para la reflexion de
los EPM sobre la practica observada y la construccion de conocimiento especiali-
zado en conexion directa con su futura practica profesional.

Esta investigacion confirma, por un lado, la bondad del disefio de tareas for-
mativas desde la investigacion en Didactica de las Matematicas (Climent et al.,
2016; Joglar-Prieto et al., 2022; Llinares et al., 2022; Major y Watson, 2018; Star y
Strickland, 2008). Por otro, el potencial de dichas tareas para que los EPM movili-
cen conocimiento especializado til para su futura practica.

Posibles prospectivas de este trabajo son la implementacion de estas tareas
en otros centros universitarios para identificar aspectos que pudieran contribuir a
mejorar las tareas formativas tratadas y el disefio de otras tareas sobre otros con-
tenidos matematicos y en otros niveles educativos.
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The initial training of teachers must be closely connected with professional prac-
tice and the research on it, enhancing the development of specialised knowledge by
the mathematics teacher who prepares prospective primary teachers (PPT) for
their future profession. We propose the use of formative tasks to develop such
knowledge about geometry, which are designed from real classroom situations and
validate through research with a teaching experiment. In this work, we focus on
two activities of a formative task that deals with the definition of a diagonal and the
calculation of the total number of diagonals of any type of polygon.

The design of the formative task begins with the observation of a teacher who
teaches geometry. The analytical model of the Mathematics Teachers’ Specialised
Knowledge (MTSK) allows the identification of situations from real practice whose
analysis in the initial training classroom could enhance reflection on aspects of
teaching and learning the diagonals of a polygon. These situations are enriched
with fictional information with the intention of promoting reflection on additional
aspects relevant to teacher training, generating a case in which activities are de-
signed with the intention of having the PPT mobilize indicators of knowledge (in-
tended knowledge). Altogether, the case and the activities form a formative task.

The MTSK model also allows us to analyse the knowledge mobilised in an in-
itial training classroom when solving the task, which is the objective of this work.

During the implementation of the formative task, aspects of knowledge have
been discussed, including the mathematical activity that it can generate, the ele-
ments linked to learning that can be promoted, and the management of the situa-
tion that the PPT, as teachers, could consider.

The analysis shows that PPT mobilised elements of the intended knowledge
(related to indicators of the knowledge of mathematical practice and categories of
the characteristics of student learning), as well as other elements of knowledge of
mathematical tasks and the practice of teaching mathematics.

The reflection involved in this resolution makes the PPT establish connec-
tions between elements of the teacher’s specialised knowledge, generating a com-
prehensive understanding of the practice.
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