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Resumen o Las diferentes caracterizaciones propuestas para el sentido numérico coinciden en la necesi-
dad de promover el establecimiento de conexiones para el uso estratégico de los nimeros racionales por
parte de los estudiantes. El presente estudio sigue un disefio de estudio de casos donde se analizan ocho
sesiones de clase de un grupo de estudiantes de 12-13 afios que estudian los niimeros decimales. Los resul-
tados muestran una relacién entre la emergencia de tipos especificos de conexiones matematicas y el po-
sible desarrollo de componentes especificas del sentido numeérico en los estudiantes. Se sefiala una especial
relevancia de las conexiones de tipo “justificaciéon” en la construccién de aspectos fundamentales del sen-
tido numérico y se discuten oportunidades para refinar modelos de referencia de las conexiones matema-
ticas.
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imal numbers. Results show a relationship between the emergence of specific types of mathematical con-
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evance of “justification” type connections is pointed out in the construction of fundamental aspects of
number sense. Opportunities to refine reference models of mathematical connections are also discussed.
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El papel de las conexiones intra-matematicas en el aprendizaje de los nimeros decimales

1. INTRODUCCION

Existe cierto consenso en que el sentido numérico corresponde a la comprension
intuitiva y flexible que un individuo tiene de los nimeros, su magnitud y las rela-
ciones entre ellos (p. e., Ghazali et al., 2021; Nickerson y Whitacre, 2010). Asi, el
sentido numeérico lleva asociada una comprension profunda de las relaciones entre
los nimeros, las operaciones y su uso flexible en diversos contextos (Schneider y
Thompson, 2000). Los alumnos con un buen sentido numérico pueden establecer
conexiones entre conceptos matematicos, por ejemplo, entre los nimeros enteros
y racionales (fracciones, decimales y porcentajes); aplicar estrategias para resolver
problemas y comprender el significado de los nimeros en situaciones del mundo
real (Gay y Aichele, 1997); o transitar entre las notaciones decimal y fraccionaria
para decidir cuando es oportuno utilizar cada notacion numérica (Charalambous y
Pitta-Pantazi 2007). En este sentido, resulta necesario realizar esfuerzos tanto
para mejorar las practicas de instruccién de una notacion concreta, como para fa-
cilitar la transferencia de conocimientos de una notacién a otra (Tian y Siegler,
2018), lo que implica el establecimiento de conexiones intra-matematicas entre
conceptos, procedimientos o representaciones. En el caso particular de los nime-
ros decimales, la literatura evidencia concepciones errdneas arraigadas por parte
de los alumnos (p. e., Gonzalez-Forte et al., 2022; VanHoof et al., 2015), por ejem-
plo, en relacion con la longitud de los nimeros decimales o con la densidad de los
racionales dentro de los ntimeros reales. Aunque algunos estudios han propuesto
diferentes maneras de direccionar las concepciones erréneas de los estudiantes
(Isotani et al., 2011; Rathouz, 2011), aun falta desarrollar investigaciones que par-
ticularicen el sentido numérico centrado en los decimales (Sengiil y Giilbagci, 2012)
usando la nocién de conexion matematica como una oportunidad para robustecer
el sentido numérico en el contexto de los nimeros decimales. En este contexto, se
abordara la siguiente pregunta de investigacion, ;como se relaciona la complejidad
de las conexiones matematicas que se establecen en el aula con la construccion del
sentido numérico al trabajar con nimeros decimales? Para dar respuesta a dicha
pregunta, el objetivo del presente articulo es identificar la manera en que el sentido
numeérico se construye a partir del establecimiento de conexiones matematicas. En
particular, se presenta un estudio en el que se analizan sesiones habituales de clase
de alumnos de 12-13 afios cuando estudian los nimeros decimales.

2. MARCO TEORICO

2.1. Sentido numérico y nimeros decimales

En la literatura se reportan diferentes clasificaciones para las componentes del
sentido numérico. McIntosh et al. (1992) distinguen tres componentes, a partir de
las cuales es posible definir el sentido numérico: conocimiento de los nimeros, co-
nocimiento de las operaciones, y aplicacion del conocimiento de los nimeros y las
operaciones a entornos computacionales. Esta definicion comparte con otras que
se han ido proponiendo a lo largo de los afios (p. e. Sengiil y Giilbagci, 2012; Sowder,
1992; Yang et al., 2004), el desarrollo de tres componentes basicas: nimeros, ope-
raciones y un uso estratégico de los nimeros y las operaciones. Estas tres
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componentes basicas se pueden observar también en el estudio de Ghazali et al.
(2021), donde realizan una revision sistematica de las publicaciones relevantes so-
bre sentido numérico hasta 2020 y describen los elementos del sentido numérico
que generan mas consenso. En este estudio tomamos como referencia cuatro com-
ponentes del sentido numérico identificadas por Ghazali et al. (2021) y las comple-
mentamos usando algunos elementos desarrollados en definiciones anteriores que
se han usado ampliamente en la literatura sobre sentido numérico (p. e. McIntosh
etal., 1992; Yang et al., 2004). La primera componente es la identificacion de nime-
ros y esta relacionada con reconocer nimeros en registros de representacion dife-
rentes (Ghazali, 2021), y con lo que McIntosh et al. (1992) definen como conocer
que los nimeros admiten multiples representaciones y reconocer que algunas son
mas utiles que otras en determinadas situaciones. La segunda componente corres-
ponde a la magnitud de un niimero y se refiere a ordenar nimeros y cantidades, a
ordenar su magnitud relativa y a la posicion en la recta numérica (Ghazali et al.,
2021), lo que McIntosh et al. (1992) definen como el sentido del orden de los niime-
ros, reconocer el tamafio relativo y absoluto de la magnitud de los nameros, y co-
nocer valores de referencia. Por ejemplo, distinguir que 0,352 es menor que 0,4
atendiendo al valor posicional de las cifras. Las dos primeras componentes se rela-
cionan con errores comunes en los estudiantes al trabajar con nimeros racionales
como la regla de los niimeros enteros (Resnick et al., 1989; Tian y Siegler, 2018), que
se refiere a identificar una expresion mas larga como un ntimero mayor, por ejem-
plo 3,154 > 3,2; laregla de la fraccion (Resnick et al., 1989; Tian y Siegler, 2018), que
se refiere a considerar cualquier nimero expresado hasta las centésimas como me-
nor a otro expresado en décimas, ya que las décimas son mayores que las centési-
mas; o la densidad de los niimeros racionales, cuando se afirma que entre dos nime-
ros decimales “pseudo-consecutivos” no es posible encontrar otros nameros (p. e.,
Gonzalez-Forte et al., 2022).

La tercera componente corresponde al sentido de las operaciones aritméticas,
referido a la capacidad para realizar operaciones simples y combinadas con uno y
varios digitos, y a la capacidad para realizar calculos mentales, segin Ghazali et al.
(2021). Consideramos fundamental incorporar también elementos de la definicién
de McIntosh et al. (1992) del conocimiento de las operaciones, como comprender el
efecto de las operaciones, las propiedades de las operaciones, y las relaciones entre
las operaciones. Esta componente incluye la habilidad para alinear correctamente
los nimeros decimales en operaciones de adicién y sustraccion; para ubicar correc-
tamente el punto decimal en la multiplicacion y division; y para superar la concep-
cion erronea de que la multiplicaciéon aumenta y la division disminuye al niimero
en cuestion (Hiebert y Wearne, 1986). Un error vinculado con el sentido de las ope-
raciones es el principio de direccion de efectos, es decir, la magnitud del resultado
esta en la direccion equivocada en relacion con los operandos y la operacion (Tian
y Siegler, 2018). Esto es, cuando los alumnos erroneamente creen que multiplicar
un namero decimal por otro lo aumenta, mientras que dividirlo lo disminuye
(Verschaffel et al., 2007). La cuarta componente es la razonabilidad (Make judg-
ment), que Ghazali et al. (2021) vinculan con el uso de valores de referencia, juzgar
la razonabilidad o resolver problemas. En este estudio, incluimos también otros
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elementos que no salen explicitamente en la propuesta de Ghazali et al. (2021) y que
estan vinculados con lo que Yang et al. (2004) llaman desarrollar estrategias prac-
ticas, flexibles y eficientes. En particular, destacamos lo que McIntosh et al. (1992)
llaman aplicacion del conocimiento de los nimeros y las operaciones a entornos
computacionales: comprender la relacion entre el contexto del problema y la ope-
racion necesaria; ser consciente de que existen multiples estrategias (calculo men-
tal, escrito, estimacion...); utilizar una representacion y/o un método eficiente; y
revisar los datos y los resultados. Entendemos la componente razonabilidad como
el uso estratégico, flexible y eficiente de los conocimientos definidos en las tres pri-
meras componentes, vinculado a la toma de decisiones para resolver problemas en
el sentido de McIntosh et al. (1992).

2.2. Conexiones matematicas

En las tltimas tres décadas la nocion de conexion ha cobrado un creciente protago-
nismo en la investigaciéon en Educacién matematica, emergiendo como una parte
esencial en la construccion de conocimiento matematico, con diferentes niveles de
concrecion, y con diferentes marcos teéricos relacionados con la practica matema-
tica. El interés creciente por las conexiones matematicas ha llevado a los investiga-
dores en Educacion Matematica a explicitar una conceptualizacion para tal nocion,
permitiendo una caracterizacion de diferentes tipos de conexiones matematicas (p.
e. Businskas, 2008; De Gamboa et al., 2023; Dolores-Flores y Garcia-Garcia, 2017;
Eli et al., 2011; Hatisaru, 2023; Rodriguez-Nieto et al., 2023). En este estudio, aten-
diendo ala naturaleza de los datos, se utiliza un marco de conexiones construido de
manera inductiva (De Gamboa y Figueiras, 2014; De Gamboa et al., 2020). Este
marco surge a partir de la observacion sistematica de sesiones reales de clase, y
presenta diversos tipos de conexiones matematicas coincidentes con las ya repor-
tadas en la literatura, a la vez que introduce nuevos tipos. La diferencia sustancial,
respecto a los marcos de conexiones antes mencionados, es la introduccion y defi-
nicion de dos niveles de analisis para las conexiones matematicas en un contexto
de aula. Asi, se considera que una conexion matematica es una relacion entre dos
objetos matematicos (Font et al., 2013), formada por una red de relaciones mas ele-
mentales (que llamamos conexiones elementales) que se coordinan entre si como
una sucesion encadenada de conexiones elementales (Figura 1). En el contexto de
este estudio, las conexiones elementales estan desencadenadas por las interven-
ciones discursivas de los alumnos y la profesora. En este estudio, se propone un
andlisis global de las conexiones que tiene en cuenta tanto la totalidad de la cone-
xion, como las ideas que dicha conexion enfatiza en el contexto de aula en el que se
produce (De Gamboa et al., 2023). Ademas, se propone un andlisis especifico para
cada una de las conexiones elementales que forman cada conexion (Figura 1), asi
como de los objetos matematicos que determinan cada conexién elemental. Aunque
una conexion pueda estar formada por una Unica conexion elemental, es posible
admitir un analisis global y especifico. Mientras el primero se centra en el papel de
la conexion en el contexto en el que se produce, el segundo se refiere a la forma en
que se conectan los objetos matematicos en una conexion elemental.
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Figura 1. Estructura interna de las conexiones en el aula (De Gamboa et al., 2023).
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En este estudio nos centramos en las conexiones intra-matematicas que se
dan entre objetos matematicos y se dividen en dos tipos basicos: las conexiones que
hacen énfasis en procesos transversales en matematicas —por ejemplo, la diferen-
cia entre demostracion y comprobacién—, y las conexiones que enfatizan aspectos
especificos de un concepto (Figura 2). Con base en los resultados de Duval (2006),
dentro de este dltimo tipo de conexiones conceptuales, se diferencian conexiones
con tratamiento (no se produce un cambio de registro de representacion) y cone-
xiones con conversion (se produce cambio de registro de representacién), que pue-
den enfatizar representaciones, definiciones, procedimientos o propiedades.

Figura 2. Tipos de conexiones intra-matematicas desde una perspectiva global (De
Gamboa et al., 2023)

/ Conexiones intra-matematicas \

4 VY4 )

Conexiones conceptuales )
Conexiones
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Cop Con - transversales
tratamiento conversion

N\ e

El establecimiento de conexiones de los tipos antes mencionados se puede dar
de distintas maneras, a partir de diferentes tipos de conexiones elementales (Fi-
gura 1). Asi, cada uno de los tipos de conexiones puede hacer referencia a distintos
objetos matematicos, haciendo explicita la conexion entre dichos objetos con dife-
rentes niveles de especificidad. Enla identificacion de tales niveles de especificidad,
adquieren relevancia las categorias de conexiones elementales que permiten for-
mar una conexion. La Tabla 1 muestra los tipos de conexiones elementales que se
consideran para este estudio.
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Tabla 1. Tipos de conexiones matematicas elementales

Tipo de conexién y descripcion

Ejemplo

Representacionales

Representacion equivalente: se produce entre dos representacio-
nes del mismo concepto matematico en el mismo registro de re-
presentacion.

(Businskas, 2008; De Gamboa et al., 2020; Dolores-Flores y Gar-
cia-Garcia, 2017; Rodriguez-Nieto et al, 2023)

Representacion alterna: se produce entre dos representaciones del
mismo concepto matematico en diferentes registros de represen-
tacion.

(Businskas, 2008; De Gamboa et al., 2023; Rodriguez-Nieto et al,
2023)

Relacionar las expresiones i y 0,25 como

representaciones del mismo nimero
racional

Relacionar 0,25 con una representacion
gréfica de un cuarto de circunferencia.

4

De rasgo comun

Rasgo comun de representacion: se produce entre dos representa-
ciones que comparten elementos en comin pero no representan el
mismo concepto.

(De Gamboa et al., 2023 ; Eli et al., 2011)

Rasgo comn de definicién: se produce entre dos definiciones que
comparten elementos en comun, pero no representan el mismo
concepto.

(De Gamboa et al., 2023 ; Eli et al., 2011)

. . 5.3
Relacionar las expresiones -y ;.

Analizar la diferencia del papel de la
multiplicacién en las operaciones: 32 =
3x2

Procedimentales

Procedimiento: Se relaciona un concepto matematico con un pro-
cedimiento que se puede utilizar al trabajar con dicho concepto.

(Businskas, 2008; Dolores-Flores y Garcia-Garcia, 2017; Rodri-
guez-Nieto et al, 2023)

Procedimiento equivalente: Se relacionan dos procedimientos di-
ferentes que resuelven una misma operacion o problema.

(De Gamboa et al., 2023).

Relacionar la suma de ntimeros racio-
nales con la aplicacion de la jerarquia de
las operaciones.

Relacionar los procedimientos:

32_a_1

32 g
32
=37=30=1

Argumentativas

Implicaciéon: Se relacionan dos proposiciones mediante un razo-
namiento si...entonces.

(Businskas, 2008; De Gamboa et al., 2023; Rodriguez-Nieto et al,
2023).

Justificacion: Se relacionan dos proposiciones explicitando la ma-
nera en que se relacionan. Se caracteriza por el uso de expresiones
del tipo ya que, porque, o equivalentes.

(De Gamboa et al., 2023).

Generalizacion: Se relaciona la validez de una propiedad con su
validez en un conjunto mas amplio.

(Businskas, 2008; De Gamboa et al., 2023; Rodriguez-Nieto et al,
2023).

Particularizacion: Se relaciona una proposicion enunciada en ge-
neral con su aplicacién a un caso particular.

(Businskas, 2008; De Gamboa et al., 2023; Rodriguez-Nieto et al,
2023).

Sabemos que 25 = 32. Si cambiamos el
signo de la base, entonces cambiara
también el signo del resultado de la po-
tencia.

Relacionar dos procedimientos justifi-
cando por qué uno de los dos es mas
adecuado para un contexto determi-
nado, justificar por qué un resultado es
valido, interpretar un resultado en el
contexto de un problema explicitando
por qué se relacionan.

aP

Relacionar el calculo de —»sipyqgson

naturalesyp > g conelcasoenque pyq
son dos enteros cualesquiera.

Relacionar la validez de un enunciado
algebraico con su comprobacion para
valores numéricos concretos.
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3. METODO

El presente estudio se sitiia en un paradigma cualitativo e interpretativo y sigue un
disefio de estudio de caso, pues se realiza un analisis en profundidad de un fen6-
meno en el contexto en el que se produce. El caso estudiado es la emergencia de
conexiones en el aula, que puede ser clasificado como de tipo comtn (Yin, 2014), o
bien, como caso ejemplificador (Bryman, 2009). Se realiza un analisis de sesiones
reales de clase video grabadas y se analizan las discusiones en gran grupo en las que
intervienen tanto la profesora, como los alumnos. En la video grabacion de clases
se sigue una observacion no participante (Cohen et al., 2007). Cada una de las in-
tervenciones discursivas, de la profesora y de los alumnos, es interpretada por los
investigadores para determinar, por un lado, si se hace referencia alarelacién entre
dos objectos matematicos (conexién matematica) y, por otro, como cada interven-
cién aporta significado a dicha conexién. De este modo, se identifican todas las in-
tervenciones discursivas que definen cada una de las conexiones identificadas.

Se analizan ocho sesiones de clase video grabadas sobre nimeros decimales
(consecutivas y de 60 minutos de duracién) con un grupo de 23 estudiantes de 12-
13 afos (13 nifios y 10 nifias) de un centro publico ubicado en Barcelona. Las activi-
dades que se llevaron a cabo en dichas clases comprenden contenidos teoricos;
ejercicios y problemas relacionados con la representacion, comparacion y ordena-
cion de nimeros decimales; la realizacién de operaciones con nimeros decimales;
y la aplicacion de los decimales en contextos diversos. La profesora que imparte las
clases es licenciada en matematicas, con mas de cinco afios de experiencia en edu-
cacién secundaria, y con experiencia previa como profesora de universidad.

El analisis se desarrolla en dos fases (Figura 3). La primera fase se centra en
la identificacion y la clasificacion de conexiones matematicas, a nivel global y es-
pecifico, utilizando el marco inductivo presentado en el apartado 2.2. Una vez iden-
tificada una conexion, se identifican las intervenciones discursivas (profesora y
alumnos) que otorgan significado a tal conexion. En orden cronolégico, el conjunto
de las intervenciones identificadas se define como episodio, constituyéndose asi la
unidad basica de andlisis. La segunda fase de analisis contempla la identificacion
de las componentes del sentido numérico en cada una de las conexiones identifica-
das en la Fase 1. Ademas, en esta segunda fase se analiza, por un lado, la relacion
entre los diferentes tipos de conexiones y las componentes del sentido numérico y,
por otro lado, la relacion entre los tipos de conexiones elementales identificadas y
las componentes del sentido numérico identificados. La triangulacion del analisis,
parala Fase 1y la Fase 2, es realizada por los tres autores del estudio.

AIEM (2024), 25, 131-149 137



El papel de las conexiones intra-matematicas en el aprendizaje de los nimeros decimales

Figura 3. Fases del andlisis de los datos

(Faser N rses N

a) Identificacion de las a) Identificacién de las

conexiones componentes de sentido
b) Identificacion de los numérico para cada co-
episodios nexion

c) Transcripcién de los —)

episodios b) Analisis de la rela-
d) Analisis global de las cién entre las conexio-
conexiones

(lisi (fico d nes identificadas y el
e) Analisis especifico de sentido numérico

Klas conexiones / \ /

4. RESULTADOS Y DISCUSION

Se identifican 35 conexiones intra-matematicas. Se identifica una conexion rela-
cionada con procesos, enfatizando la importancia de responder en los mismos tér-
minos en que se formula una pregunta (C8). Dentro de las conexiones intra-mate-
maticas conceptuales se identifican tres conexiones con conversion, cuando se uti-
liza una cinta para comparar dos nimeros decimales (C11), se representa una ope-
racion en una recta numérica vertical (C21), y se trabaja el significado de las raices
cuadradas como hipotenusas de triangulos rectangulos (C34). El resto de las cone-
xiones identificadas son de tipo conceptual, con tratamiento y con énfasis en las
representaciones, definiciones, procedimientos y propiedades. Por motivos de ex-
tension, en este articulo se presenta el analisis correspondiente a la primera etapa
de la Fase 2, justificando, ademas, el analisis de cada conexion identificada. Para
ejemplificar lo anterior se presentan extractos transcritos de tres episodios video
grabados. La primera fase del analisis permite clasificar las 35 conexiones intra-
matematicas con base en las componentes del sentido numérico (Tabla 2). Las co-
nexiones estan numeradas por orden cronolégico de aparicion a lo largo de las ocho
sesiones registradas.

Tabla 2. Conexiones intra-matematicas y su relacion con las componentes del sentido
numeérico

Sentido de las ope-
raciones con niime-
ros decimales

Identificacién de
numeros decimales

Magnitud de los na-

meros decimales .
cimales

Conexiones C3,C6,C20

C2, C4,C7,C9, C13,
C16, C21, C22, C23,
C24, C30,C31,C35

Cs, C13, C29, C33, C17, C18, C19, C21,
C35 C25, C26, C27, C31,
C32,C34,C35

Razonabilidad rela-
cionada con los de-

C1, C8, C10, C12, C15,

Nota: C14 y C28 no aparecen ya que no se vincularon con ningtin componente del sentido numérico. Una
misma conexion puede estar relacionada con mas de una componente (C21, C31y C35).
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4.1. Identificacion de los nimeros decimales

En primer lugar, se identifican 3 conexiones relacionadas con la componente iden-
tificacion de los niimeros, centrandose mayoritariamente en el uso de simbolos (C3)
como el vinculum (simbolo que representa la periodicidad), el uso del punto y la
coma (C6), o los significados del signo “-” (C20). Asi, la componente identificacion
de los ntimeros se asocia, no solo a las representaciones de los nimeros (McIntosh
et al., 1992), sino también a los simbolos que los acompaiian (p. e., el vinculum), a
las definiciones del significado de simbolos y las respectivas dificultades asociadas
ala lectura de resultados en algunas calculadoras.

4.2. Magnitud de los nimeros decimales

En tercer lugar, se identifican 13 conexiones relacionadas con la componente mag-
nitud de los ntimeros. Se identifican 6 conexiones para el orden y la comparacion de
decimales, asociadas con la exactitud de los resultados proporcionados por la cal-
culadora (C4), con la relacion entre la magnitud de expresiones de decimales pe-
riddicos y de expresiones decimales de nimeros irracionales (C7), y con la relaciéon
entre el significado de las décimas, centésimas, unidades, decenas o centenas (C9,
C11, C23 y C24). A continuacion, se muestra la transcripcion del episodio definido
por la conexion 11, en el que una alumna propone que 16,56 es menor que 16,485 al
considerar que 56 es menor que 485. Como respuesta a la alumna, la profesora uti-
liza una cinta como representacion de la unidad y le solicita que ubique ambos ni-
meros en la cinta (Figura 4 y Figura 5). Se identifica una conexion intra-matema-
tica con conversion entre una representacion simbdlica (16,56 y 16,485) y otrama-
nipulativa sobre una cinta. Esta conexion se construye a partir del establecimiento
de diversas conexiones elementales de tipo representativo entre cuatro represen-
taciones diferentes (d,=16,56; d,=16,485; posicion de d, sobre la cinta; posicion de
d sobre la cinta), y una conexion elemental de justificacion al construir la propo-
sicion explicita si lo pasamos a las mismas unidades ya no hay confusion.

Figura 4. Cuerda utilizada por la profesora para representar 16,56 y 16,485 en sentido
ascendente
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Figura 5. Episodio definido por la conexion C11

ALUMNA 3: [la profesora esta resolviendo 16,56 — 16,485]. Al 56... E1 16,485 seria mas
grande porque el 400 es...

PROFESORA: Vamos a leer los dos nimeros [...]

ALUMNA 3: 16 unidades y 56 centésimas

PROFESORA: [...] cierto, leamos este niimero

ALUMNA 3: 16 unidades y 485 milésimas.

PROFESORA: milésimas. Vale. [...] Aqui, cojo una unidad... Cojo una unidad... Esta tira
[profesora toma una cinta de colgar llaves estampada para ejemplificar]... Y 1a parto en
100 trozos. Si, de 100 trozos me quedan 56... fcuanto te quedarias mas o menos?

Corta, por donde te quedarias mas o menos /Mas o menos, eh?

ALUMNA 3: [sefiala trozo con el dedo]

PROFESORA: Estas son 56. ;Vale? Todo el mundo ha visto que se ha quedado en esta “0”
[sefialando la vocal o escrita en la tira] ¢vale? Se ha quedado en un poquito mas de la mi-
tad, empezando por aqui, ALUMNA 3 se queda con este trozo, es un poquito mas de la
mitad, vale... [...] Y ahora por el otro lado... Cojo la unidad, la divido en 1000 partes... 1000
partes y te quedas con 485, jcon cuantos trozos te quedas? [utilizando la misma tira] [...]
ALUMNA 3: Seiiala una parte de la tira

PROFESORA: Menos (Todo el mundo lo ha visto? En el primer caso, se esta quedando con
mas trozo porque de 100 partes has cogido 56, coges un poquito mas de la mitad, jver-
dad?

Y en la segunda... en el segundo caso de 1000 partes, te quedas con 485, la mitad estaria
en 500. Te quedas un poquito menos. Entonces el truco aqui es jen qué unidades estamos
hablando? En la primera, en centésimas y en la segunda en milésimas, pero siempre
cuando tengas dudas, miralo respecto de la unidad, como yo he hecho. [...] Silo pasamos
a las mismas unidades ya no hay confusion.

Asociado, también, a la componente magnitud se identifican 2 conexiones re-
lacionadas con la posicion de los nimeros decimales sobre la recta. Una de estas
conexiones es C11, mostrada en la figura 5, y la otra es C21, en la que se utiliza la
representacion sobre la recta numeérica de la operacion 2,4 — 3,7, para justificar el
resultado negativo de la operacion a una alumna que afirma no comprender por qué
debia ser negativo. Se produce una conexioén entre la operacion escrita en un regis-
tro numérico y la operacion representada en un registro grafico. Se trata de una co-
nexion intra matematica con conversion, formada por conexiones elementales en-
tre dos representaciones de una misma operaciéon (numérica y grafica) y una cone-
xion elemental argumentativa al realizar la justificacion 2,4 — 3,7 es negativo, ya que
2-3=-1

Un Gltimo grupo de 7 conexiones, relacionadas con la magnitud relativa entre
decimales, incluye conexiones que involucran una relacion entre los decimales, la
frecuencia relativa y los porcentajes, como diferentes representaciones de la can-
tidad de una parte en relacion con un todo (C2). Se incluyen aqui las relaciones entre
las nociones de decena-décima y centena-centésima, y sus magnitudes relativas
(C9); la relacion entre décimas-centésimas-milésimas (C16), o la magnitud de las
multiplicaciones y divisiones por potencias de 10 (C22, C30, C31); ademas de la in-
terpretacion de la multiplicacion por un niimero inferior a la unidad (C35).
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Por tanto, para la componente magnitud de los niimeros, los resultados mues-
tran que las conexiones identificadas enfatizan transformaciones de conversion y
tratamiento. Estas Gltimas focalizan objetos matematicos diversos; entre ellos, re-
presentaciones equivalentes o similares de un nimero decimal (p. e. 275y 275,00);
propiedades relacionadas con el orden y la comparaciéon de decimales (sia <
1, entonces a? < a); la magnitud relativa entre dos nimeros o entre dos cifras o va-
lores posicionales (diez centésimas en una décima); definiciones de los valores po-
sicionales de las cifras o procedimientos de calculo (uso del movimiento de la coma
para multiplicar y dividir por potencias de 10). Otras conexiones se relacionan con
la correccion de reglas incorrectas, como la regla de los niimeros enteros (C7 y C11) o
la regla de las fracciones (C9), al comparar decimales con un ntimero diferente de
cifras decimales; también, con errores en el alineamiento de los nimeros al ope-
rarlos (C23 y C24), y con la traduccioén entre decimal y porcentaje. Ademas, se ob-
servan conexiones relacionadas con dificultades en la coordinacion de la aritmética
con nameros enteros y la realizaciéon combinada de operaciones con nimeros de-
cimales (C21), y con la lectura de los nimeros decimales en castellano y en catalan,
lo que refuerza la regla del nimero entero (C11). En esta componente se observa un
protagonismo de conexiones elementales de tipo representacionales (C4) y argu-
mentativas (C8), vinculadas con justificaciones sobre la equivalencia, compara-
cidn, posicion en la recta numérica y magnitud relativa de nimeros decimales con
base en su representacion.

4.3. Sentido de las operaciones con nimeros decimales

En segundo lugar, se identifican 5 conexiones relacionadas con la componente sen-
tido de las operaciones, que involucran operaciones con decimales y redondeo o
truncamiento de los resultados (C5), el uso estratégico de las operaciones (C13, C29
y C33), o el significado de multiplicar por un nimero inferior a 1 (C35). La Figura 6
muestra la transcripcion del episodio C35 en el que se discute sobre el resultado de
elevar al cuadrado nimeros inferiores a 1. Se produce una conexion intra matema-
tica con tratamiento que enfatiza propiedades de los nimeros decimales al elevar-
los al cuadrado. Cuando la profesora dice “hemos tenido nuestra primera revela-
cion”, y presenta ejemplos de cuadrados de nimeros naturales mayores que 1, in-
troduce una proposicion inicial sobre el resultado, aludiendo a la tendencia de es-
perar un resultado superior al nimero elevado. Seguidamente, la profesora formula
y justifica una segunda proposiciéon que afirma que, en el caso de los nimeros de-
cimales menores que 1, el resultado de elevarlos al cuadrado es menor que el ni-
mero elevado. Por lo tanto, la conexién que se produce esta formada por una cone-
xion elemental argumentativa de justificacion entre dos proposiciones.
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Figura 6. Episodio definido por la conexion C35

PROFESORA: [escribe en la pizarra ,/0,25]. {Quién me la responde?... ;Alan?
ALUMNO 1: 0,05

PROFESORA: jALUMNO 2?

ALUMNO 2: 0,5.

PROFESORA: ;Quién vota 0,5?. Diez votan “by ALUMNO 2” ... {Quién vota 0,057 Quién
vota? 3

[...]

PROFESORA: Ahh pequefio... Ahh... Hemos tenido nuestra gran primera revelacion de lo
divertidos que son los nimeros. ALUMNO 2, me ha gustado mucho tu aportacién. Resulta
que nosotros estamos acostumbrados a que cuando hacemos cuadrados, por ejemplo 3 al
cuadrado es mas grande que 9... mas grande que 3 porque da 9 ¢cierto? 5 al cuadrado
scudntoda? [...]

pero para los nimeros mas pequeiiitos que 1, cuando ti multiplicas un nimero por él
mismo, se hace todavia mas pequefio porque en realidad [...] estas cogiendo un nimeroy
lo estas multiplicando por algo que es todavia mas pequefio que 1, es decir, estas co-
giendo una parte mas pequeiiita de este nimero que es 1

[...]

La componente sentido de las operaciones se asocia, mayoritariamente, al uso
de procedimientos equivalentes, asi como a las propiedades de la multiplicaciéon y
las potencias con decimales, aspectos relacionados con la comprension del efecto
de la operacion en el uso de los nimeros decimales (McIntosh et al., 1992). Los re-
sultados muestran conexiones en las que las aportaciones de los estudiantes o las
respuestas de la profesora se fundamentan en el principio de direccion de efectos
de las operaciones al multiplicar, dividir y hacer potencias con base decimal de ex-
ponente natural.

4.4. Razonabilidad relacionada con los decimales

Finalmente, se identifican 16 conexiones relacionadas con la componente razona-
bilidad y vinculadas a la validacién del uso de representaciones, procedimientos o
resultados. Se identifican 4 conexiones relacionadas con la validez del uso de los
numeros decimales (C1, C15, C25, C34). 3 conexiones estan relacionadas con el uso
de los valores posicionales (uso de representaciones equivalentes de un mismo na-
mero hasta una posiciéon determinada) para validar estrategias de calculo y para
comprobar resultados (C10, C12 y C17). También, se identifican 2 conexiones rela-
cionadas con el uso de la estimacion para validar la correccion de un resultado (C26
y C35). En el caso de C35 (Figura 6) se utiliza el argumento de “ser menor que 1
implica”. También, se identifican 2 conexiones relacionadas con la validacion del
resultado de un problema (C8 y C27). En el caso de C27 un alumno propone que el
resultado de la division 34 + 7 podria ser un nimero decimal infinito no periédico,
ala vista de los primeros pasos del algoritmo de calculo de la divisién (Figura 7). Se
identifica una conexioén intra-matematica con tratamiento, con énfasis en propie-
dad entre el procedimiento realizado (Figura 8), y la idea de decimal infinito no pe-
riddico. Esta conexion esta formada por una conexion elemental de justificacion
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entre dos proposiciones. La primera es la formulada por el alumno: “a lo mejor si
sigue haciéndolo ... le va a tocar un 3, no un 5”. La segunda es la formulada por la
profesora: “Imposible, imposible, porque la tabla de multiplicar es la misma aqui
que 200 filas mas para abajo”.

Figura 7. Desarrollo del algoritmo de la divisién 34 + 7 en la Conexién C27.

Figura 8. Episodio definido por la conexion C27.

PROFESORA: Vale, vamos a ver lo que ha hecho ALUMNA 3, tenemos... venga ALUMNA 3,
genial. Tenemos 34 entre 7. 4 por 7, 28... [se realiza el algoritmo tradicional de la divi-
sion. La alumna resuelve la operacion en la pizarra mientras la profesora parafrasea las
acciones de la alumna] [...]

Entonces, ALUMNA 3 cuando llega al 60, y yo creo que todos nos hemos dado cuenta,
cuando llega al 60 dice: que el patrén empieza, porque después de 60 viene un 4 y esto se
va a repetir. Por eso, ALUMNA 3 dice, aqui hay una... un patrén que se esta repitiendo [...]
ALUMNO 4: a lo mejor si sigue haciéndolo ... levaatocar 3ynouns

PROFESORA: Imposible, imposible, porque la tabla de multiplicar es la misma aqui [se-
fialando el proceso de resolucion de la ALUMNA 3 en la pizarra] que 200 filas mas para
abajo.

[...]

Sumado a lo anterior, se identifica un grupo de 5 conexiones relacionadas con
la validacién de procedimientos con decimales, y basadas en el uso de analogias y
las propiedades de las operaciones con nimeros enteros. Este grupo incluye cone-
xiones en las que se compara una operacion con decimales, con otra operacion si-
milar con niimeros enteros (C18, C19, C21), y conexiones en las que se valida el uso
de estrategias de movimiento de comas al multiplicar y dividir por potencias de 10
(C31yC32). Por ejemplo, en el caso de la conexion C18 la profesora utiliza el ejemplo
11 — 3 x (2 — 3) paramostrar el orden de las operaciones para 11,84 — 3,2 x (2,3 — 3,7).
Asi, se produce una conexion conceptual con tratamiento enfatizando el procedi-
miento entre las propiedades del orden de las operaciones, al operar con nimeros
decimales, y las propiedades del orden de las operaciones para los nimeros enteros.

En resumen, la mayoria de las conexiones relacionadas con la componente
razonabilidad son de tipo conceptual con tratamiento, destacando aquellas que
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enfatizan procedimientos, como la validacion de procedimientos aritméticos con
decimales, mediante una comparacion con otra operacion analoga con enteros, o
bien, aquellas conexiones que enfatizan la validez de procedimientos alternativos
propuestos por los alumnos. También, se identifican 5 conexiones con énfasis en
las propiedades, como la validacién del resultado de una operacidn, a partir de una
estimacion fundamentada en una operacion anterior (si 35 + 7=5, entonces 34 + 7 <
5), o la proposicion que justifica que al multiplicar el dividendo y el divisor de una
division por el mismo namero el resultado no varia. Se identifica una tinica cone-
xion con énfasis en representaciones al utilizar estratégicamente el valor posicio-
nal de las cifras para realizar calculos. Ademas, se observan relaciones con algunos
de los errores reportados en la literatura y derivados del analisis de las intervencio-
nes de los alumnos o la profesora (p. e., la regla de los ntimeros enteros). Estos errores
se observan al reflexionar sobre el uso del valor posicional en un contexto de ope-
raciones (C8, C12 y C10), o sobre el efecto de las operaciones al validar la razonabi-
lidad del resultado, al realizar multiplicaciones y potencias de decimales positivos
inferiores a1(C31yC35). Finalmente, se identifica una dificultad relacionada con la
aplicacion de las propiedades de los enteros a los decimales (C21).

El analisis de las conexiones elementales y de sus relaciones informa sobre el
nivel de complejidad de las conexiones descritas en la Tabla 3. Asi, conexiones del
mismo tipo se pueden establecer a diferentes niveles de complejidad en funcién de
la conexion elemental que las posibilita. Por ejemplo, las conexiones intra-mate-
maticas de tipo conceptual se pueden establecer a un nivel procedimental superfi-
cial (como en C13 cuando se describen diferentes procedimientos posibles para re-
solver un ejercicio) o a un nivel profundo que implique justificaciones (como en C18
cuando se justifica el orden de las operaciones combinadas con decimales a partir
de una analogia con nimeros enteros).

Tabla 3. Relacion entre la clasificacion de las conexiones elementales y las componentes
del sentido numérico con que se relaciona

Tipo de conexién Componentes del sentido numérico para los decimales

elemental

Identificacion Magnitud Operaciéon Razonabilidad
. C4, C7,C11, C21,
Representacional C3,C6 C23, C24 C10, C12, C21
Rasgo comtin C20 C16 C15, C25
Procedimental Co9, C30 ggch’ €29, C17, C25
G2, Ct, €9, Ca, Cio,Con, 26,
Argumental C21, C22, C24, Cs,C35 ! ! !
C21. C22. C €27, C31, C32,
31, C32,C35 C34,C35

Nota. Una misma conexion puede pertenecer a mas de una fila (p. e. C30) cuando esta formada
por conexiones elementales de distinto tipo.
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La combinacidn del analisis global y especifico de las conexiones permite in-
terpretar el nivel de complejidad de las conexiones en relacion con el potencial
desarrollo del sentido numérico. En el caso de la componente magnitud, el analisis
global sefiala que aparecen conexiones intra-matematicas conceptuales que enfa-
tizan mayoritariamente representaciones, procedimientos y reglas, mientras que
el analisis especifico (Tabla 3) sefiala que las conexiones elementales que intervie-
nen son mayoritariamente de tipo argumentativo, lo que sefiala la importancia de
establecer conexiones a un nivel de complejidad que permita desarrollar justifica-
ciones de los procedimientos o de las transformaciones entre representaciones. Lo
mismo ocurre con la componente razonabilidad, para el que el andlisis global des-
taca la importancia de las conexiones que enfatizan aspectos procedimentales,
mientras que el analisis especifico destaca la importancia de las conexiones ele-
mentales de tipo argumentativo (Tabla 3).

5. CONCLUSIONES

Este estudio profundiza en la manera en que cada una de las componentes que de-
finen el sentido numeérico se construye a partir de conexiones matematicas. Los re-
sultados muestran ejemplos explicitos de conexiones que enfatizan procesos, cam-
bios de registro o relaciones entre objetos matematicos en un mismo registro, que
son relevantes para la construccion de las diferentes componentes del sentido nu-
mérico en el contexto de los nimeros decimales (Ghazali et al., 2021) y, asi mismo,
para abordar las dificultades habituales de los alumnos (Tian y Siegler, 2018). De
este modo, se observa que la nocién de sentido numérico incorpora intrinseca-
mente la necesidad de conectar las diferentes componentes que lo caracterizan.

Por otro lado, los resultados muestran la utilidad de usar los dos niveles de
analisis de las conexiones, pues permiten identificar, para cada componente de
sentido numérico, los elementos que se conectan (analisis global) y cémo se conec-
tan (analisis especifico). Se observa una complementariedad entre ambos niveles.
Un analisis global pondria el foco en las representaciones y los procedimientos sin
sefialar la importancia de promover conexiones argumentativas sobre ambos.
Mientras que un analisis especifico sefialaria la importancia de las conexiones ele-
mentales de tipo argumentativo sin enfatizar sobre qué hay que argumentar y jus-
tificar (cambios de representacion, procedimientos equivalentes o propiedades). E1
papel protagonico de las conexiones de justificacion, en las componentes magnitud
y razonabilidad, subraya la importancia de profundizar en este tipo de conexiones
contemplando, también, tipos de conexiones elementales que comparten un carac-
ter argumentativo, por ejemplo, las conexiones de reversibilidad (Rodriguez-Nieto
et al., 2023). Asi, las aportaciones del modelo utilizado para las conexiones en el
analisis de la practica de aula muestran la relevancia de la exploracion futura de la
integracion y refinamiento de este modelo inductivo con otros modelos relevantes
de conexiones matematicas (Dolores-Flores y Garcia-Garcia, 2017; Hatisaru, 2023;
Rodriguez-Nieto et al., 2023).

Los resultados muestran la manera en que algunas componentes del sentido
numeérico se construyen a partir del establecimiento de conexiones. Resulta parti-
cularmente relevante la componente razonabilidad, que se construye a partir de
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conexiones en las que aparecen conexiones elementales de tipo justificacion. Asi,
este estudio sugiere considerar la razonabilidad en un sentido mas amplio que el
propuesto por McIntosh et al. (1992) y que se refiere inicamente a juzgar la razo-
nabilidad de los resultados, pues es necesaria la inclusion de una razonabilidad so-
bre las operaciones aritméticas y los respectivos procedimientos utilizados. Los re-
sultados relacionados con esta componente complementan otras investigaciones
que reportan errores de los estudiantes al juzgar la razonabilidad de resultados en
el contexto de los nimeros decimales (Sengiil y Giilbagci, 2012), lo que recalca las
oportunidades derivadas del establecimiento de conexiones para el desarrollo de
esta componente del sentido numérico. Lo anterior enfatiza el uso de la nocion de
conexion para analizar, en un futuro, el desarrollo del sentido numérico al conectar
fracciones y decimales (Lachance y Confrey, 2001; Tian y Siegler, 2018).
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Several characterizations proposed for number sense coincide in the need to pro-
mote the establishment of connections for the strategic use of rational numbers by
students. This study follows a case study design for the analysis of eight class ses-
sions of a group of 12—13-year-old students studying decimal numbers. The results
show a relationship between the emergence of specific types of mathematical con-
nections and the possible development of specific components of number sense in
students. In particular, the emergence of conceptual connections with treatment
that emphasize procedures and that are linked to the development of the magnitude
and reasonableness components is mostly observed. However, the specific analysis
of these connections shows that the same type of connection can be established at
different levels of complexity. For example, conceptual connections with treatment
that emphasize procedures may be formed by procedural elementary connections
or may also include argumentative elementary connections. A special relevance of
the elemental argumentative connections of the “justification” type is noted in the
construction of fundamental aspects of number sense, specifically in the reasona-
bleness component. The results of this study show the usefulness of considering
different levels of complexity for the analysis of the mathematical connections that
emerge in the classroom. Consequently, opportunities to refine the reference mod-
els for the analysis of mathematical connections are also discussed.
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