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Resumen o Este trabajo se enmarca en la rama de investigacion en educacion matematica que estudia las
actividades matematicas que los investigadores en matematicas desarrollan al construir conocimiento
matematico. En concreto, tiene por objeto avanzar en la caracterizacion de la practica matematica de con-
jeturar de esta comunidad de profesionales. Para ello, se analiza qué usa y qué crea (segiin Rasmussen et
al., 2005) una investigadora concreta del area de analisis matematico cuando construye conjeturas en su
investigacion. La metodologia cualitativa que se sigue es el estudio de caso. Los resultados de este estudio
muestran el relevante papel que juegan los ejemplos en la dimensién horizontal de la practica matematica
de conjeturar, destacando como se crean esos ejemplos y en qué momentos de la actividad investigadora
se usan y se crean los ejemplos.
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Abstract oo This work belongs to the research field in mathematics education that studies the mathemat-
ical activities that research mathematicians develop when constructing mathematical knowledge. Specif-
ically, the aim of this paper is to characterise the mathematical practice of conjecturing of this community
of professionals. For this purpose, what a research mathematician uses and creates (in terms of Rasmussen
et al., 2005) when conjecturing during her research is analysed. A case study methodological approach is
adopted. The results of this study show the relevant role that examples play in the horizontal dimension of
the mathematical practice of conjecturing, highlighting how and when those examples are used and cre-
ated.
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Caracterizando como conjeturan los investigadores en matematicas: un estudio de caso

1. INTRODUCCION

Este estudio forma parte de la agenda de investigacion en educaciéon matematica
que tiene como objetivo caracterizar las practicas matematicas (en adelante PM) de
los investigadores en matematicas (en adelante IM). La expresion prdcticas mate-
madticas hace aqui referencia a las actividades matematicas que llevan a cabo los IM
cuando construyen conocimiento matematico en su investigacion (Fernandez-
Ledn y Gavilan-Izquierdo, 2019).

La investigacion en educaciéon matematica destaca la importancia de estudiar
las PM de los IM, dadas las implicaciones que su estudio puede tener para la ense-
flanzay el aprendizaje de las matematicas (Weber e Inglis, 2021). Por ejemplo, Lo-
ckwood et al. (2019) estudian como los matematicos desarrollan la practica de usar
herramientas para hacer calculos matematicos y desarrollar e implementar algo-
ritmos. Burton (1998) investiga como los matematicos aprenden las PM a través de
su propia investigacion en matematicas. Martin-Molina et al. (2018) caracterizan
la manera en la que los IM definen y Fernandez-Leoén et al. (2021) la manera en la
que tales IM conjeturan y demuestran enunciados matematicos. Misfeldt y Johan-
sen (2015) estudian como los matematicos eligen sus preguntas de investigacion.
Recientemente, Weber y Fukawa-Connelly (2022) ha llevado a cabo un estudio so-
bre qué aprenden los matematicos cuando asisten a las exposiciones de otros com-
pafleros en congresos de matematicas.

Las investigaciones que se han desarrollado y se desarrollan en la actualidad
en esta rama de la educaciéon matematica asumen que existe relacion entre las PM
de los IM y lo que se debe ensefiar (y cdmo enseiiarlo) en las aulas (Burton, 1998;
Lockwood et al., 2019; Weber et al., 2020). Por ejemplo, Burton (1998) defendia la
necesidad de conectar el aprendizaje matematico en las aulas con la manera en la
que los IM aprenden a través de su investigacion. Weber et al. (2014) mencionan
cuatro razones que justifican por qué el conocimiento de la practica de los expertos
es adecuado para apoyar el diseiio de la ensefianza de las matematicas. Por un lado,
defienden que un objetivo fundamental de la ensefianza es que los estudiantes
aprendan a hacer matematicas, para lo cual es adecuado que desde la comunidad en
educacion matematica se conozcan con precision como son las PM. También sos-
tienen que —aunque las PM de los IM son, en general, diferentes a como se ensefian
y aprenden en un contexto de aula (Weber et al., 2020)— el docente (que no el es-
tudiante) debe ser consciente de esas diferencias, para lo cual debe conocerlas con
precision. Segin estos autores, el conocimiento preciso de estas practicas no es su-
ficiente, aunque si es el primer paso para garantizar una ensefianza efectiva en ma-
tematicas. Ademas, destacan que ese conocimiento preciso es necesario para que
no se vuelva a enseflar matematicas en base a concepciones inexactas, aunque su-
puestamente precisas, de las PM, lo cual ha demostrado ser perjudicial para los es-
tudiantes. Por otro lado, Lockwood et al. (2019) afirman que, cuando desde la in-
vestigacion se caracterizan algunas de las actividades y practicas en las que parti-
cipan los matematicos, la ensefianza tiene mas herramientas para ayudar a los es-
tudiantes a establecer “creencias productivas sobre la naturaleza de las matemati-
cas” (p.15), lo que permitiria que estos desarrollasen identidades matematicas mas
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positivas. Weber y Fukawa-Connelly (2022) ponen de manifiesto la dificultad que
conlleva trasladar sus resultados de investigacion sobre exposiciones (lectures), in-
cluso al contexto de la ensefianza universitaria, y concluyen que se requiere mas
investigacion en este campo para poder sugerir implicaciones directas para la en-
seflanza de las matematicas. Sin embargo, estos autores resaltan el potencial te6-
rico de su estudio, considerandolo un pilar fundamental en la construccion de la
teoria acerca de como las exposiciones pueden contribuir al aprendizaje.

También hay diversos investigadores en educaciéon matematica que, a pesar
de desarrollar estudios con estudiantes, sefialan que las actividades matematicas
de los estudiantes en el aula deberian tener similitudes con las que desarrollan los
IM al construir conocimiento matematico (Antonini, 2011; Laursen y Rasmussen,
2019). Por ejemplo, Laursen y Rasmussen (2019) han sefialado recientemente que,
con ayuda del docente y en un contexto investigativo, los estudiantes pueden
“reinventar y crear” (p. 131) objetos matematicos que son nuevos para ellos (como
definiciones, conjeturas, etc.) cuando desarrollan actividades matematicas de na-
turaleza similar a las que desarrollan los matematicos cuando investigan.

En este trabajo, nos centramos en la practica matematica de conjeturar por su
relevancia en la construccion del conocimiento matematico (Hartshorne y Weiss,
1978) y en la resolucion de problemas (Polya, 1954). En concreto, el problema de
investigacion de este estudio es caracterizar como los IM desarrollan la practica
matematica de conjeturar.

2. ANTECEDENTES TEORICOS

2.1. La practica matematica de conjeturar

La relevancia hoy de la practica matematica de conjeturar (en adelante practica de
conjeturar) esta ampliamente justificada por la comunidad cientifica. Por ejemplo,
Alibert y Thomas (1991) declaran que la formulacion de conjeturas es un aspecto
esencial en el trabajo de un matematico profesional. Lakatos (1976) destaca el papel
fundamental que el cuestionamiento y el descubrimiento juegan en los procesos de
pruebay de refutacion de conjeturas. Asi mismo, Peirce (Hartshorne y Weiss, 1978),
que describe los tipos de razonamientos que guian la investigacién cientifica (ab-
duccidn, induccion y deduccidon), sitda en un lugar destacado la abduccion, que €l
define como “la adopcién provisional de una hipétesis” (Hartshorne y Weiss, 1978,
Vol. I, p. 29), considerandola el primer paso del razonamiento cientifico.

La formulacion de conjeturas ha sido estudiada desde la educacion matema-
tica con estudiantes de diferentes niveles educativos (Alvarado y Gonzalez-Astu-
dillo, 2015; Boero, 2007; Cafiadas et al., 2008; Jeannotte y Kieran, 2017). Sin em-
bargo, son aliin escasos los trabajos, si comparamos con practicas como la de de-
mostrar, que se han desarrollado para estudiar la practica de conjeturar de los IM.
En esta linea, destacamos los trabajos de Lockwood y colaboradores (Lockwood et
al., 2016; Lynch y Lockwood, 2019). Por un lado, Lockwood et al. (2016) han estu-
diado el papel de los ejemplos cuando los matematicos conjeturan. Posteriormente,
Lynch y Lockwood (2019) han comparado el uso que hacen de los ejemplos los
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matematicos y los estudiantes cuando construyen conjeturas. Fernandez-Leon et
al. (2021) han caracterizado la practica de conjeturar de IM, identificando las acti-
vidades de matematizacion horizontal y vertical (Rasmussen et al., 2005) que desa-
rrollan estos IM cuando construyen conjeturas (véanse los detalles en la Seccion

3.2).

En el presente trabajo, la practica de conjeturar hace referencia a las activida-
des matematicas o los razonamientos propios de la actividad matematica que se
realizan en el ambito propiamente investigador para construir conjeturas. Se con-
sidera aqui que una conjetura es cualquier “afirmacién que puede ser verdadera o
falsa, parece razonable” (Fernandez-Le6n y Gavilan-Izquierdo, 2019, p. 284), “no
ha sido justificada de forma convincente y atin no se conocen ejemplos que la con-
tradigan ni consecuencias de la misma que sean falsas” (Mason et al., 1982, p. 58).

2.2. Marco teodrico

En este estudio se utilizan los constructos tedricos usar y crear, propuestos por Ras-
mussen et al. (2005), para caracterizar la practica de conjeturar de los IM.

Rasmussen et al. (2005) proponen la nocién actividad matemadtica en progreso
como alternativa al concepto pensamiento matemdtico avanzado (Tall, 1991). Lano-
cién actividad matematica en progreso pone el foco en como se desarrollan practi-
cas como definir, clasificar, conjeturar, etc., dejando en un segundo plano al con-
tenido matematico especifico (ecuaciones, poliedros, etc.).

Rasmussen et al. (2005) utilizan ademas los constructos matematizacion ho-
rizontal y matematizacion vertical para caracterizar la actividad matematica en pro-
greso de estudiantes universitarios, describiendo con ello sus actividades matema-
ticas. En concreto, para estos autores la matematizacion horizontal hace referencia
alas actividades que se realizan inicialmente para “formular una situacion proble-
matica de tal manera que sea susceptible de ser analizada matematicamente mas a
fondo” (Rasmussen et al., 2005, p. 54). Por ejemplo, estas actividades podrian ser
clasificar, experimentar o detectar patrones. Por el contrario, la matematizacion
vertical incluye aquellas actividades que se desarrollan a partir de actividades ho-
rizontales para crear nuevas ideas o realidades matematicas. Algunas de estas ac-
tividades serian generalizar o formalizar.

Concretamente, Rasmussen et al. (2005) utilizan estas dos dimensiones de la
matematizacion (horizontal y vertical) para caracterizar la actividad matematica
en progreso de estudiantes universitarios cuando desarrollan tres practicas: cons-
truir algoritmos, representar a través de simbolos y definir. Apoyandose en esa ca-
racterizacion, Rasmussen et al. (2005) identifican que los estudiantes usan y crean
cuando desarrollan estas tres practicas, y sefialan que la interaccién entre estas dos
acciones (usar y crear) ocurre en las dos dimensiones de estas practicas. Ademas,
estos autores resaltan que ambas acciones desempefian un papel muy diferente de-
pendiendo de si la actividad que se desarrolla es de naturaleza horizontal o vertical.
En concreto, sostienen que los estudiantes en la dimensién horizontal crean (algo-
ritmos, simbolos, definiciones, etc.) “para expresar, apoyar, y comunicar ideas que
ya eran mas o menos familiares, ideas que estaban relacionadas con las
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concepciones actuales e informales de los estudiantes” (Rasmussen et al., 2005, p.
70); v que lo que se produce en esta dimension se usa dentro del contexto inicial de
la situacion problematica. En la dimension vertical, por el contrario, observan que
cuando se usan los productos previamente creados, se promueven movimientos
“de lo particular a lo mas general y en algunos casos a lo mas formal” (Rasmussen
et al., 2005, pp. 70-71), haciendo que emerjan nuevas realidades matematicas, que
es lo que se crea en esta dimension.

El estudio que aqui presentamos pone el foco en la practica de conjeturar y
tiene como finalidad caracterizar las actividades matematicas que los IM desarro-
llan cuando construyen conjeturas durante su investigacion. Recientemente, Fer-
nandez-Leo6n y Gavilan-Izquierdo (2019) han propuesto avanzar en la caracteriza-
cion de esta practica matematica utilizando los constructos tedricos usar y crear
propuestos por Rasmussen et al. (2005). Asi, la pregunta de investigacion que in-
forma sobre el objetivo de este trabajo es: ;como pueden ayudar los constructos
usar y crear (Rasmussen et al., 2005) en la caracterizacion de la practica de conje-
turar de los investigadores en matematicas?

3. METODOLOGIA

Este trabajo es parte de un estudio mas amplio, iniciado en Fernandez-Leodn et al.
(2021), que trata de caracterizar la practica de conjeturar llevada a cabo por IM
cuando producen conocimiento matematico.

Desde la educacion matematica, se han utilizado diferentes metodologias
para estudiar la actividad investigadora de los IM (véanse, por ejemplo, Burton,
1998; Martin-Molina et al., 2018). La investigacion que se presenta en este trabajo
es de naturaleza cualitativa y, en concreto, adopta la forma de un estudio de caso
exploratorio (Cohen et al., 2000). En particular, este estudio de caso se centra en
comprender e interpretar la informacién que una investigadora en matematicas da
en varias entrevistas sobre las actividades matematicas que ella desarrolla al cons-
truir conjeturas durante su investigacion. La naturaleza exploratoria de este estu-
dio de caso se justifica por el papel que este juega en el estudio mas amplio que es-
tamos desarrollando, ya que, entre otros, pretende actuar como un estudio piloto.

3.1. Informante del caso

La complejidad que supone realizar una investigacion en educacién matematica
donde las matematicas involucradas son muy avanzadas hizo que esta investiga-
cion se comenzase desde el analisis matematico, area de conocimiento con la que
los autores de este trabajo estan mas familiarizados. Asi, la informante de este es-
tudio, y del presentado en Fernandez-Ledn et al. (2021), es Ana (pseudénimo), una
doctora en matematicas que investiga y publica articulos cientificos en esta area de
investigacion. Los autores son conscientes de las limitaciones que esto supone para
el estudio, ya que los resultados quedan sesgados por la naturaleza de este conte-
nido matematico. Por otro lado, se sefiala que algunas de las afirmaciones realiza-
das por Ana durante las entrevistas podian estar influenciadas por la naturaleza co-
laborativa que en ocasiones tenia su investigacion en matematicas.
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3.2. Datos

Se hicieron cuatro entrevistas semiestructuradas (Cohen et al., 2000) de aproxima-
damente noventa minutos cada una. Estas entrevistas fueron grabadas y posterior-
mente transcritas. El objetivo de la primera entrevista era obtener informacion ba-
sica de Ana (formacién académica e investigadora, experiencia profesional e in-
tereses de investigacion) y en las otras entrevistas se obtuvo informacién sobre su
trayectoria investigadora, haciendo especial hincapié en momentos concretos de
su investigacion. Algunas de las preguntas planteadas en estas entrevistas fueron:
¢como identificas un problema de investigacion?, icuando consideras que tienes
una conjetura?, compruebas si una conjetura es cierta o no?, qué haces para ello?
Ana tenia informacion acerca de qué aspectos principales de su trabajo interesaban
al estudio, lo cual facilit6 la entrevista. Ademas, la formacion de los entrevistadores
fue esencial para realizar las entrevistas, ya que permitié que se desarrollasen in-
formalmente y con fluidez, atendiendo asi al aspecto cognitivo y dinamico de la en-
trevista (Cohen et al., 2000). Durante las entrevistas, se recogieron también copias
de algunos cuadernos de trabajo de Ana (cuadernos de notas) en los que ella habia
recogido de forma escrita algunos de los calculos matematicos que habia realizado
y algunos de los graficos que represent6 cuando investigaba. Estos cuadernos tam-
bién incluian los enunciados de algunas conjeturas que habia formulado e intentaba
demostrar, asi como las demostraciones matematicas de muchas de esas conjetu-
ras. También se recogieron copias de varios articulos cientificos de Ana en los que
ella muestra sus resultados de investigacion, lo que permitié una triangulacién de
los datos.

Para un estudio previo (Fernandez-Leodn et al., 2021), se analizaron las tras-
cripciones de esas entrevistas y los documentos recogidos utilizando los construc-
tos tedricos matematizacion horizontal y matematizacion vertical (Rasmussen et
al., 2005). Para realizar ese andlisis, se identificaron en primer lugar los eventos
relevantes de los datos que estaban relacionados con la practica de conjeturar, los
cuales se codificaron con el simbolo C. Posteriormente, esos eventos fueron codifi-
cados con los simbolos M.H y M.V para distinguir la naturaleza horizontal o vertical
que tenia cada evento, quedando cada uno vinculado a un tipo u otro de matemati-
zacion. Fruto de ese primer analisis de los datos empiricos, surgieron categorias de
actividades horizontales y verticales que caracterizan la practica de conjeturar de
lainformante del caso (Fernandez-Ledn et al., 2021) (véase la Tabla 1 de la siguiente
subseccion).

3.3. Andlisis

Las categorias de analisis de este trabajo son los constructos tedricos usar y crear
(Rasmussen et al., 2005). Para responder a las preguntas de investigacion de este
estudio, se siguieron los siguientes pasos. En primer lugar, se realizé un estudio
tedrico de las categorias de actividades identificadas en Fernandez-Leon et al.
(2021) empleando los constructos usar y crear. Para facilitar la comprension del
proceso de analisis del presente estudio, se incluye en la Tabla 1 una breve descrip-
cion de cada una de esas categorias. Concretamente, ese estudio tedrico se realizo6
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codificando primero las acciones que se describen en las descripciones tedricas de
esas categorias de actividades, con los simbolos Uy C (en referencia a usar y crear),
e identificando después qué se usa o qué se crea en cada una de las acciones codifi-
cadas. Inicialmente, se contemplaba que las acciones pudieran ser codificadas con
dos simbolos, uno o ninguno.

En segundo lugar, se usaron los datos empiricos de esta investigacion para
validar las inferencias tedricas que se habian realizado a través de las categorias de
actividades en el paso anterior.

Tabla 1. Categorias de actividades de la practica de conjeturar (Ferndndez-Ledn y Gavi-
lan-Izquierdo, 2019, p. 287)

Dimension  Descripcién de categoria

Detectar patrones: experimentaciones realizadas con objetos matematicos
(circulo, espacio métrico, etc.) que estan relacionadas con una caracteristica ob-
servable de esos objetos. Especificamente, esta categoria incluye los razona-
mientos logicos y actividades informales con objetos matematicos involucrados
en la deteccion de un patrén (comportamiento regular de objetos matematicos).

Testar conjeturas: experimentaciones que se realizan con objetos matematicos
concretos que verifican las hipétesis (condiciones impuestas en el antecedente)
Horizontal = de una conjetura para verificar o rechazar dicha conjetura.

Modificar enunciados de proposiciones: experimentaciones con el enunciado de
una proposicion condicional (probada o no) que impliquen la propuesta de posi-
bles cambios en las componentes (hipdtesis o conclusién) de ese enunciado. Las
razones que motivan esa propuesta de cambio pueden ser de naturaleza muy di-
ferente. Por ejemplo, el hallazgo de un contraejemplo de una conjetura puede
motivar el estudio y la consideracién de posibles cambios en algunas partes del
enunciado de esa conjetura.

Formalizar patrones: actividades de generalizacion y formalizacién de un com-
portamiento regular observado previamente (patron) al experimentar con obje-
tos matematicos. En concreto, la formalizacion del patrén da lugar a una conje-
tura matematica.

Vertical
Formalizar modificaciones de enunciados: actividades de formalizacién de las mo-

dificaciones que previamente se han planteado sobre las hipétesis o la conclusion
de una proposicion condicional (probada o no). Esta formalizacion da lugar a un
nuevo enunciado de una conjetura.

El hecho de que este estudio se apoye en las categorias de actividades mostra-
das en la Tabla 1 ha permitido, ademas de facilitar el proceso de analisis, distinguir
qué usay qué crea la informante en cada una de las dimensiones de la practica ma-
tematica de conjeturar.

A continuacidn, se muestra un ejemplo de coémo se ha realizado el proceso de
analisis. En primer lugar, se estudio el enunciado de la categoria Detectar patrones
y se codificé del siguiente modo: se asignaron las letras Uy C a la oracién experi-
mentaciones realizadas con objetos matemadticos que estdn relacionadas con una carac-
teristica observable de esos objetos. Esa asignacion nos permiti6 identificar que en esa
actividad matematica se usaba y se creaba. Después, se analiz6 esa oracion y se in-
firi6 el uso de objetos matematicos concretos al experimentar (en el proceso de
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deteccion de un patrén) y la creacion de ejemplos de una propiedad observable (el
patron) que es verificada por objetos matematicos concretos. Finalmente, se utili-
zaron los eventos de los datos empiricos representativos de esa categoria de acti-
vidades para validar las inferencias tedricas que se habian realizado previamente.

4. RESULTADOS

Los resultados de este estudio se organizan separandolos por dimensiones (hori-
zontal y vertical). En primer lugar, se identifica qué usa y qué crea la informante del
estudio en la dimension horizontal de la practica de conjeturar. Posteriormente, se
hara lo mismo en la dimension vertical.

4.1. Conjeturar - Matematizacién horizontal

Si ponemos el foco en qué se usa, las categorias Detectar patrones y Testar conjetu-
ras informan del uso de objetos matematicos concretos al experimentar: bien al de-
tectar patrones o bien al tratar de comprobar si una conjetura es cierta o no (testeo).
Por otro lado, la categoria Modificar enunciados de proposiciones pone de mani-
fiesto que se usan o manejan las hip6tesis o conclusiéon de una proposiciéon condi-
cional que puede estar ya probada o ser atin una conjetura.

En esta dimensidn, si ahora ponemos el foco en qué se crea, la categoria De-
tectar patrones pone de manifiesto la creacion de ejemplos de una propiedad obser-
vable (el patrén) que es verificada por objetos matematicos concretos y la categoria
Testar conjeturas nos informa de la creacion de ejemplos de una propiedad mate-
matica (propuesta en el enunciado de una conjetura) que es verificada o no por ob-
jetos matematicos que cumplen las hipdtesis del enunciado de esa propiedad.
Cuando el ejemplo creado muestra que la conjetura no se verifica, este se denomina
contraejemplo. La categoria Modificar enunciados de proposiciones no ha dado in-
formacion relativa a la accion crear, ya que el producto que posteriormente crea la
informante (la conjetura), fruto de la experimentacion con las componentes de una
proposicion, es de naturaleza vertical.

A continuacion, se muestran tres extractos de las entrevistas de la informante
(Protocolos 1, 2y 3) con los que se va a ejemplificar la validacion realizada con los
datos empiricos sobre qué se usa y qué se crea en la dimension horizontal de la prac-
tica de conjeturar. Concretamente, el primer extracto que se muestra es represen-
tativo de la categoria Detectar patrones.

Protocolo 1. Nosotros consideramos la expresion analitica del médulo de con-
vexidad de la esfera, un espacio geodésico que no es lineal: §(r,e) =1 —%

arccos ((cosr)/cos (¢/2)), y tratamos de probar su monotonia con respecto ar a
través de la primera derivada. Hicimos muchos calculos, pero no pudimos ob-
tener ninguna conclusion. También hicimos muchos experimentos con el soft-
ware Mathematica para ver si el médulo de convexidad de la esfera era mond-
tono con respecto a la variable r. (Fernandez-Leoén et al., 2021, p. 7). [...]. Repre-
sentamos esa funcién de dos variables para algunos valores fijos de . Cogimos
¢ = -, £ = -y algunos valores més, y vimos que todas las representaciones de

eran decrecientes.
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En este extracto, Ana describe como intent6 demostrar (en el sentido de for-
mal proving en Jeannotte y Kieran, 2017) que una determinada funcién de dos va-
riables &(r,¢) era mondtona decreciente con respecto a la primera variable. Para
ello, estudié inicialmente el signo de la derivada parcial de la funcién con respecto
ar. Como este estudio analitico no le permitié determinar dicha monotonia (por la
complejidad de los calculos), Ana decidié utilizar el programa Mathematica para
representar las funciones de una variable que se obtenian al fijar valores concretos
de la segunda variable. Sefialar que, evidentemente, el nimero finito de graficas
que la investigadora representd no le permitié demostrar la monotonia de la fun-
cion.

A partir del Protocolo 1, se puede inferir que la participante usa, cuando expe-
rimenta con el programa Mathematica, diferentes valores numéricos particulares
(objetos matematicos) entre 0y 1de lavariable ¢ (¢ = 1/2,¢ = 1/4, etc.) para repre-
sentar, con ese programa y para cada ¢, la funcion &(r, €) con respecto a la otra va-
riable r. Ademas, durante esta experimentacion, la participante crea varios ejem-
plos (cada una de las representaciones graficas de la funcioén &(r, ¢), con ¢ fijo) en los
que si se puede observar el caracter monétono decreciente de la funcién &(r, €) con
respecto de r. Estos ejemplos se crean con objetos matematicos concretos (los di-
ferentes valores de £) de modo que, para cada « fijo, se representa graficamente una
funcion que es decreciente con respecto a la variable r.

El siguiente extracto es representativo de la categoria Testar conjeturas.

Protocolo 2. Empezamos a ver si la propiedad (Q,) se cumplia en mas espacios
CAT(0); en concreto, miramos en los espacios CAT(0) que son el pegamiento de
otros dos espacios CAT(0) (en inglés llamados gluing CAT(o) spaces). Los calcu-
los con estos espacios nos permitieron rechazar la conjetura cualquier espacio
CAT(0) tiene la propiedad (Q,). (Fernandez-Leon et al., 2021, p. 8)

En este extracto, Ana describe como ella y su compariero testaron la conjetura
“cualquier espacio CAT(0) tiene la propiedad (Q,)” con algunos espacios CAT(0)
concretos (espacios CAT(0) pegamiento). La propiedad (Q,) es una propiedad ma-
tematica que pueden o no verificar los puntos de un espacio métrico cualquiera. En
concreto, Ana y su compaiiero consideraron los espacios CAT(0) pegamiento por-
que, sin ser casos limite, son espacios menos regulares que otros espacios (como el
plano euclideo) en los que la propiedad (Q,) si se cumple.

El Protocolo 2 y la lectura de un articulo de investigacion firmado por la par-
ticipante (de autoria compartida) han permitido inferir que estos IM usan cuatro
puntos (objetos matematicos) concretos, de un espacio CAT(0), para rechazar la
conjetura mencionada anteriormente. En concreto, el espacio CAT(0) considerado
se construye pegando dos espacios CAT(0): la semirrecta del plano (x,0) parax <0,
con la distancia euclidea y el semiplano de los puntos del plano conx > 0, también
con la distancia euclidea. Los puntos de ese espacio CAT(0) que permiten rechazar
la conjetura son p = (—1,0),q = (0,1),a = (0,—1) y b = (11/10,0). A partir de lo ante-
rior, se infiere también que los investigadores crean un contraejemplo de una con-
jetura durante el testeo de la misma, es decir, encuentran un espacio CAT(0) que no

verifica la propiedad (Qy).
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El siguiente extracto de las entrevistas es representativo de la categoria Mo-
dificar enunciados de proposiciones.

Protocolo 3. Estabamos estudiando un tipo de aplicaciones, las contracciones
ciclicas, que son aquellas que verifican que d(Tx,Ty) < kd(x,y) + (1 —
k) dist(A, B) para cualesquiera dos puntos de un espacio métrico (X, d), con Ay B,
dos subconjuntos de X. Los matematicos Eldred y Veeramani (2006) estudiaron
y probaron el problema de encontrar puntos de mejor aproximacion, es decir,
puntos en 4 o B que satisfacen d(x, Tx) = dist(4, B), en espacios de Banach uni-
formemente convexos. En ese trabajo, plantearon la pregunta abierta de si exis-
tia un punto de mejor aproximacion cuando 4 y B eran subconjuntos no vacios,
cerrados y convexos de un espacio de Banach reflexivo. Motivada por este pro-
blema, empecé a analizar en detalle las hipdtesis del resultado ya probado, en
su articulo, en espacios uniformemente convexos, ya que me parecia muy sos-
pechoso exigir solo que el espacio [de Banach] fuera reflexivo. Lo que hice en-
tonces fue plantearme la posibilidad de pedirle al espacio que también fuera es-
trictamente convexo y por eso me puse a buscar espacios que verificaran esas
dos propiedades [reflexivo y estrictamente convexo], para no encontrarme des-
pués con un resultado vacio [sin casos en los que se pueda aplicar]. (Fernandez-
Leodn et al., 2021, p. 9)

En este extracto, Ana describe como experimentd con las componentes de una
proposicion (el problema abierto planteado por Eldred y Veeramani, 2006), plan-
teandose la posibilidad de modificarlas de cara a plantear una conjetura nueva. En
concreto, Ana se plante6 modificar las hipotesis del problema abierto asumiendo
una nueva hipétesis (ser estrictamente convexo) sobre los espacios métricos sobre
los que se podia aplicar el enunciado. Segin declaré Ana en otro momento de las
entrevistas, exigir simplemente reflexividad al espacio de Banach era muy ambi-
cioso, pues asi la pregunta abierta era equivalente a un problema abierto durante
décadas en su campo de investigacion.

El Protocolo 3 ha permitido inferir que la participante usa y experimenta con
las hipdtesis del problema abierto planteado por los otros autores. En concreto, la
participante se plantea asumir una nueva hipdtesis en el problema abierto (la con-
vexidad estricta), restringiendo el alcance del mismo. En otros extractos de las en-
trevistas, la investigadora propone modificar las componentes de una proposicion
condicional ya probada al pensar que la proposicion se puede mejorar (debilitando
sus hipoétesis y/o fortaleciendo su conclusion). También hay extractos donde la
propuesta de modificacion del enunciado de una conjetura esta motivada por el ha-
llazgo de un contraejemplo de esa conjetura.

La categoria Modificar enunciados de proposiciones no ha permitido inferir
resultados en términos del constructo crear, ya que, como se comenté anterior-
mente, lo que se puede crear (la conjetura) fruto de la experimentacién con las
componentes de una proposicion es de naturaleza vertical.

4.2. Conjeturar - Matematizacion vertical

Si ponemos el foco en qué se usa, la categoria Formalizar patrones informa del uso
de los ejemplos de una propiedad observable (que revelan un patron) obtenidos en
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la dimension horizontal de la practica de conjeturar. Por otro lado, la categoria For-
malizar modificaciones de enunciados pone de manifiesto que la participante usa
las condiciones que ha planteado afiadir o suprimir previamente (en la dimension
horizontal) en las componentes de una cierta proposicion condicional.

En esta misma dimension, en cuanto a qué se crea, las categorias Formalizar
patrones y Formalizar modificaciones de enunciados ponen de manifiesto la crea-
cion de conjeturas. Por un lado, en la categoria Formalizar patrones, el patrén ob-
servado en la dimension horizontal se formaliza para dar lugar a una conjeturay en
la categoria Formalizar modificaciones de enunciados, la nueva conjetura resulta al
incluir o suprimir en las componentes de la proposicion condicional manejada en
la dimension horizontal las condiciones consideradas previamente.

A continuacion, se muestran dos extractos de las entrevistas (Protocolos 4 y
5) que permiten ejemplificar la validacion realizada con los datos empiricos sobre
qué se usa y qué se crea en la dimension vertical de la practica de conjeturar. Al igual
que en la dimension horizontal, se van a utilizar extractos de las entrevistas que
son representativos de las categorias de actividades de esta dimension.

En concreto, el primer extracto que se muestra es representativo de la cate-
goria Formalizar patrones.

Protocolo 4. De todos modos, aunque todo lo que tenia no me servia para escri-
birlo en una publicacién, ni siquiera para utilizar en otro resultado que esta fun-
cion [el modulo de convexidad de la esfera] era decreciente, si que, en mis notas,
puse que, con todos los dibujos que tenia con el Mathematica, el médulo de con-
vexidad de la esfera es decreciente con respecto ar.

En este extracto, Ana describe como formuld una conjetura a partir de un con-
junto de representaciones graficas que le informaban sobre un patrén acerca de la
monotonia de una funcién de dos variables con respecto a una de esas variables.
Este extracto aparece en las transcripciones justo después del Protocolo 1 (donde se
describe la deteccion del patron).

A partir del protocolo 4, se infiere que la participante usa las representaciones
graficas de la funcion &(r, €) obtenidas con el programa Mathematica para diferen-
tes valores de ¢ concretos. Estas representaciones son ejemplos de la propiedad ob-
servable: &(r,¢) es mondtona decreciente con respecto a r para ¢ fijo. Por otro lado,
formalizando la propiedad observada (el patréon encontrado), la participante crea
una conjetura, cuyo enunciado es el médulo de convexidad de la esfera es decre-
ciente con respecto a r para valores fijos de «.

El siguiente extracto, que es representativo de la categoria Formalizar modi-
ficaciones de enunciados, se utiliza para terminar de ejemplificar la validacion rea-
lizada con los datos empiricos sobre qué usa y qué crea la participante este estudio
cuando construye conjeturas.

Protocolo 5. La nueva condicién que habiamos considerado previamente sobre
el espacio de Banach reflexivo [ser estrictamente convexo], 1o que hicimos fue
afladirla en las hipoétesis del enunciado de la pregunta abierta [formulada por
Eldred y Veeramani (2006)] y con las nuevas hipotesis formulamos esta conje-
tura [Sean A y B dos subconjuntos no vacios, cerrados y convexos de un espacio
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de Banach reflexivo y estrictamente convexo,yseaT: AU B — A U B una contrac-
cion ciclica. Entonces existe un Gnico punto de mejor aproximacion en A].

En este extracto, Ana describe, mientras sefiala un poster que habia presen-
tado en un congreso, como habia formulado una nueva conjetura afiadiendo, a las
hipétesis de una pregunta abierta, una nueva condicién (ser estrictamente con-
vexo) para los espacios métricos sobre los que tenia aplicabilidad el enunciado de
dicha pregunta. Seglin Ana, esta condicion es natural asumirla en resultados de su
campo de investigacion. Durante las entrevistas, Ana justific6 ademas por qué no
trat6 de construir inicialmente una demostracion formal de la pregunta abierta,
haciendo referencia a lo ambiciosa que le parecia. En concreto, ella coment6 que
uno de los problemas abiertos mas conocidos dentro de su campo de investigaciéon
era de naturaleza similar al problema abierto de Eldred y Veeramani (2006), y que
por eso no se planteo tratar de resolverlo directamente.

A partir del Protocolo 5, se infiere que la participante usa la propiedad de ser
estrictamente convexo, que habia considerado previamente como una posible con-
dicion a afiadir a las hip6tesis de la mencionada pregunta abierta. Por otro lado, la
participante crea una nueva conjetura al incluir esta propiedad matematica en las
hipétesis del enunciado de la pregunta abierta.

5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

En un trabajo previo, Fernandez-Leon et al. (2021) estudiaron, utilizando los cons-
tructos matematizacion horizontal y matematizacion vertical (Rasmussen et al.,
2005), como una investigadora en matematicas desarrollaba la practica de conje-
turar cuando investigaba. En este estudio, damos un paso mas en la caracterizacion
de esta practica matematica utilizando los constructos usar y crear descritos por
Rasmussen et al. (2005).

Los resultados obtenidos en este trabajo muestran que los ejemplos (cuando
se usan y se crean) desempeiian un papel relevante en la construccion y el testeo de
conjeturas, lo que complementa, entre otras, la investigacion de Lockwood et al.
(2016). Estos autores sefialan que hay dos acciones que caracterizan el trabajo de
los matematicos con los ejemplos cuando examinan y demuestran conjeturas, que
son seleccionar y usar ejemplos. Combinando ambos estudios, puede concluirse
que en la practica de conjeturar hay, al menos, tres acciones que se realizan con los
ejemplos, crearlos, seleccionarlos y usarlos. Lockwood et al. (2016) también cate-
gorizan las diferentes maneras que tienen los matematicos de seleccionar y usar los
ejemplos, observandose algunas similitudes con nuestros resultados. Por ejemplo,
una de las categorias identificadas por estos autores es el uso de ejemplos para che-
quear una conjetura. Estos autores resaltan ademas el papel de la concienciacion
meta-cognitiva de los matematicos al trabajar con ejemplos. Los datos utilizados
en nuestro estudio también ponen de manifiesto esa conciencia meta-cognitiva,
incluso en la construccion de conjeturas (que no ha sido estudiada en Lockwood et
al., 2016). Por ejemplo, esta consciencia se observa cuando Ana, la informante del
caso, manifiesta control e intencionalidad a la hora de darle un papel muy particu-
lar a las representaciones graficas construidas con el software Mathematica
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(véanse los Protocolos 1V 4), ya que estos ejemplos graficos le permiten detectar
un patrén y formular una conjetura (con un alto valor epistémico de verdad), pero
no constituyen para ella una demostraciéon matematica de la monotonia decre-
ciente de la funcién.

Aungque el estudio del papel de los ejemplos en la practica matematica y en la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas ha sido bastante estudiado en la li-
teratura, muchos estudios destacan la necesidad de seguir ahondando en esta linea
(por ejemplo, Lockwood et al., 2016). Las categorias de actividades inferidas en Fer-
nandez-Leon et al. (2021), asi como los resultados de este trabajo, ofrecen un nuevo
contexto tedrico en torno al cual establecer discusiones. Asi, un paso mas en nues-
tra investigacion podria ser estudiar como son las estrategias (en términos de An-
tonini, 2011) que utilizan los IM cuando usan o crean ejemplos al conjeturar y si se
observan diferencias en esas estrategias segun si el ejemplo es creado o usado en la
dimension horizontal o en la dimension vertical de la practica de conjeturar. Por
ejemplo, el Protocolo 2 del apartado anterior, que describe cémo la investigadora
examina una conjetura, y la lectura de un articulo publicado por Ana, muestran la
creacion de un contraejemplo de una conjetura mediante un proceso inicial de
transformacion, cuando se busca el espacio CAT(0) pegamiento construido, y un
proceso posterior de ensayo y error, al buscar los puntos en el espacio CAT(0) que
permiten rechazar la propiedad (Q,) (Antonini, 2011).

En Fernandez-Ledn et al. (2021), se destaca el papel de los ejemplos en la uni-
dad cognitiva de los teoremas (Boero, 2007). Los resultados de este estudio avanzan
también en la caracterizacion de esta unidad cognitiva, haciéndose hincapié en
coémo y cuando se pueden crear y usar los ejemplos. Un estudio sobre qué usa y qué
crea la informante del caso cuando construye demostraciones matematicas en su
investigacion puede ser fundamental para completar la caracterizacion de la uni-
dad cognitiva de los teoremas (Boero, 2007) en términos de Rasmussen et al.
(2005).

La investigacion que presentamos en este articulo supone una nueva contri-
bucion a la literatura sobre como los IM desarrollan sus PM, lo que podria ayudar
en futuras investigaciones a caracterizar lo que se quiere que aprendan los estu-
diantes y como debe ensefiarse. Las investigaciones de esta naturaleza permiten
usar la practica matematica para justificar posibles objetivos pedagogicos v la
forma en la que estos objetivos pueden alcanzarse (Weber et al., 2020). Identificar
diferentes categorias de actividades que caracterizan cdmo los IM conjeturan y
concretar, ademas, qué se usa y qué se crea en cada una de las dimensiones de esta
practica matematica puede ayudar a poner el foco en aspectos particulares de esta
practica, facilitandose asi el disefio de una instruccién que fomente la participacion
de los estudiantes en actividades matematicas propias de los IM. Asi, por ejemplo,
el importante papel que juegan los ejemplos en la dimensién horizontal de esta
practica matematica deberia verse reflejado en el disefio de tareas matematicas que
pretendan fomentar en los estudiantes la practica de conjeturar o aspectos parti-
culares de la misma.
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Los resultados de este trabajo podrian aportar ademas informacion a la for-
macién de IM a nivel de postgrado, lo cual podria redundar en la formacion preuni-
versitaria y universitaria en matematicas, ya que estos IM son generalmente los
formadores del profesorado de matematicas de estudiantes de mas de 12 afios.

La investigacion que se presenta en este trabajo tiene caracter exploratorio.
Algunas limitaciones de este estudio vienen dadas por la heterogeneidad de la prac-
tica matematica, el problema de la identificacion de la comunidad matemdtica (Weber
et al., 2020), asi como por la variedad de areas de investigacion en el ambito de las
matematicas (andlisis matematico, algebra, geometria, etc.), lo cual hace necesario
estudiar a otros IM que permitan refinar y validar los resultados, ampliando asi su
alcance. Igualmente, somos conscientes de que los datos recogidos son, en parte,
recuerdos de cémo la investigadora percibi6 su actividad investigadora, lo cual es
una limitacion del estudio.
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This study is part of the research agenda in mathematics education that aims to
characterize the mathematical practices of research mathematicians. This agenda
highlights the importance of studying the mathematical practices of research
mathematicians, given the benefits that such study may have in mathematics ped-
agogy (Weber et al., 2020). In fact, there are several researchers in mathematics
education which, despite developing studies on students, point out that students’
mathematical activities in the classroom should have similarities with those of re-
search mathematicians when constructing mathematical knowledge (Antonini,
2011; Harel, 2001; Laursen & Rasmussen, 2019). Although recent studies have char-
acterised the way research mathematicians developed certain mathematical prac-
tices (like defining, proving, computing and reading mathematical proofs), various
voices from the mathematics education community demand more research on this
topic. In this regard, this paper delves into the characterization of the research
mathematicians’ mathematical practice of conjecturing. In this research, the
mathematical practice of conjecturing refers to the mathematical activities or rea-
soning inherent to mathematical activity that are carried out in the research setting
in order to construct conjectures. A conjecture is any statement that may be true or
false, and seems reasonable. In a previous work (Fernandez-Ledn et al., 2021), the
authors of this study and another colleague used the theoretical constructs hori-
zontal mathematising and vertical mathematising (Rasmussen et al., 2005) to
characterise how research mathematicians conjecture during their research. The
present research complements such a characterisation by analysing what research
mathematicians use and create (in terms of Rasmussen et al., 2005) when produc-
ing conjectures. In this paper, a case study methodological approach is adopted
and, in particular, the case of a single research mathematician that researches on
mathematical analysis and has more than ten years of teaching experience at uni-
versity is discussed. The results of this study show the relevant role examples play
in the practice of conjecturing. Furthermore, these results complement those of
other studies in the literature by showing that examples may be created, in addition
toused and selected, as it is asserted in Lockwood et al. (2016). Finally, we highlight
that this paper, and others in this research agenda, could help to focus on particular
aspects of mathematical practices, thus facilitating the design of instruction that
encourages students’ participation in research mathematicians’ mathematical ac-
tivities.
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