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Resumen o Este estudio busca caracterizar el conocimiento especializado en un grupo de estudiantes para
maestro (EPM). Se pone énfasis en los subdominios de Conocimiento de los Temas, Conocimiento de la
Estructura de las Matematicas, Conocimiento de las Caracteristicas del Aprendizaje de las Matematicas y
Conocimiento de la Ensefianza de las Matematicas. Se analizan los procedimientos y justificaciones escri-
tas que los EPM utilizan para resolver una tarea de area, y para interpretar respuestas de alumnos a una
tarea de area. Los resultados muestran que el uso de procedimientos diversos se relaciona con la moviliza-
cién de indicadores del Conocimiento de los Temas y promueven el establecimiento de conexiones con
otros contenidos matematicos. Los indicadores definidos para el Conocimiento de las Caracteristicas del
Aprendizaje de las Matematicas, y el Conocimiento de la Ensefianza de las Matematicas, se relacionan con
una mayor capacidad de los EPM para interpretar respuestas de alumnos.
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Area de figuras planas; Interpretacion de respuestas de alumnos

Abstract o This study aims to characterize elements of the specialised knowledge of a group of pre-service
teachers (PST). Emphasis is placed on the following subdomains: Knowledge of Topics, Knowledge of the
Structure of Mathematics, Knowledge of the Features of Learning Mathematics and Knowledge of Mathe-
matics Teaching. The procedures and written justifications that PST use in task-solving and in interpreting
student responses to area tasks are analyzed. The results show that the use of procedures of a different
nature is related to the mobilization of different indicators of Knowledge of Topics, while promoting the
establishment of connections with other mathematical content. The indicators defined for the Knowledge
of the Features of learning mathematics, and Knowledge of Mathematics teaching, are related to a greater
capacity of the PST to interpret students’ responses.
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Conocimiento matematico y didactico de futuros maestros sobre el area de figuras 2d

1. INTRODUCCION

La agenda de investigacion sobre el conocimiento del profesor ha ido en constante
auge desde el trabajo de Shulman (1986), quien se intereso, principalmente, en dos
aspectos de la profesion docente. Por un lado, en comprender la manera en que los
profesores transforman su conocimiento para hacerlo comprensible a sus alum-
nos; v, por otro lado, en comprender las fuentes de las analogias, metaforas, ejem-
plos, demostraciones y reformulaciones que los profesores utilizan en el aula. A
partir del trabajo de Shulman (1986), numerosos estudios han puesto el foco en el
conocimiento de profesores en ejercicio y en formacion (Ball et al., 2008; Carrillo-
Yariez et al., 2018; Rowland et al., 2005), con la finalidad de distinguir los compo-
nentes especificos del conocimiento de los profesores de matematicas. Con base en
el modelo MKT de Ball et al. (2008), Carrillo-Yafiez et al. (2018) proponen el modelo
de Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas (MTSK), el que se ge-
nera a partir de una redefinicion y una nueva forma de conceptualizar la nocién de
especializacion en el conocimiento del profesor de matematicas (Scheiner et al.,
2019). El conocimiento especializado es un conocimiento especifico y necesario del
profesor de matematicas (Carrillo-Yafiez et al., 2013, 2018).

En este estudio se asume el caracter especializado del conocimiento de los
profesores desde el MTSK. Dicho modelo considera la nocién de especializacion
como el nicleo del conocimiento del profesor y es, a su vez, una herramienta me-
todolégica que permite analizar diferentes practicas del profesor de matematicas a
través de sus categorias (Carrillo-Yariez et al., 2018). Particularmente, nos interesa
el conocimiento especializado sobre area que movilizan los EPM cuando resuelven
tareas y cuando interpretan respuestas de alumnos. Este Giltimo ha adquirido espe-
cial relevancia en los ultimos afios, pues diversas investigaciones sefialan que el
proceso de interpretar respuestas de alumnos, por parte de los profesores, es un
aspecto clave para evaluar y ajustar la instrucciéon de forma continua, a fin de enri-
quecer el proceso de ensefianza aprendizaje (Llinares, 2012; Mason, 2002). Esta
practica requiere que los EPM cuenten con un conocimiento amplio del contenido
a enseniar, sin embargo, existe una serie de investigaciones que reportan las difi-
cultades que tienen los EPM al momento de resolver tareas de area. Por ejemplo,
algunas investigaciones evidencian que los EPM tienen una tendencia generalizada
hacia el uso de férmulas y escasas estrategias de resolucién (Baturo y Nason, 1996;
Caviedes et al., 2019, 2021b; Runnalls y Hong, 2020, Simon y Blume, 1994). Otras,
ponen en evidencia las dificultas de los EPM para aceptar la propiedad de conser-
vacion del area (Hong y Runnalls, 2020) y para identificar la relacién entre areay
perimetro (Livy et al., 2012). Debido a que no hemos encontrado investigaciones
centradas en los componentes de conocimiento especializado sobre area en los
EPM, el presente estudio plantea dar respuesta a la pregunta: cuales son las cate-
gorias de conocimiento especializado que movilizan los EPM cuando resuelven ta-
reas de area y cuando interpretan respuestas de alumnos?

A fin de dar respuesta a la pregunta planteada se pone énfasis en cuatro de los
subdominios del MTSK: el Conocimiento de los Temas (KoT); el Conocimiento de
la Estructura de las Matematicas (KSM); el Conocimiento de las Caracteristicas del
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Aprendizaje de las Matematicas (KFLM); y el Conocimiento de la Ensefianza de las
Matematicas (KMT). El objetivo que se propone es caracterizar el KoT, KSM, KFLM
y KMT que movilizan los EPM cuando resuelven tareas de area y cuando interpretan
respuestas de estudiantes. Los subdominios antes mencionados se seleccionan a
priori, ya que consideramos que las tareas no permiten explorar el Conocimiento
de la Practica Matematica (KPM) ni el Conocimiento de los Estandares de Aprendi-
zaje de las Matematicas (KMLS). Respecto al KPM, las categorias de conocimiento
aun se encuentran en proceso de construccion (Carrillo-Yafiez et al., 2018) y las ta-
reas no fueron disefiadas con la intencién de definir categorias para dicho subdo-
minio. Respecto al KMLS, consideramos que los EPM analizados no cuentan con la
experiencia ni formacién necesarias para movilizar conocimientos de este subdo-
minio.

2. MARCO TEORICO

2.1. Conocimiento Especializado del Profesor de Matematicas

El MTSK se ha utilizado, principalmente, para estudiar la practica de los profesores,
sin embargo, Carrillo-Yariez et al. (2018) sefialan que el modelo también ha permi-
tido estructurar programas de formacion inicial y, con ello, construir elementos de
conocimiento especializado en los EPM. Asi, el MTSK puede asumirse como un re-
ferente de los componentes deseables en el conocimiento de los EPM (Lifan et al.,
2014). El modelo se conforma de distintos subdominios que responden a dos gran-
des dimensiones: el Conocimiento Matematico (MK) y el Conocimiento Didactico
del Contenido (PCK). Dentro del MK se incluyen dos de los subdominios que nos
interesan, el KoT y KSM. El KoT describe el qué y de qué manera los profesores de
matematicas conocen el contenido que ensefian, siendo una combinacion entre el
conocimiento que se espera que los alumnos aprendan y una comprension mas
profunda, formal y mas rigurosa (Carrillo-Yafiez et al., 2018). El KoT incluye dife-
rentes categorias de conocimiento: definiciones (p. €j., (qué es el area matematica-
mente hablando?); propiedades vy sus principios (p. €j., la propiedad de la conser-
vacion del area); la fenomenologia o contextos de uso (p. €j., las aproximaciones
fenomenoldgicas del area sefialadas por Freudenthal [1983], como la comparacion
y reproduccion de formas o el reparto equitativo de superficies); procedimientos y
sus justificaciones (p. €j., cuando, cémo y porqué utilizar férmulas o procedimien-
tos de descomposicion); sistemas de representacion (p. €j., de tipo simbélico o geo-
métrico); las conexiones intraconceptuales (las relaciones que se pueden establecer
entre las categorias antes sefialadas, p. €j., relacion entre el procedimiento de des-
composicion de superficies y las representaciones de tipo geométrico). El KSM des-
cribe el conocimiento de los profesores sobre conexiones entre diferentes temas
matematicos (Montes et al., 2013). Se consideran cuatro categorias de conexiones:
conexiones de complejidad creciente, de simplificacion, auxiliares y transversales.
Las conexiones de complejidad creciente (complejizacion) y de simplificacion se
relacionan con conocimientos elementales y avanzados, es decir, los conocimien-
tos avanzados permiten a los profesores un tratamiento de la matematica elemen-
tal desde una perspectiva avanzada; los conocimientos elementales, un trata-
miento de la matematica avanzada desde una perspectiva elemental (Montes et al,
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2013). Por ejemplo, una conexion de simplificacion se puede establecer cuando los
profesores utilizan el modelo de area de un rectangulo, para la ensefianza de la
multiplicacion de niimeros naturales. Una conexién de complejizacion se puede es-
tablecer cuando un profesor utiliza el calculo del area de rectangulos semejantes,
para introducir la comparacion entre un crecimiento lineal y uno cuadratico. Las
conexiones auxiliares estan relacionadas con la participacion de un tema en un
proceso mas largo (Carrillo-Yariez et al., 2018), es decir, con la necesidad de consi-
derar una nocion —procedimiento o constructo— como apoyo para que los alumnos
comprendan un determinado concepto —procedimiento o nocion— (Policastro et al.,
2019, p. 3). Por ejemplo, la medicion de superficies mediante la iteracion de unida-
des bidimensionales para dar sentido a las propiedades de las unidades de medida.
Finalmente, las conexiones transversales se refieren a los conocimientos que fun-
damentan el establecimiento de relaciones entre varios temas con rasgos comunes
(Montes et al., 2013). Por ejemplo, la conexion entre la mediciéon de una magnitud,
usando diferentes unidades de medida, y la relacién inversamente proporcional
entre el tamafio de la unidad de mediday el valor numérico obtenido de la medicion.

Respecto al PCK, tal y como se indicé en el apartado 1, nos interesa el KFLM y
KMT. El KFLM engloba los conocimientos asociados a las caracteristicas inherentes al
aprendizaje de las matemadticas, poniendo el foco en el contenido matemdtico (como
objeto de aprendizaje) y no en el alumno (Carrillo-Yarfiez et al., 2018, p. 11). Incluye
cuatro categorias: conocimiento sobre teorias de aprendizaje de las matematicas
(p. €j., los niveles de Van Hiele); fortalezas y debilidades en el aprendizaje de las
matematicas (p. €j., los alumnos estan mas familiarizados con el calculo de areas
de figuras prototipicas); la manera en que los alumnos interacttian con el contenido
matematico (p. €j., a menudo resuelven tareas de area mediante formulas); el co-
nocimiento de las motivaciones y expectativas que poseen los alumnos cuando se
enfrentan a un contenido particular (p. €j., el calculo de areas de figuras no proto-
tipicas suele provocar rechazo). El KMT se refiere a los conocimientos sobre la en-
seflanza intrinsecamente ligados al contenido y considera tres categorias: conoci-
miento sobre teorias de ensefianza (p. €j., el conocimiento acumulado de la expe-
riencia o la teoria antropolégica de lo didactico); conocimiento sobre recursos de
ensefianza (p. ej., Tangram o geoplano para ensefiar areas), su potencial y limita-
ciones (p. €j., en un geoplano ortométrico no es posible construir un triangulo equi-
latero); conocimiento sobre estrategias, técnicas, tareas y ejemplos (p. €j., la utili-
dad de usar distintos registros de representacion para la ensefianza del area).

2.2. Dificultades de los EPM en la resoluciéon de tareas de area

Freudenthal (1983) sefiala que dos caracteristicas significativas del area y su medi-
cion son, por un lado, la riqueza contextual del concepto (en la naturaleza, la cul-
tura y la sociedad); v, por otro, la pobreza asociada a la instruccion de dicho con-
cepto. La primera caracteristica, relacionada con la diversidad de situaciones en las
que puede aparecer el area, permite inferir una complejidad implicita a dicho con-
cepto (Caviedes et al., 2021a). Un ejemplo de ello es la complejidad subyacente a la
féormula del area del rectangulo (base x altura), ya que la comprension de dicha for-
mula requiere una coordinacion entre la estructuracion espacial y el razonamiento
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multiplicativo, en conjunto con diferentes procedimientos y propiedades (Sarama
y Clements, 2009). Esta complejidad lleva asociada ciertas dificultades que se hacen
presentes en los EPM. Por ejemplo, Simon y Blume (1994) sefialan que los EPM uti-
lizan unidades lineales, en lugar de unidades cuadradas, para medir areas y asocian
cambios de longitud a cambios de areas. Ademas, advierten que una gran cantidad
de EPM no logra disociar el area del nimero que la mide, pues al medir dos super-
ficies iguales con distintas unidades de medida, afirman que una es mayor que otra
basandose en los datos numéricos. Dichas dificultades han sido reportadas también
por Hong y Runnalls (2020), quienes identifican que los EPM tienen dificultades
para aceptar la conservacion del area en figuras no prototipicas. Por su parte, Tier-
ney et al. (1990) evidencian que los EPM muestran repertorios limitados de cono-
cimiento al momento de resolver tareas, pues asocian el area a nimeros y formulas,
y de no tener valores numéricos asociados a una region 2D, toman como referencia
el perimetro de la figura para calcular el area. Los mismos autores sefialan que los
EPM realizan una falsa asociacion entre area y perimetro (aumentos de perimetro
implican aumentos de area). Esta falsa asociacion también se ha evidenciado en
EPM que cursan su ultimo afio de formacion (Livy et al., 2012). Por su parte, Brow-
ning et al. (2014 ) realizan una revision de los estudios sobre el conocimiento de los
EPM, en temas relacionados con geometria y medida publicados entre 1984 y 2011.
Los autores sefialan que 12 de los 26 estudios revisados hacen referencia al area.
Ademas, concluyen que el conocimiento de los EPM es limitado debido a la tenden-
cia a utilizar enfoques memoristicos y procedimentales.

Las investigaciones anteriores evidencian que las dificultades de los EPM son
diversas (p. €j., escasas estrategias de resolucion, aceptacion de la conservacion del
area), aspecto que resulta preocupante para su trabajo como futuros profesores.
Esto, porque la falta de conocimiento matematico puede limitar la capacidad de los
EPM para ayudar a sus alumnos a desarrollar una comprension integrada, y signi-
ficativa, de los conceptos y procesos matematicos relacionados con el area (Baturo
y Nason, 1996). En este contexto, este estudio busca aportar a la investigacion re-
portando el conocimiento especializado que los EPM movilizan al resolver tareas
de area, y al interpretar respuestas de alumnos.

2.3. Competencia docente de mirar profesionalmente el pensamiento
matematico de los estudiantes

La competencia de mirar profesionalmente (Professional Noticing) ha sido concep-
tualizada desde distintas perspectivas (Jacobs et al., 2010; Mason, 2002; Sherin y
van Es, 2009) que comparten aspectos en comun. Uno de estos aspectos es que el
noticing es un componente fundamental de la competencia profesional del profesor
de matematicas, ya que permite a los profesores poner al alumno en el centro del
proceso de ensefianza y desarrollar su competencia matematica (Fernandez y Choy,
2020). En este estudio se asume la perspectiva de Jacobs et al. (2010), quienes se-
flalan que la competencia de mirar profesionalmente el pensamiento matematico
de los estudiantes esta vinculada a la forma en que los profesores utilizan su cono-
cimiento, de las matematicas y de su didactica para: (a) atender a las estrategias de
los estudiantes; (b) interpretar las estrategias utilizadas por los estudiantes; y (c)
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decidir un curso de accidén instructivo y productivo con base en tal interpretacion.
Jacobs et al. (2010) sefialan que este conjunto de destrezas esta interrelacionado,
pues ocurren en un segundo plano y de manera casi simultanea. Ademas, los auto-
res sefialan que los profesores no sélo necesitan atender a las estrategias de los es-
tudiantes para interpretar su pensamiento matematico, sino que también deben
tener un conocimiento del contenido matematico, a fin de ser capaces de conectar
la manera en que las estrategias de los estudiantes reflejan su comprension de los
conceptos matematicos.

La competencia de mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los
estudiantes ha sido abordada, mayoritariamente, en relaciéon con el modelo de Co-
nocimiento Matematico para la Enseflanza —MKT— de Ball et al. (2008) y su sub-
dominio de Conocimiento Especializado del Contenido Matematico —SCK— (p. e.,
Thomas et al., 2017), y en menor medida con el modelo MTSK. Carrillo-Yariez et al.
(2018) serialan que el subdominio del SCK es una de las grandes aportaciones del
modelo MTK, ya que permite reconceptualizar la nociéon de especializaciéon que es
propia del profesor de matematicas. Igualmente, los autores sefialan que, a dife-
rencia del MKT que centra su atencion en la practica que los profesores llevan a cabo
en clase (ignorando los conocimientos que los profesores pueden poner en juego al
realizar otro tipo de actividad docente), el MTSK contempla el conocimiento que los
profesores utilizan en sus distintas labores, por ejemplo, planificar, ensefiar o re-
flexionar sobre la practica. Debido a que en este estudio no nos centramos en la
practica docente, creemos que es pertinente abordar la competencia del noticing en
relacion con el MTSK. En esta linea Badillo y Fernandez (2018) seiialan que el MTSK
permite comprender la manera en que un profesor usa el MK y el PCK para identi-
ficar e interpretar aspectos relacionados con el pensamiento matematico de los es-
tudiantes, y posteriormente decidir. Asi las autoras sefialan que, para atender a las
estrategias de los estudiantes, e interpretar su comprension matematica, los pro-
fesores deben poner en juego aspectos del KoT, KSM, KPM y KFML; mientras que
para decidir como responder, los profesores deben poner en juego aspectos del
KMT, KFLM y KMLS. Igualmente, las autoras sefialan que el resto de subdominios
pueden estar implicados en las diferentes destrezas. De manera similar, en este es-
tudio buscamos explorar el conocimiento especializado que los EPM movilizan
cuando deben interpretar respuestas de alumnos.

3. METODO

El estudio se sittia en un paradigma interpretativo con un enfoque cualitativo (Bas-
sey, 1990) y forma parte de una investigacion mas amplia, que busca caracterizar
el conocimiento sobre area en un grupo de EPM. Se realiza un analisis de contenido
(Krippendorff, 2004) v se utilizan las categorias de analisis que el MTSK propone
para los subdominios del KoT, KSM, KFLM y KMT (descritas en el apartado 2.1).
Para cada una de estas categorias se construyen indicadores de conocimiento (Ta-
bla 2) y para facilitar el proceso de asignacion de dichos indicadores a las respuestas
de los EPM, se utiliza el programa informatico MAXQDAplus. La recogida de datos
se realiz6 en el primer trimestre del curso escolar 2020-2021. Los participantes
fueron 70 EPM que cursaban la materia de Ensefianza y Aprendizaje de las
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Matematicas, del tercer curso del Grado de Educacion Primaria en la Universitat
Autonoma de Barcelona. Dicha materia forma parte de la mayoria de programas de
formacién de maestros a nivel mundial (Tatto et al., 2012). Los EPM, como parte de
la materia mencionada, habian tenido instruccion previa sobre diferentes procedi-
mientos para medir areas.

3.1. Instrumento y procedimiento

Se diseil6 un cuestionario semiestructurado de respuesta abierta, los EPM lo resol-
vieron de manera individual y se les pidi6 justificar cada procedimiento utilizado.
Pararesolver las tareas, los EPM podian utilizar material manipulativo (recortables
como anexo al cuestionario), ademas de instrumentos de medida. El cuestionario
consto6 de un total de 8 tareas y fue aplicado por la profesora a cargo de la asignatura
en formato online, debido a la contingencia sanitaria COVID-19. Los EPM tuvieron
una semana para enviarlo en formato pdf o word. Por motivos de extension y debido
al objetivo del presente estudio, se presentan evidencias de las resoluciones a la Ta-
rea 4 (Figura1) y a la Tarea 8 (Figura 2).

Figura 1. Tarea 4 de cuestionario propuesto al grupo de EPM

Observa los triangulos construidos en el geoplano. /Cual es el area de cada trian-
gulo? Cudl tiene mayor area? Justifica tus respuestas utilizando dos o tres procedi-
mientos diferentes

La Tarea 8 proponia la siguiente situacion: “Tania y Laia cursan 2.° de la Edu-
cacion Secundaria (ESO). En clase de matematicas, la profesora pide calcular el area
de dos cuadrados utilizando mas de un procedimiento. Tania tiene dificultades para
calcular el area de uno de los cuadrados. Laia ha podido resolver toda la tarea
usando diferentes procedimientos. /Qué conocimientos crees que necesita Tania
para poder resolver la tarea? ;Como podria la profesora ayudarla? Justifica tu res-
puesta”. La Figura 2 ilustra las respuestas de las alumnas.
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Figura 2. Figura que acompanaba a la Tarea 8

a- ¢Cudl es el area del cuadrado de 12 cm? spor qué?

I T T TY
“Si formamos cuadrados pequefios de 1 cm?, nos sal- [
drian 12 filas y 12 columnas y si multiplicamos el n° de
filas por el n° de columnas nos saldrian 144 cm?”.

A=C?2 =122 =144 cm?

b- ¢De cuantas maneras posibles puedes calcular el area del cuadrado negro? Explicalo.

“Si dibujas una de las diagonales del cuadrado puedes
ver que esta representa el doble de los triangulos de su
lado, y si dibujas la otra, ves que representa cuatro ve-
ces el mas pequefio de todos. Si trazas la altura de los
otros triangulos puedes ver que la mitad del cuadrado

representa 9 triangulos... el cuadrado negro g de la mi-

tad. Por lo tanto, del total... 118 0 g porque la otra mitad
también la dividi en 9 partes”.

“Con la medida de los lados del cuadrado y “El lado del cuadrado esta compuesto por
haciendo Pitagoras para calcular la diago- tres triangulos pequefios, por lo tanto,
nal del cuadrado y dividirla en tres para cada lado mide 4cm > 2Xh-4x%_16 _g
» 2 2 2
encontrar el lado del cuadrado negro cmz. Como el cuadrado es cuatro veces
“Midiendo el lado del cuadrado” este > 8 cm’x 4 =32 cm?”.
« 2 _2 _ 288 _ ”»
Sde12?>=5Sx144 ==~ =32 cm?
Laia

a- Es 144 cm?ya que los cuadrados tienen lados iguales y -‘V

la formula para calcularlo es la siguiente: A =1lado2=

122 = 144 cm?”

b- Visualmente el lado del cuadrado mide 8 cm, §
parte del lado del tridngulo > 8x8 = 64 cm”

Tania
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3.2. Andlisis

Los indicadores que constituyen las categorias del subdominio del KoT se constru-
yen a priori y surgen de una configuracion epistémica sobre los procesos de medicion
de areas (Caviedes et al., 2021a). Los elementos de dicha configuracién se adaptan
a las categorias que el MTSK propone para el KoT y permiten una codificacion de-
ductiva de las respuestas de los EPM. Los indicadores correspondientes a las cate-
gorias de los subdominios del KSM, KFLM y KMT emergen del propio analisis de las
respuestas de los EPM, pues la configuracion epistémica elaborada no presentaba
elementos que pudiesen adaptarse alas categorias de dichos subdominios. La Tabla
2 muestra las categorias de conocimiento y sus respectivos indicadores, en concor -
dancia con la conceptualizaciéon del modelo MTSK. Las figuras 3, 4, 5, 6 y 7 mues-
tran ejemplos de dos EPM que movilizan categorias de conocimiento especializado
en los subdominios del KoT, KSM, KFLM y KMT. Se toman en consideracion las re-
soluciones de la EPM 3y EPM 66, ya que se consideran resoluciones representativas
del grupo de EPM que moviliza indicadores de conocimiento iguales o similares.

Tabla 2. Categorias de conocimiento especializado

Categorias de
conocimiento

Indicadores

KoT

Representaciones

(R)

Procedimientos

(P)y
justificaciones (J)

(R1) Geométrica: utilizando particiones en figuras conocidas para calcular el area de
otras figuras. Permite visualizar el proceso efectuado para, por ejemplo, la descom-
posicion de diferentes superficies, el trazado de lineas y elementos auxiliares, y las
posibles reconfiguraciones.

(R2) Simbodlica: conjunto de los R+ para el calculo directo o indirecto del area. Utili-
zando otras expresiones de tipo algebraico, por ejemplo, la relacién entre el area de
un cuadrado y su diagonal d? = 12 + I?; o bien, utilizando teorema de Pitagoras para ob-
tener las medidas de longitud de un triangulo rectangulo h> = ¢> +

(P1) Descomponer superficies en unidades y/o subunidades congruentes para facilitar
el proceso de medir areas.

(P2) Medir areas como proceso aditivo contando unidades y/o subunidades que recu-
bren la superficie.

(P3) Medir dimensiones lineales y utilizar formulas

(P4) Calcular areas de figuras conocidas para obtener areas de figuras desconocidas
mediante descomposicion

(J1) Cortar el espacio bidimensional en regiones de igual area sirve como base para
comparar areas, ya que permite establecer relaciones entre las formas que componen
una superficie

Propiedades (Pp)
y principios (Pr)

(Pp1) Transitividad

(Pp2) Acumulacién y aditividad

(Pr1) Todo triangulo es equidescomponible a un paralelogramo

(Pr2) Dos figuras equivalentes en cantidad de espacio ocupado, tienen areas iguales
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Categprlgs de Indicadores
conocimiento
KSM
Con-e?(lones (Cau1) Teorema de Pitagoras
auxiliares
Conexiones de (Csm1) Conteo de unidades cuadradas como procedimiento elemental en el calculo de
simplificacion areas
KFLM
(Fd1) Conocimiento sobre fracciones
Fortalezasy (Fd2) Conocimiento sobre las propiedades de los poligonos
debilidades (Fd3) Teorema de Pitagoras
(Fd4) Transformaciones isométricas
(Er1) Confusion entre lado y diagonal de un cuadrado
Errores

(Er2) Operaciones con fracciones
KMT

(E1) Uso de heuristicas de resolucion de problemas: plantear problemas equivalentes
o mas sencillos

(E2) Uso de procedimientos diversos

Estrategias de
enseiianza

Para ilustrar el analisis de los subdominios KoT y KSM, se toman como ejem-
plo las respuestas a la tarea 4 de la EPM 66. La Figura 3 muestra evidencias de la
movilizacidn de diversos indicadores de conocimiento del KoT. La EPM 66 utiliza
representaciones de tipo geométrico (R1), ya que recurre a particiones en figuras
conocidas para calcular el area de los triangulos. Asi mismo, utiliza los procedi-
mientos de descomposicion de superficies (P1) y de conteo de unidades y subuni-
dades cuadradas (P2). En su respuesta, la EPM traza el rectangulo en el que se en-
cuentra contenido cada triangulo, a fin de obtener el area de cada triangulo me-
diante un proceso aditivo. De igual manera, evidencia un uso implicito de la pro-
piedad de acumulacion y aditividad (Pp2), ya que reconoce que las figuras pueden
ser descompuestas en otras figuras conservando las mismas “partes”. Es posible
inferir que la EPM reconoce, en el primer ejemplo de la Figura 3, que los triangulos
pueden ser equidescomponibles a un paralelogramo (Pr1), es decir, que un trian-
gulo puede descomponerse en un nimero finito de poligonos y formar un parale-
logramo (y viceversa), conservando el area. La EPM descompone el triangulo rec-
tangulo is6sceles, ubicado en la esquina superior izquierda (Figura 1) y lo reorga-
niza mentalmente, teniendo como referencia el area de un rectangulo. Asi, se in-
fiere que la EPM reconoce la utilidad de descomponer las figuras en unidades con-
gruentes para comparar areas (J1), aunque no justifica dicho procedimiento de ma-
nera explicita. Ademas, se infiere que la EPM establece una conexion de simplifica-
cion (Csm1), pues utiliza un procedimiento mas elemental para el calculo de areas,
el conteo de unidades cuadradas mediado por el procedimiento de descomposicion
de superficies.
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Figura 3. Primer procedimiento utilizado por la EPM 66
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“Contando cuadrados, considerando que un cuadrado es 1u2”

La Figura 4 muestra un procedimiento de resolucion que permite identificar
la movilizacion de indicadores de conocimiento del KoT y KSM para la Tarea 4. La
EPM 66 utiliza representaciones de tipo simbdlico (R2) y establece una conexion
auxiliar (Cau1) utilizando el teorema de Pitagoras para obtener las longitudes de los
triangulos. La EPM 66 identifica que los catetos de los triangulos a, b y ¢ corres-
ponden a hipotenusas de otros triangulos rectangulos (no dados por el ejercicio).
Esto le permite utilizar su conocimiento sobre teorema de Pitagoras para calcular
lalongitud de los catetos de los triangulos a, by ¢ (vistos como hipotenusas de otros
triangulos). En este sentido, el calculo de areas de triangulos rectangulos permite
evocar un contenido que sirve como apoyo para la resolucion de la tarea.

Figura 4. Segundo procedimiento utilizado por la EPM 66

“Como los triangulos son rectangulos, Podemos utilizar el teorema de Pitago-
ras para saber cuanto miden todos los lados y asi calcular el area, conside-
rando que la distancia entre punto y punto del geoplano es 1, el triangulo rojo
(a) tiene 2u?; el amarillo (b) tiene 2 u?; y el verde(c) 2.5 u?, por lo tanto, es el
que tiene mas area".

Ademas, se infiere que la EPM realiza una comparacion entre los tres trian-
gulos, determinando que el de mayor area es el triangulo rectangulo isésceles que
se ubica mas abajo en el geoplano. Dicha comparaciéon se apoya en los valores
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numeéricos obtenidos para el area de cada triangulo. A partir de esto, se infiere que
la EPM hace uso de la propiedad de transitividad (Pp1). La EPM también identifica
que el tridngulo rectangulo isosceles, ubicado en la esquina superior izquierda, y el
triangulo rectangulo escaleno (en la esquina superior derecha) son equivalentesy,
por lo tanto, tienen igual area (Pr2).

La Figura 5 muestra un procedimiento de resolucion que permite identificar
la movilizacion de algunos indicadores de conocimiento del KoT. Se observa que la
EPM 66 utiliza representaciones de tipo simboélico (R2), ya que recurre al calculo
indirecto del area de cada uno de los tres triangulos. Del mismo modo, utiliza el
procedimiento que implica medir las longitudes de cada triangulo, aplicar la for-
mula y obtener el area de cada uno de los triangulos (P3).

Figura 5. Tercer procedimiento utilizado por la EPM 66

3-2
OiiZ: T E 2 ey
2 AN 2% p
by = 2220 jrag crat
2-Zowigeds R 2
Crliss 7 = 2 A2

“Si tenemos una hoja impresa podemos calcular el area ((bxh)/2) con
la regla y sus medidas reales. (no sera 100% exactas porque la regla
tiene una precisién de imm. Como no tengo impresora, lo he dibujado
(cada cuadrado es de 1cm x 1cm)”.

En la siguiente cita se muestra la primera parte del proceso interpretativo
realizado por la EPM 3 a la respuesta de una alumna de 2.° de la ESO. Se identifican
categorias de conocimiento de los subdominios del KFLM. La EPM 3 identifica que
la alumna en cuestion necesita conocimientos que pueden ser utiles (conocimien-
tos como fortalezas) para resolver la tarea planteada, es decir, conocimientos que
le ayudarian a superar sus dificultades en esta tarea. La EPM 3 sefiala que Tania ne-
cesita adquirir conocimientos sobre las propiedades de cuadrados y triangulos rec-
tangulos, ademas de la descomposicion de figuras en otras figuras (Fd2). Si bien es
cierto la EPM no hace explicitas las propiedades del cuadrado, podemos inferir que
se refiere a que dicha figura se puede dividir en dos triangulos rectangulos isésce-
les, mediante el trazado de una de sus diagonales, pues es lo que muestran las re-
soluciones de la Figura 2. La EPM menciona la necesidad de conocer y operar con el
teorema Pitagoras (Fd3), se infiere que esto va en relacion con las propiedades de
los triangulos (Fd2), ya que, cuando éstos son rectangulos, el lado mayor se puede
obtener mediante dicho teorema. Igualmente, la EPM sefiala que la alumna necesita
adquirir un conocimiento sobre fracciones (Fd1) por su utilidad al momento de re-
partir un todo en partes de igual area y al calcular la fraccién de un nimero (1/3 de
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12). Por tltimo, la EPM hace referencia a “giros”, se infiere que ella se refiere a los
movimientos de rotacion (Fd4) que se pueden ejecutar sobre el cuadrado negro. En
este contexto, se infiere que la EPM interpreta el pensamiento matematico de la
alumna tomando en consideracion su propio conocimiento de las matematicas, vy
de su estructura, es decir, su KoT y KSM. Asi, se infiere que la EPM tiene conoci-
miento sobre procedimientos de descomposicion de superficies, propiedades de los
cuadrados y triangulos rectangulos, y teorema de Pitagoras.

Los conocimientos que la Tania necesita interiorizar son diversos... hay que en-
tender las propiedades del cuadrado... Ademas, un concepto que nos sera muy
util son los giros, para observar que la figura geométrica negra también es un
cuadrado. Otro seria el teorema de Pitagoras, ya que la férmula es necesaria para
descubrir la diagonal y para saber cuanto mide el cuadrado negro... las fraccio-
nes, ya que son un elemento clave para poder resolver este ejercicio... las pro-
piedades de los triangulos, mas concretamente los triangulos rectangulos... és-
tos nos pueden ayudar a la hora de hacer las particiones de la figura con el ob-
jetivo de saber el area del cuadrado negro.

La cita de abajo muestra la segunda parte del proceso interpretativo realizado
por la EPM 3. Se distinguen indicadores de conocimiento del KFLM y KMT. La EPM
3 identifica que la alumna comete un error al confundir la diagonal del cuadrado
con su lado (Er1) y propone el uso de diferentes procedimientos (E2) para subsanar
dicho error. Una de las opciones que propone la EPM, se infiere, es manipulativa ya
que seflala que la alumna puede comparar el lado y la diagonal del cuadrado po-
niendo ambos en paralelo, a fin de observar sus longitudes. La EPM senala que di-
cho procedimiento ayudaria a trabajar el teorema de Pitagoras. El calculo de frac-
cion de una cantidad es otro error que la EPM identifica (Er2). Para esto, propone
orientar a la alumna utilizando un procedimiento que implica medir cada uno de
los tres segmentos en los que se divide el lado del cuadrado grande (E2). Por Gltimo,
la EPM reconoce que el uso de heuristicas de resolucion de problemas puede ser una
estrategia clave para orientar el aprendizaje de la alumna (E1). La interpretacion del
pensamiento matematico de la alumna, realizada por la EPM 3, involucra la iden-
tificacion de errores y la generacion de estrategias: usar procedimientos diferentes
para avanzar en el conocimiento de la alumna, consolidar conocimientos ttiles y
subsanar errores. Asi, la EPM es capaz de proponer una pregunta que tiene como
finalidad evocar una situacién equivalente, a fin de que la alumna pueda cuestionar
la pertinencia/adecuacion de un procedimiento, e introducir el uso de un procedi-
miento alternativo al uso de calculos y formulas.

Para ayudarla, hemos de concretar todos aquellos conceptos que no tenemos
claros...Para ello, observaremos cémo la diagonal del cuadrado no mide lo
mismo que uno de sus lados (como se justifica en su respuesta)... tenemos varias
opciones, una primera opcioén es que posicione en paralelo el lado del cuadrado
para observar que la diagonal es mas larga. Otra seria darle una regla para medir
ellado... al tratar el teorema de Pitagoras, la primera opcién es mejor... luego se
puede encontrar la medida de la diagonal a través de la formula... Realiza una
fraccion incorrecta, para que observe su error haremos que divida el lado en tres
segmentos y que ponga en cada segmento cuantos centimetros tiene. Asi, podra
observar visualmente, o través de una suma, que 1/3 de 12cm no son 8cm. Por
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ultimo, intervendremos en la particién de figuras en pequefios triangulos ... ha-
remos una buena pregunta ¢Cudl es la figura geométrica con la que podemos
partir el cuadrado? (s6lo usando esa figura)? A partir de aqui, podemos observar
que Tania intentara dar una respuesta por medio de ensayo y error.

4. RESULTADOS

Los ejemplos mostrados en el analisis evidencian la manera en que los EPM movi-
lizan conocimiento sobre las distintas categorias del KoT, KSM, KFLM y KMT, pero
no permiten identificar la tendencia que tienen los EPM al momento de resolver
tareas e interpretar respuestas de alumnos. Por tal razon, consideramos oportuno
mostrar la frecuencia de cada una de las categorias que movilizan los EPM. La Tabla
3 detalla dicha frecuencia, se incluyen aqui las resoluciones erréneas, ya que, aun-
que los EPM no logran responder lo que se demanda en la tarea, si logran movilizar
algin indicador de conocimiento. Por ejemplo, es posible que en la Tarea 4 los EPM
respondan con uso de un solo procedimiento y/o cometan errores al identificar la
base y alturas de los triangulos, pero logran movilizar el indicador (P3).

Tabla 3. Categorias de conocimiento especializado que movilizan los EPM (N=70)

Categorias de conocimiento lggrél;;/c[)
R1
Representaciones (R) (R1) 33
(R2) 70
(P1) 17
. (P2) 30
Procedimientos (P)
(P3) 63
o (P4) 2
N A 5
' (Pp1) 64
Prpp1_ed'ades (Pp)y (Pp2) 27
principios (Pr)
(Pr1) 2
(Pr2) 10
Justificaciones (J) (J1) 17
< Conexiones auxiliares  (Cau1) 11
) Conexiones de sim-
s plificacién (Csm) 17
(Fd1) 14
Fortalezas y dificulta-  (Fd2) 37
§ des (Fd3) 26
2 (Fd4) 1
(Er1) 19
Errores (Er2) 1
e Estrategias de ense- (E1) 18
E flanza (E2) 21
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Aunque los EPM habian tenido instruccion previa sobre los procesos de me-
dicion de areas, menos de la mitad hace uso de representaciones de tipo geométrico
para dar solucion a la Tarea 4, lo que indica que la mayoria de los EPM no responde
segln la demanda (con uso de dos o tres procedimientos diferentes). Por el contra-
rio, los 70 EPM muestran uso de representaciones de tipo simboélico, quedando en
evidencia la tendencia a asociar el area con su registro de representacion basado en
la férmula (Caviedes et al., 2019; Simon y Blume, 1994, Tierney et al., 1990). El uso
de principios geométricos relacionados con los procedimientos, por ejemplo, que
todo triangulo es equidescomponible a un paralelogramo, se evidencia sé6lo en 2
EPM. Por su parte, la propiedad de transitividad, debido a que la tarea solicitaba
comparar areas de diferentes triangulos, se evidencia en 64 EPM. Respecto al sub-
dominio del KSM, es posible evidenciar que aquellos EPM que utilizan procedi-
mientos asociados a la descomposicion de superficies, establecen una conexion
simplificacién con un procedimiento mas elemental (conteo de unidades cuadra-
das). Por su parte, las conexiones auxiliares se hacen explicitas con el uso del teo-
rema de Pitagoras.

Respecto a la interpretacion que realizan los EPM sobre la resolucién de una
alumna (Tania), es posible evidenciar que se movilizan categorias de conocimiento
especializado en dominio del PCK. La interpretacion realizada por la EPM 3 muestra
que ciertos conocimientos se presentan como fortalezas al momento de resolver la
tarea planteada. Por ejemplo, 37 EPM identifican que las propiedades de los poli-
gonos corresponden a un conocimiento necesario para resolver la tarea, y que re-
sulta clave para subsanar la confusién diagonal-lado. Sin embargo, s6lo la EPM 66
reconoce que las transformaciones isométricas son un conocimiento necesario (Fi-
gura 4). Respecto a los errores, menos de la mitad de los EPM sefiala de manera
explicita la confusiéon diagonal-lado que manifiesta la alumna, o bien, las opera-
ciones con fracciones. Respecto a las estrategias de ensefianza, menos de la mitad
de los EPM sefiala el uso de heuristicas de resolucion de problemas y procedimien-
tos diversos, como posibles opciones para guiar el aprendizaje. En su mayoria, los
EPM realizan un analisis descriptivo con base en la resolucién de Laia (alumna que
resuelve la tarea utilizando diversos procedimientos), es decir, describen los pro-
cedimientos utilizados por ella y mencionan que el procedimiento seguido por la
otraalumna es incorrecto, quedandose en la dicotomia correcto-incorrecto. En este
contexto, s6lo una minoria de EPM es capaz de interpretar el pensamiento mate-
matico de Tania.

5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

El andlisis de procedimientos y justificaciones proporcionadas por los EPM sugiere
una tendencia generalizada a asociar el area con el uso de formulas y calculos, as-
pecto que ya se ha confirmado en investigaciones anteriores (Baturo y Nason, 1996;
Caviedes et al., 2019; Simon y Blume, 1994) y que permitiria una extrapolacion de
los resultados obtenidos. Dicha tendencia limita la movilizacion de categorias per-
tenecientes al KoT en la Tarea 4, tales como representaciones, procedimientos y
justificaciones, propiedades y proposiciones. Esto, porque el uso de férmulas ex-
cluye los procedimientos relacionados con la descomposicion y reorganizacion de
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superficies, los que pueden hacer explicito el uso de diferentes propiedades y pro-
posiciones, asi como las representaciones de tipo geométrico. Asi mismo, la utili-
zacion exclusiva de formulas y calculos limita la movilizacién de categorias perte-
necientes al KSM, como las conexiones auxiliares (p. €j., el teorema de Pitagoras).
De esta manera, las dificultades de los EPM son desencadenadas por su falta de co-
nocimiento sobre varias formas de resolucion para la Tarea 4. La resolucion de la
EPM 66 muestra que, cuando los procedimientos de descomposicién y/o reorgani-
zacion de superficies se utilizan en conjunto con procedimientos que involucran
férmulas y calculos, las categorias de conocimiento especializado, en el subdomi-
nio del KoT, aumentan. De esta manera, podria ser importante demandar el uso de
procedimientos diversos a los EPM, a fin de que puedan resolver tareas de area mo-
vilizando distintos indicadores y categorias del KoT y superar la tendencia hacia el
uso de calculos.

La interpretacion realizada por los EPM sugiere que algunas categorias de co-
nocimiento especializado son necesarias para interpretar el pensamiento matema-
tico de Tania. Por ejemplo, la resolucion de la EPM 3, a la Tarea 8, muestra eviden-
cias de que los subdominios del KoT, KSM, KFLM y KMT estan en estrecha relacion
con el proceso de interpretar (Badillo y Fernandez, 2018). Esto, porque dicho pro-
ceso requiere de la identificacién de conocimientos que se presentan como fortale-
zas (p. €j., teorema de Pitagoras) —KFLM— al momento de resolver tareas de area.
Estos conocimientos implicarian, a su vez, un conocimiento previo sobre la estruc-
tura del area —KSM— en términos de las conexiones auxiliares que se requieren
para resolver las tareas, por lo que las categorias del KFLM y KSM no serian exclu-
yentes, sino que podrian dar cuenta de diferentes niveles de conocimiento. Mien-
tras el KSM involucra las relaciones entre conceptos matematicos, el KFLM implica
una interpretacion de estas relaciones (como fortalezas-debilidades) para el
aprendizaje del area. Por su parte, el KMT proporciona herramientas para el anali-
sis de los errores que comete la alumna (p. €j., confusién diagonal-lado), y la toma
de decisiones para la reorientacion de dichos errores mediante estrategias de en-
sefianza (p. €j., uso de heuristicas de resolucion de problemas). Tanto las decisiones
tomadas, como los errores identificados, se ven vinculados con la movilizacion es-
tratégica del conocimiento matematico de los EPM —KoT y KSM— (p. €j., propie-
dades de los cuadrados y triangulos rectangulos, teorema de Pitagoras), por lo que
dicho conocimiento permitiria a los EPM identificar la manera en que las estrate-
gias de los estudiantes reflejan su comprension sobre los procesos de medicién de
areas (Jacobs et al., 2010).

Los resultados sugieren que las categorias del MTSK permiten describir una
complejidad progresiva en el conocimiento de los EPM, pues un mismo tdépico
puede ser indicador de diferentes categorias y subdominios (lo que depende de la
capacidad de los EPM para usarlo en la interpretacion de las respuestas de alumnos
y planificacion de estrategias de ensefianza). Asi, la potencialidad del MTSK esta en
que la relacion entre subdominios puede informar sobre dicha complejidad progre-
siva en el proceso interpretativo, quedando en evidencia que no son subdominios
disjuntos de conocimiento. Esto podria tener implicaciones en la secuenciacion es-
tratégica de tareas para los formadores de EPM, pues los indicadores propuestos
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para cada categoria podrian ser utilizados para construir conocimiento especiali-
zado de manera gradual en los EPM. Igualmente, creemos necesario realizar mas
estudios que permitan explorar, refinar o cuestionar la utilidad de los indicadores
propuestos.
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Mathematical and didactic knowledge of
preservice primary teachers about the area of 2d
figures
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Universitat Autonoma de Barcelona (Esparia)

This study seeks to characterize elements of the specialised knowledge of a group
of pre-service teachers (PST) in the third year of the Primary Education degree at
the Autonomous University of Barcelona. Emphasis is placed on the domains of
Mathematical Knowledge and Pedagogical Content Knowledge. In the first domain,
evidence is sought of knowledge of the subdomains of Knowledge of Topics and
Knowledge of the Structure of Mathematics. Regarding the second domain, evi-
dence is sought of knowledge of the subdomains of Knowledge of the Features of
Learning Mathematics and Knowledge of Mathematics Teaching. The procedures
and written justifications that PSTs use in solving an area task and in interpreting
students’ responses to an area task, are analysed. The results show that the use of
different procedures (e.g., decomposition and reorganization of surfaces) is related
to the mobilization of different indicators of the sub-domain of Knowledge of Top-
ics, while promoting the establishment of connections with other mathematical
contents (e.g., Pythagorean theorem). In this sense, the indicators of knowledge
proposed for the subdomain of Knowledge of Topics can serve as a reference of
what PSTs should know for their future practice, when teaching on area measure-
ment processes, as they allow detailing different representations, procedures,
properties and principles that are put into play in such processes. With regard to
the indicators defined for the analysis of the subdomains of Knowledge of the Fea-
tures of Learning Mathematics and Knowledge of Mathematics Teaching, these are
related to a greater ability of PSTs to interpret students’ responses. In this way, the
mobilization of the defined indicators allows PSTs to identify certain useful
knowledge (in terms of strengths) that students need to solve the proposed task
(e.g., isometric transformations, properties of polygons and the Pythagorean the-
orem). In addition, such indicators allow PST's to identify some of the mistakes that
students make (e.g., diagonal-side confusion). Finally, the defined indicators allow
PSTs to make decisions to redirect the errors made by students in solving the task.
This, through the use of teaching strategies that involve the use of alternative pro-
cedures to formulas and calculation, and the use of problem-solving heuristics.

20 AIEM (2023), 24, 1-20


mailto:sofia.caviedes@autonoma.cat
mailto:genaro.degamboa@uab.cat
mailto:edelmira.badillo@uab.cat
https://orcid.org/0000-0002-5304-212X
https://orcid.org/0000-0003-0366-3988
https://orcid.org/0000-0001-6296-4591

	1. Introducción
	2. Marco teórico
	2.1. Conocimiento Especializado del Profesor de Matemáticas
	2.2. Dificultades de los EPM en la resolución de tareas de área
	2.3. Competencia docente de mirar profesionalmente el pensamiento matemático de los estudiantes

	3. Método
	3.1. Instrumento y procedimiento
	3.2. Análisis

	4. Resultados
	5. Discusión y conclusiones
	6. Agradecimientos
	Referencias
	Mathematical and didactic knowledge of preservice primary teachers about the area of 2d figures

