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Resumen o Se presenta evidencia empirica sobre las estructuras y mecanismos mentales necesarios para
el aprendizaje del concepto de eigenvalor y eigenvector a partir de la transformacién lineal, usando el pa-
radigma de investigacion de la teoria APOE (Accién, Proceso, Objeto, Esquema). Los datos del estudio son
el resultado de la implementacion de la ensefianza con base en un modelo cognitivo (Descomposicion Ge-
nética) situado en un curso regular de algebra lineal de una universidad publica en Colombia. La evidencia
empirica permite mostrar un modelo cognitivo refinado con relacién a las estructuras y mecanismos clave,
para dar cuenta de los Procesos subyacentes al Proceso de eigenvalor y eigenvector y generar la discusion
en relacion con la totalidad del Proceso. Las recomendaciones para la ensefianza precisan la importancia
de propiciar diversas situaciones que involucren la transformacion lineal y su coordinacién con los Proce-
S0S: vector cero - no es un eigenvector; conjunto solucién de T(v) = ,v; espacio nulo y determinante.
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neal; Algebra Lineal

Abstract e Empirical evidence is presented on the mental structures and mechanisms necessary for learn-
ing the concept of eigenvalue and eigenvector from the linear transformation, using the research paradigm
of the APOE (Action, Process, Object, Scheme) theory. The data of the study are the result of the implemen-
tation of teaching based on a cognitive model (Genetic Decomposition) located in a regular linear algebra
course of a public university in Colombia. The empirical evidence allows to show a refined cognitive model
in relation to the key structures and mechanisms, to account for the Processes underlying the eigenvalue
and eigenvector Process and to generate discussion in relation to the whole Process. The recommendations
for teaching specify the importance of providing various situations involving the linear transformation
and its coordination with the Processes: zero vector - not an eigenvector; solution set of T(v)= 2,v; null
space and determinant.
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Construcciones mentales asociadas a los eigenvalores y eigenvectores

1. INTRODUCCION

Los conceptos del algebra lineal son clave en el desarrollo de matematicas avanza-
das como analisis funcional y algebra abstracta; también ellos juegan un rol vital
en otras disciplinas como fisica, ingenieria, economia, biologia, entre otras. Aun-
que se han realizado avances en relacion con la ensefianza y aprendizaje de con-
ceptos basicos del algebra lineal, atin existen retos y problematicas abiertas (Ste-
wart et al., 2018). En particular, la ensefianza y el aprendizaje del concepto de ei-
genvalor y eigenvector se encuentra en algunos proyectos trazados por comunida-
des de investigadores, entre ellos, Wawro et al. (2013) y Salgado y Trigueros (2014,
2015). Los acercamientos por dichas comunidades colocan el foco en la conceptua-
lizacion de matrices como Transformaciones Lineales (Andrews-Larson et al.,
2017) para el disefio de materiales de clases que permitan reinventar el concepto de
eigenvalor y eigenvector (Plaxco et al., 2018). Desde las investigaciones con la teo-
ria APOE (acrénimo de Accién, Proceso, Objeto y Esquema) (Thomas y Stewart,
2011; Salgado y Trigueros, 2014, 2015) se han evidenciado estructuras clave para el
aprendizaje del concepto y reflexiones sobre su ensefianza. Otros estudios enfati-
zan el problema de la visualizacién de los eigenvalores y eigenvectores y sus apli-
caciones en Fisica, particularmente relacionadas con el concepto de inercia de un
cuerpo rigido (Beltran-Meneu, Murillo-Arcila y Albarracin, 2017; Beltran-Meneu,
Murillo-Arcila y Jordan, 2017). Los estudios descritos han ocupado un énfasis en el
contexto con matrices, sin embargo, Klasa (2010) se refiere a la necesidad de es-
tructurar un modelo cognitivo que, desde la Transformacioén Lineal (TL), describa
cémo puede ocurrir el aprendizaje de los eigenvalores y eigenvectores, porque esto
puede ser una guia para su enseilanza y estimulo para su aprendizaje.

En este articulo se presenta un modelo cognitivo refinado del concepto de ei-
genvalor y eigenvector, desarrollado con base en los constructos tedricos de APOE.
Este modelo, denominado descomposicion genética (DG), toma como punto de par-
tida los resultados de investigacion descritos, entre otros aspectos, de la disciplina
que buscan fomentar la comprension del concepto; por ejemplo, el analisis de libros
de texto (Betancur-Sanchez et al., 2021). Como resultado de la aplicacion de los tres
componentes del Ciclo de investigaciéon de APOE, la DG refinada sefiala la impor-
tancia del mecanismo de coordinacion entre diferentes Procesos relacionados con
los eigenvalores y eigenvectores; entre ellos, el Proceso de TL, el Proceso de espacio
nulo y/o el Proceso de determinante. La organizacién del articulo inicia con la des-
cripcion general de elementos tedricos y de método.

2. LA TEORIA APOE Y EL CICLO DE INVESTIGACION

Esta seccidn se divide en dos partes, en la primera se presenta una descripcion ge-
neral de la teoria APOE que explica las estructuras y mecanismos mentales que sus-
tentan un modelo cognitivo, denominado descomposicion genética (DG); este mo-
delo es considerado como el corazon de esta perspectiva tedrica (Arnon et al., 2014).
En la segunda parte, se presenta el Ciclo de Investigacion que propone la teoria, cu-
yos componentes fueron seguidos como Fases del método que guia esta investiga-
cion.
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2.1. Estructuras y Mecanismos mentales

La teoria APOE es una teoria cognitiva que permite describir cémo un individuo
puede comprender una porcion de conocimiento matematico (Arnon et al., 2014;
Roa-Fuentes y Parraguez, 2017). Dicha descripcion se logra a través de un modelo
cognitivo, DG, resultado de la aplicacion de un Ciclo de Investigacion formado por
tres componentes que se describen en el apartado 2.2.

Los conceptos matematicos son aprendidos mediante la construccion de cier-
tas estructuras mentales a partir de otras cimentadas previamente. La comprension
se genera a través de casos particulares de abstraccion reflexiva (Piaget, 1975) y de
mecanismos mentales como: interiorizacion, coordinacion, encapsulacion y rever-
sion, que permiten la construccion de las estructuras Accion, Proceso, Objeto y Es-
quema (Arnon et al., 2014).

Figura 1. Estructuras y mecanismos mentales para la construccién de conocimiento ma-
tematico

Esquema

Interiorizacion

Acciones
Procesos

Objetos Coordinacion

. Reversién
Encapsulacion EVersio

Desencapsulacion

Fuente: Arnon et al., 2014, p.10

La figura 1 muestra una forma basica de establecer las relaciones entre las es-
tructuras y los mecanismos que las generan. Para explicar como ocurre la construc-
cion de conocimiento matematico se debe tener en cuenta que este se inicia a partir
de Objetos construidos previamente (DubinsKy, 1991), sobre los cuales un individuo
puede realizar Acciones para transformarlo. En general, una estructura Accion se
distingue por la dependencia del individuo de recibir indicaciones externas para
realizar transformaciones sobre los Objetos. Al repetir y reflexionar sobre las Ac-
ciones el individuo puede interiorizarlas en un Proceso. Asi, las transformaciones
ocurren en la mente del indiviudo por su reflexiéon sobre las Acciones y no como
resultados de una orden externa; ademas, en esta estructura mental la realizacion
de la actividad matematica del individuo no depende de realizar la Accién paso a
paso, puede omitir alguno o realizarlos en un orden diferente. Un mecanismo muy
importante es el de coordinacion, el cual permite poner juntos dos o mas procesos
(Gonzalez y Roa Fuentes, 2017; Arnon et al., 2014). Si la coordinacién de Procesos
no ocurre, es posible que la evolucion de las estructuras sea inalcanzable, ya que el
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macanismo de encapsulacién se da para un tnico Proceso. La encapsulacion per-
mite que la forma dinamica del Proceso sea estructurada por el individuo como un
todo, esto es, en un nuevo Objeto que se caracteriza por ser una estructura estatica.
Una estructura Objeto, permite que el individuo realice operaciones entre los obje-
tos para generar nuevos (Arnon et al., 2014).

El Objeto es una estructura sobre la cual es posible realizar nuevas Acciones
para dar paso a la construccion de un nuevo Esquema o también puede ser asimi-
lado por un Esquema preexistente. Los Esquemas son las estructuras mas robustas
y se definen como una coleccién de Acciones, Procesos, Objetos y otros Esquemas
relacionados con una porcion de conocimiento matematico.

Los Esquemas se caracterizan a través de niveles definidos por la triada intra
[elementos aislados, sin relaciones], inter [relaciones y transformaciones] y trans
[pertinencia y alcance] (Arnon et al., 2014). En una DG se presenta la descripcion de
las estructuras y mecanismos mentales que se ponen en juego para explicar la
construccion de conocimiento matematico. En la teoria APOE, una DG requiere de
evidencia empirica que soporte las estructuras y mecanismos mentales hipotéticos
que se proponen en ella.

2.2. Ciclo de investigacion

El Ciclo de investigacion de APOE tiene lugar a través del desarrollo de tres compo-
nentes que permite la formulacién y validacién de la DG. A continuacidon se explica
cada componente de manera general para en la seccién siguiente, mostrar cémo
cada componente guia el disefio y desarrollo de esta investigacion situada en los
eigenvalores y eigenvectores.

Figura 2. Ciclo de investigacion

Analisis teérico

Observacion, analisis y verifi- Disefio e implementacion de
", “—» -
cacion de los datos un modelo de ensefianza

Fuente: Arnon et al., 2014, p. 94

Como muestra la figura 2, el Ciclo de investigacién inicia con el Andlisis Ted-
rico, esta componente permite definir un modelo cognitivo hipotético sobre la por-
cién de conocimiento matematico que se busca construir. Como se plantea en Ar-
non et al., (2014), con base en la epistemologia del concepto, el analisis de libros de
texto, los resultados en Matematica Educativa sobre las dificultades relacionadas
con el aprendizaje y ensefianza del concepto en estudio, y la experiencia de los in-
vestigadores como profesores y estudiantes, se formula una DG preliminar. En la
segunda componente, Disefio e implementaciéon de un ciclo de ensefianza, se
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disefian y analizan instrumentos que fomentan el desarrollo de la clase y/o la eva-
luacion que permiten dinamizar la DG. Esto es, generar instrumentos que permitan
evidenciar en la actividad matematica de los estudiantes las estructuras y mecanis-
mos mentales que se plantearon en la DG propuesta en la primera componente. La
implementacion de la ensefianza toma lugar en la tercera componente, Observa-
cion, analisis y verificacion de los datos, a partir de entrevistas, la aplicacion de ta-
reas y el desarrollo de clases. La figura 2 muestra la retroalimentacion constante
entre las componentes 2 y 3, gracias a la actividad de los estudiantes frente a las
tareas o situaciones propuestas. La relacion entre la segunda y tercera componente
permite tener como resultado de la aplicacion del Ciclo de investigaciéon una DG va-
lidada o refinada que resulta muy cercana a la forma en que los estudiantes cons-
truyen el concepto de interés.

3. METODOLOGIA DEL ESTUDIO: DISENO Y DESARROLLO DEL CICLO DE
INVESTIGACION

3.1. Andlisis Teorico

La DG que se presenta a continuacion es el resultado del disefio y desarrollo de la
primera componente del Ciclo de investigacion. En Betancur-Sanchez et al. (2021)
se presentan con detalle aspectos que resultaron clave para la formulacién de la DG
preliminar (Figura 3). A continuacién, destacamos aspectos que seran retomados
en el analisis de las estructuras que evidencian los estudiantes durante la segunda
y tercera componente del ciclo de investigacion.

En las construcciones previas se propone un Esquema de TL (Gonzalez y Roa-
Fuentes, 2017; Roa-Fuentes y Okta¢, 2010) y un Esquema de espacio vectorial en un
nivel Inter (Parraguez y Oktag, 2012). El nivel Inter permite generar interaciones en-
tre los Esquemas, a través del concepto de Base de un espacio vectorial. La interac-
cion involucra un reconocimiento del campo sobre el cual esta definido el espacio
vectorial. En particular, interesa una concepcion Proceso de factorizacion de un po-
linomio sobre un campo K que puede promover la existencia y el calculo de sus rai-
ces.

El Esquema de TL en un nivel Inter permite reconocer un operador lineal como
una TL definida sobre un espacio vectorial v, T:V — V. La construcciéon empieza
mediante dos Acciones (Ver Figura 3). La Accion 1 es de comparacion; dado un ope-
rador lineal T o una representacién matricial A, y un vector especifico v, € V, para
el cual se busca un escalar 1 € K tal que T(v,) = Av,. Esta Accion es interiorizada en
un Proceso (Proceso 1) donde el estudiante puede dar cuenta de la existencia de un
escalar 1. Consideramos que el Proceso 1 también puede provenir de la coordinacion
entre el Proceso de TL y Proceso multiplo escalar bajo la relacion de igualdad y asi
denominar av, y 1 como un eigenvector y eigenvalor de T respectivamente. La coor-
dinacidn entre el Proceso de TL y multiplo escalar puede ser motivada en R? y R? a
través de la representacion geométrica de la colinealidad y rotaciones de 0° o 180°
entre v, y T(v,) 0 v, V Arv, (Betancur et al., 2021; Parraguez et al., 2022; Yafiez, 2015).
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Figura 3. Descomposicion genética preliminar de eigenvalor y eigenvector
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Fuente: Betancur-Sanchez et al., 2021, p. 14

Dado 1, en un campo K y un operador lineal T o representacién matricial Ar,
la Accion 2 consiste en determinar vectores v que verifiquen la ecuacion vectorial
T(v) = Ayv 0 A;v = Ayv. La interiorizacion de esta Accion (Proceso 2) permite reco-
nocer la existencia de vectores v no nulos como eigenvectores asociados a 4,. El
Proceso 2 puede coordinarse con el Proceso de espacio nulo mediante la pertenen-
cia de eigenvectores de T en Nul(T — A,I) (Salgado y Trigueros, 2014). El Proceso re-
sultante (Proceso 3) es coordinado con el Proceso de determinante para reconocer
que si det (A7 — 4,1 ) = 0, entonces existen vectores diferentes de cero en Nul (4 —
AoD). El estudiante puede relacionar el det(A; — Al ) como una condicién para que
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existan vectores no nulos en Nul (A; — AI) y denominar det(A; — A1) como el polino-
mio caracteristico asociado a A;. Las raices 1 sobre el campo K del polinomio carac-
teristico pueden identificarse como los eigenvalores de T y los vectores no nulos en
Nul (A7 — AI) como los respectivos eigenvectores. Una construccion de los Procesos
involucrados anteriormente permite dotar de sentido la ecuacion 7 — Al = 0 [4; —
Al = 0].

El Proceso 4 y 1 se coordinan mediante la relacion bicondicional (<) de exis-
tencia, dando paso al Proceso de eigenvalor y eigenvector. El reconocimiento de la
relacion bicondicional de existencia permite entender que: si v es un eigenvector de
T, entonces existe un escalar 1 en el campo K tal que T(v) = Av. Y, si 1 es un eigen-
valor de T, entonces existen vectores v € V no nulos tal que T(v) = Av.

La reflexion sobre el Proceso de eigenvalor y eigenvector permite considerar
diferentes representaciones matriciales del operador lineal y reconocer que las rai-
ces 4 del polinomio caracteristico son invariantes y corresponden a los respectivos
eigenvalores del operador. Asi, los eigenvectores asociados a un eigenvalor A se re-
conocen como un conjunto E,, denominado Eigenespacio. El mecanismo de encap-
sulacién permite ver la totalidad del Proceso identificando los eigenvalores y ei-
genvectores como parejas (4,v) que definen una relaciéon funcional, A e Kyv # 0 €
E;. Aqui es posible considerar una base g, del eigenespacio E, y actuar sobre la pa-

reja (4, Bg,).

3.2. Disefio e implementacion de la ensenanza

Esta componente es orientada por la DG preliminar presentada en la seccion ante-
rior, donde cada tarea disefiada esta enfocada en detalles que no pueden descui-
darse en laimplementacién (Arnon et al., 2014; Trigueros y Oktag, 2019). Las tareas
buscan promover la interiorizacién de las Acciones, la coordinacién de Procesos y
la encapsulacion para dar paso a la estructura Objeto de eigenvalor y eigenvector.

La implementacion de la ensefianza se fundamento en el ciclo ACE (por sus
siglas en inglés) propuesto por la teoria APOE para la instruccion en el aula. Los
estudiantes trabajaron en las tareas disefiadas en la secuencia de instruccion (A),
abordaron preguntas en pequeiios grupos que generaron discusiones (C), la profe-
sora las orient6 con el propdsito de favorecer la construccion de nuevo conoci-
miento. Para apoyar y fortalecer las nuevas construcciones se entregaron a los es-
tudiantes otras tareas (E), algunas para realizar fuera del tiempo de clase, las cuales
eran retomadas en el siguiente encuentro con el grupo (Arnon et al., 2014).

3.2.1. Contexto y participantes

Esta investigacion es de tipo cualitativo con caracter descriptivo, participaron 30
estudiantes [E,,E,, ..., E3,] de una universidad colombiana publica vinculados a pro-
gramas de ingenieria o matematicas. Tales estudiantes cursaban Algebra Lineal I
por primera vez, con una intensidad 4 horas por semana. El tiempo de implemen-
tacion de la ensefianza fue de 7 sesiones cada una de 120 minutos. Después de cada
sesion la profesora del curso y uno de los investigadores se reunian con el propdsito
de discutir, planear o ajustar diferentes aspectos de la instruccion.
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3.3. Instrumentos de investigacion

Los instrumentos de investigacion corresponden a las tareas disefiadas parala ins-
truccidn y tres situaciones (S1, S2 y S3) disefladas para una entrevista didactica. Los
estudiantes E, y E;; participaron en las entrevistas didacticas.

A continuacion, se presenta una de las tareas implementadas en la ensefianza
etiquetada como So sobre la cual, en la seccion 4.1, se analizan las producciones de
algunos estudiantes. Ademas, se presentan las situaciones de la entrevista acom-
paifiadas de una descripcion con base en la DG.

So: SeaT:R?* » R?, un operador lineal definido por: T [;] = [_Zx -2y ]

—2x — 2y
a) Considere los vectores u; = [2,—1];u, = [-3,3];uz = [1,1]. Encuentre los vec-
tores T(uy); T(uy); T(usz).

b) Ubique en planos cartesianos cada vector u; con su respectiva imagen bajo
T. ¢Qué relacion geométrica se tiene con cada par de vectores u; y T(u;)?
¢Cual(es) vector(es) es(son) eigenvector(es) de T?

c) ¢Existen otros eigenvectores para el operador lineal T? Si es asi, {Cuales
son?

d) ¢2 es otro eigenvalor para el operador lineal 7?2, Si es asi, ;Cuales son los
eigenvectores asociados?

El propdsito de So es motivar el trabajo en las representaciones algebraicas y
geométricas. Al encontrar las imagenes de varios vectores del dominio del operador
lineal y graficar los vectores u; y T (y;) en respectivos planos cartesianos, se pueden
identificar los casos en que v; y T(u;) son vectores colineales. En esta actividad ga-
rantizamos que existiera un eigenvector con eigenvalor negativo y otro con eigen-
valor 0, con el fin de provocar una discusion respecto a los posibles eigenvalores y
eigenvectores de un operador lineal.

Figura 4. Deformacion del circulo bajo B
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S1: Un circulo es deformado mediante un operador lineal convirtiéndolo en
una elipse girada. La matriz asociada respecto a la base canonica es B = ﬁ % .

En la figura (4) se muestra como el vector negro es transformado bajo B en el
vector rojo.

a) ¢El eje principal de la elipse esta sobre el generado de un eigenvector de B?
b) ¢Cual es la longitud del eje mayor de la elipse?

c) ¢Es valido afirmar que el eje menor de la elipse esta sobre el espacio gene-
rado de otro eigenvector de B? Justifique

d) ¢2 es un eigenvalor de B? Si la respuesta es Si, justifique. Si es NO, explique
si pueden existir otros eigenvalores diferentes a los encontrados.

La interiorizacién de las Acciones en un Proceso de eigenvector y eigenvalor
permite reconocer mediante la relaciéon geométrica de colinealidad que el vector
dibujado es un eigenvector de B; ademas, al justificar sin pensar directamente en
coordenadas del vector representado y conocer la longitud del eje mayor de la
elipse. Entendemos que una concepcion Proceso le podria permitir al estudiante
explicar la existencia de eigenvalores y eigenvectores y justificar cuales son los ei-
genvalores de una matriz 2 x 2.

S2: Sea
_Ja -1
c=[7 %l
Una matriz 2 x 2 tal que laentradaa,; = a,a € R

a) /Qué valor debe tomar « para que la matriz ¢ tenga por eigenvalor a 3? Jus-
tifique.

b) Para el valor de « encontrado, {La matriz C tiene otros eigenvalores dife-
rentes a 3?

El proposito de esta tarea es obtener evidencias de una concepcion Proceso de
eigenvalor y eigenvector estable. Para afrontar con éxito S2, es necesaria una con-
cepcion Proceso de dicho concepto para reconocer que 3 debe ser un eigenvalor de
lamatriz C y, por lo tanto, existe un eigenvector w no nulo que verifica Cw = 3w. Un
Proceso estable de eigenvalor y eigenvector permite recurrir a los Procesos que le
dieron origen, reconocer o establecer condiciones involucrando el espacio nulo o el
determinante de ¢ — 3/ para garantizar la existencia de 3 como eigenvalor. El item
b) fue incluido con el propdsito de buscar evidencias sobre como los estudiantes
pueden pensar en todos los eigenvectores y eigenvalores de un operador lineal.

S3: Sea
-1 0 1
D=3 0 -3
1 0 -1

a) Explique si la matriz D tiene por eigenvalor al 0. Si la respuesta es afirma-
tiva, indique qué caracteristicas tienen los eigenvectores asociados. Si la res-
puesta es negativa, justifique.
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b) Explique si los vectores w = son eigenvectores de la matriz D.

0 4
3]yu= [0
0 4

c) ¢Elvector w + u es un eigenvector de la matriz D? Justifique.

d) ¢Cuantos eigenvalores tiene la matriz D y cuales son?

e) (Existe una base para R* formada por eigenvectores? Escriba su razona-
miento.

En este caso se busca obtener informacion que permita analizar caracteristi-
cas del mecanismo de encapsulacién que da paso de una estructura Proceso a una
Objeto. Se genera la reflexion si al sumar dos eigenvectores se obtiene un nuevo ei-
genvector y cual seria el eigenvalor asociado. Pensar en formar una base para el es-
pacio vectorial R?® constituida por eigenvectores puede favorecer la caracterizacion
del operador lineal en términos de sus eigenespacios.

4. EVIDENCIAS SOBRE LAS ESTRUCTURAS Y MECANISMOS MENTALES: RELACION
ENTRE LOS COMPONENTES DE INVESTIGACION

Los datos estan organizados seglin su procedencia: 1) Implementacion de la ins-
truccion: vector cero - no eigenvector. 2) Entrevistas didacticas: asegurando for-
mas de pensamiento estables relacionadas con ¢Falsa concepcion Proceso? Proce-
sos subyacentes a la concepcion Proceso y Reflexiones sobre la totalidad del Pro-
ceso.

4.1. Evidencias desde la implementacion de la instruccion: Vector cero - no
eigenvector

En la tarea So los estudiantes discuten sobre la posibilidad de que el cero y los ni-
meros enteros negativos sean eigenvalores. Mientras el investigador y la profesora
observaban los grupos de discusion, identificaron dos preguntas en varios de ellos:
¢El escalar cero es un eigenvalor? Y JEl vector cero es un eigenvector? En uno de los
grupos se evidencia el siguiente dialogo:

E1: [...] (Puedo tomar el escalar cero? [...] entonces, puedo tomar cualquier vec-
tor de aca (Sefiala el dominio de la transformacion) y volverlo un eigenvector.

I: 4Si tomo cualquier vector y encuentro su imagen sera el vector cero?

E1: [...] Pues no necesariamente. Pero si es cero el eigenvalor, ¢el eigenvector
seria cero?

E20: [...] ¢Si tomamos la transformacién lineal en (0,0) siempre sera (0,0)? [...],
entonces para el vector (0,0) el escalar por el que multiplicAbamos puede ser
cualquiera. [...] El vector cero puede ser un eigenvector y cualquier escalar como
su eigenvalor [...]

E11: Ese sino seria un eigenvector porque tendria muchos valores de A que cum-
plen.

P: jPueden haber muchos 1?
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E4: [...] No pueden haber muchos 1 para un mismo eigenvector. No puedo tener
A =2y A =4paraun mismo vector de la transformacién porque entraria en una
inconsistencia. 2 por un vector no puede ser igual que 4 por el mismo vector.

E1 centra su atencion en multiplicar vectores por el escalar cero, parece no
coordinar el Proceso de TL con el Proceso de multiplo escalar. E20 acepta que el
vector cero puede ser un eigenvector, pero sus estructuras no le permiten pensar en
las implicaciones sobre el dominio y la imagen de la transformacion. E4 considera
otros vectores del dominio e identifica una inconsistencia al considerar las igual-
dades T(v) = 2v = 4v, aunque no las escribe explicitamente, usa la igualdad 2v = 4v
para justificar la unicidad del eigenvalor asociado a un respectivo eigenvector. La
coordinacion de los Procesos de TL y multiplo escalar son estructuras y mecanis-
mos clave en la comprension que el vector cero no es un eigenvector.

Figura 5. Produccién de E2 sobre item e) en SO

AlX) = XX & T(v) = NV
9 T(5)= 2 ()
(-1x _23)= (2){) “2X =24 = 2%

-7% ?_:j ?.'j _
-2 % —1‘3—23
-4 X —zlj =0 qx+3j:o
-2x-4Y =0 6y=0 [4=9 |[x=0]

Portanto 2 Noes un eigenvalor

La discusion sobre si el cero vector no es un eigenvector permiti6é una evolu-
cion en la comprension del concepto. En la Figura 5 se muestran las producciones
de E2 en el item e) de So. El razonamiento corresponde a determinar soluciones de
la ecuacion vectorial T(v) = 2v v, al reconocer la solucion trivial, concluye que 2 no
es un eigenvalor; pues el vector cero, aunque es solucién de la ecuacion, no es un
eigenvector.

4.2. Evidencias desde las entrevistas didacticas

Asegurando formas de pensamiento estables ¢Falsa concepcién Proceso?: En el dialogo
con E11 sobre S1, identificamos formas de pensamiento que podrian estar asociadas
a una concepcion Proceso de eigenvalor y eigenvector.

E11: [...] este vector u seria (2%) (sefiala vector en la figura 6) [...] es como para
darle un valor y poder saber qué valor también tiene la transformacién (vector
v).

I: ¢Por qué hace eso?

E11: Para conocer el vector transformado, sin transformar y determinar cual es

el eigenvalor [...] si encuentro un eigenvalor asi asegurar que si esta sobre un
eigenvector.
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Figura 6. Interpretaciones de E11 sobre la figura en S1
_t
sJ J \\ (O }2 \,'
3 (2 JO )
(-2,0)
. ( 0,2 )

ya 4 ER]
(1 1)
Ny b/

¢ 1)

I: ¢Como puede justificar lo del eigenvalor?

E11: [...] Graficamente [...] diria que si porque u esta sobre v. Lo que me dice que
es un multiplo escalar de u. Entonces eso me garantiza que si existe un eigenva-
lor [...] (Figura 6).

I: {Puede afirmar que u es un eigenvector de B?
E11: Si porque ya sé que existe un eigenvalor (Figura 7).
I: {Cudles vectores diferentes de u son eigenvectores de B?

E11: Yo creeria que (-2,0) y (0,-2) [...] sin embargo, debo multiplicarlos por la
matriz [...] yo pienso que los vectores (1,1) y (—1,—1) son posibles eigenvectores
porque estan sobre u [...] hace un momento garanticé que existe un eigenvalor
parau.

Figura 7. Justificacion de E112 sobre item a) en S1

BL)=V
(v) =
JezV

Ria: \ esta Scbre U, es un mltipl escalar U

enﬁ'onc.es
RL)=CU
V=V

E11 reconoce la TL que actda sobre u para producir el vector v, sin embargo,
E11 considera necesario saber las coordenadas del vector “sin transformar” y
“transformado” para averiguar el escalar. Al reconocer la colinealidad entre los
vectores u y v, él afirma que u es un eigenvector y eso garantiza la existencia de un
escalar. Ademas de argumentar que u es un eigenvector de la matriz B, E11 reconoce
los vectores [1,1] y [—1,—1] como posibles eigenvectores de B, aunque duda que ten-
gan el mismo eigenvalor asociado que w.

En el siguiente dialogo se identifica como las construcciones mentales de E11
le permiten razonar sobre algunos cuestionamientos.
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Figura 8. Produccion de E11 para justificar que [1,1] es un eigenvector con eigenvalor 3

Bl
B8(1) = <)
3] =30)

E11: [...] para hallar la longitud del eje mayor puedo usar la distancia entre pun-
tos o dos veces la longitud de v [...]. Pero no tengo coordenadas (Silencio).

I: Usted habia dicho que el vector (1,1) es un posible eigenvector, ;Por qué?

E11: [...] (Figura 8) tiene 3 por eigenvalor [...] ahh, todos los vectores que estan
sobre (1,1) van a tener el mismo eigenvalor [...] {Estoy bien o estoy mal?

I: ¢Para otros que estén sobre la misma recta?
E11: También seria 3 [...]
I: 4Qué significa que el eigenvalor de u sea 3?

E11: [...] la magnitud de v es tres veces la magnitud de u [...] lo va a multiplicar
por 3.

I: Lo habia considerado para encontrar la longitud del eje mayor?

E11: [...] esto seria otra estrategia [...]

Figura 9. Produccién de E11 para justificar el item b) en S1

310l =Vl y 2l = longitud  del e)e mayor
6lul =21Vl :\on31+ud del e\e wmayor

E11reconoce que todo vector colineal a u tienen el mismo eigenvalor asociado,
tal forma de pensamiento es caracteristica de una concepcion Proceso de eigenva-
lor y eigenvector. Enla figura 9, E11 relaciona el escalar 3 con la longitud de los vec-
tores u y v mediante la igualdad 3||ul| = ||v]|, es decir, T (x) = 3u. Cuando el investi-
gador solicita a E11 explicar si 2 es un eigenvalor de B ocurre lo siguiente:

E11: [...] no puede ser un eigenvalor [...] ya tengo todos los eigenvectores que
estan sobre el eje mayor y menor [...] Todas las combinaciones lineales de Q van
a tener eigenvalor 1y, todas las combinaciones lineales de « van a tener por ei-
genvalor 3.

I: 4Qué tal existan otros eigenvectores que ain no conoce?

E11. [...] tomo un vector [x, y] lo multiplico por la matriz y pues ahora no sé muy
bien que tengo que hacer. Pero, si creeria que solo tienea1ya 3.

I: ¢Por qué tiene certeza que los eigenvalores solo son 1y 3? {Una matriz 2 x 2
puede tener tres eigenvalores?

E11. [...] creo que eso puede ir relacionado con el nimero de filas y columnas [...]
no estoy seguro.
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En la conversacion anterior E11 no puede dar explicaciones contundentes res-

pecto a si 2 es un eigenvalor de la matriz B, sin embargo, justifica que u es un ei-
genvector mediante la colinealidad. Reconoce que todo vector del generado de u es
un eigenevalor de B con eigenvalor 3, pero no puede justificar si el escalar 2 es o no
un eigenvalor. E11 trata de considerar la ecuacion vectorial Bu = 2u, pero no logra
avanzar, al afirmar que solo tiene por eigenvalores a 1y 3, E11 se sustenta en algo
que recuerda, pero no con claridad.

Figura 10. Produccion de E11 para justificar el item a) en S3

—qO‘1
101 :|

;ff_g%:% Nl©) {(x,m)/x=z}
x-% =°

Frente al estancamiento de E11 con el item d) en S1 el investigador decide usar

S3. En la figura 10 se muestra la produccién de E11 respecto al primer item de S3.

36

E11: [...] bueno aqui seria como mirar el espacio nulo, dado que al multiplicar por
cero se obtiene el vector cero[...]

I: ¢Esto le puede ayudar a determinar si tiene por eigenvalor al cero? Cual seria
un vector del espacio nulo de la matriz?

E11:[...] el vector (1,0,1) esta en el espacio nulo [...] el producto con la matriz debe
ser cero.

I: 4Cudl seria el eigenvalor?

E11: Umm seria el cero [...]

Figura 11. Producciéon de E11 para determinar espacio nulo de B en S1

[F2][5] - [¢]

2x+y =0 ;zi

X+2y =0
/= -2x Nul (o) {@,%\*:-zx}
e v @ £[9]%

I: ¢ Tiene dudas sobre el eigenvalor?

E11: Es que estaba pensado si era el eigenvalor el que no podia ser cero o era el
eigenvector. Pero ya, el eigenvector es el que no puede ser cero [...]

I: {Puede justificar de otra forma que cero es un eigenvalor?

E11: [...] bueno y si en el punto anterior (S1) le encontraba el espacio nulo quizas
podria mostrar que el eigenvalor es cero (Figura 11). [...] el cero no es un
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eigenvector de la matriz B. Eso apoya la idea que la matriz no tiene mas de dos
eigenvalores.

E11 reconoce que analizar si 0 es un eigenvalor de D se relaciona con el espacio
nulo, puede determinar las caracteristicas de los vectores que pertenecen a tal
subespacio y dar ejemplos especificos. Al determinar el espacio nulode By D, E11lo
intepreta como la solucion de la ecuacion vectorial Bx = 0. Al identificar que Bx = 0
tiene solucidn trivial reconoce que el vector cero no es un eigenvector de B y re-
afirma que la matriz B tiene solamente a 1y 3 como eigenvalores.

I: ¢Puede justificar de otra forma que cero es un eigenvalor?

E11: [...] en la matriz B sus filas o columnas son linealmente independientes.
Esto pasaria si tengo otra matriz que tiene solo el vector cero en el espacio nulo.
Y por eso me va a dar que el determinante es diferente de cero [...]

I: {Qué pasa si tengo otra matriz cuyo espacio nulo solo es el vector cero?

E11: [...] siempre que el determinante sea diferente de cero solo va a tener en el
espacio nulo al vector cero [...] la matriz D tiene una columna de ceros, por lo
que tiene determinante cero y la columna 3 es un multiplo escalar dela1[...] por
eso el espacio nulo tiene infinitos vectores.

Aunque E11 evidencia una concepcién Proceso de espacio nulo, su concepcion
Proceso de eigenvalor y eigenvector esta en construccion. E11 muestra interiorizar
Acciones y coordinar ciertos Procesos. En particular, coordina el Proceso de con-
junto solucion de ecuaciones de la forma Ax = 0 con el respectivo espacio nulo de 4,
esto le permite decidir si 0 es un eigenvalor o no de A. E11 logra concluir que 0 sera
un eigenvalor de una matriz cuadrada si el determinante es cero.

4.3. Procesos subyacentes a la concepcion Proceso

La construccion de un Proceso adecuado es transcendental en la construcciéon de un
Objeto. Mediante la evidencia empirica proveniente de la implementacién de la en-
sefianza y las entrevistas didacticas, se ha identificado que tal estructura proviene
de la coordinacion de ciertos Procesos subyacentes.

Para referirnos a evidencias en relacion con este topico, presentamos un frag-
mento de la entrevista con E7 sobre la situacion 2 (S2).

Figura 12. Interpretacién de E7 para garantizar que 3 sea un eigenvalor en S2

CX _1 Xi X?_
=3
1 4 K2 Xz
X X1 — a2 37(1_
xg +A4 X2 T 32X,

oA k= Xz = 3 X4 53 &K -X2=0
Xy + 4% = 3Kz X+ X, =0
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E7:[...] se debe garantizar que 3 sea un eigenvalor [...] algunas cosas no conozco.
Ese valor de a y los eigenvectores de 3. Pero los puse asi, general (Figura 12).

I: ¢Por qué estd igualando eso?

E7:[...] Si3 esun eigenvalor deben existir vectores (x,, x,) y se cumple esta igual -
dad (se refiere a Cx = 3x, Figura 12). Lo que veo es mirar el sistema que me re-
sulta.

I: /Qué vas a mirar en el sistema? ;Por qué el sistema?

E7: [...] este sistema lo puedo expresar como esto (sefiala la matriz amentada en
la Figura 13) y ahi ya solo esta el « [...] el sistema es porque segtn su solucion se
cumple o no, que 3 sea eigenvalor.

I: 4Seguin sea la solucion 3 es 0 no es un eigenvalor?

E7: Exacto. Si el sistema tiene soluciones infinitas entonces 3 es un eigenvalor
de la matriz.

I: ¢Por qué debe tener infinitas soluciones?

E7: Es como hallar el espacio nulo de esa matriz (Figura 13). Debe tener infinitos
vectores porque el cero no es un eigenvector [...] entonces el determinante debe
ser cero [...] ya puedo tener informacion sobre « [...] El valor es 2 y se cumple que
tiene por eigenvalor a 3.

Figura 13. Produccion de E7 para argumentar sobre el item a) en S2

x-3 ~1.0 para qe existon E‘.Senuec\'o(es

1 1 1:O con Corcespondiente Eigenvalof 3
------- - este sstema. debe fener infi-
A ntos oluciones
Por [o +an‘\'0 det [H] =0 det [H]= -3+1 =0
DX-2 =0

E7 muestra comprender que 3 es un eigenvalor si existen vectores no nulos
que verifican Cx = 3x. El razonamiento de E7 sobre vectores generales consideran-
dolos como eigenvectores asociados a 3 le permite reconocer un sistema de ecua-
ciones lineales bajo la igualdad Cx = 3x. Al preguntar por los valores de « tal que 3
sea un eigenvalor, E7 argumenta que el conjunto solucion de Cx = 3x debe ser infi-
nito, dado que el vector cero no es un eigenvector. Al actuar y reflexionar sobre el
sistema Cx = 3x identifica la matriz asociada al sistema homogéno, la cual depende
solo de a. Mediante el mecanismo de coordinacién E7 argumenta que el conjunto
solucion para este sistema corresponde al espacio nulo de ¢ — 31 y agrega que tiene
infinitos vectores cuando su determinante es cero.

En las explicaciones orientadas con E11y las justificaciones de E7 se muestra
evidencia de la necesidad y construccion de ciertos Procesos subyacentes al Proceso
de eigenvalor y eigenvector. Los Procesos identificados son: Proceso vector cero -
no es un eigenvector; Proceso de conjunto solucion de T(v) = 4,v; Proceso de espa-
cio nulo; y Proceso de determinante.
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4.4. Reflexiones sobre la totalidad del Proceso

La totalidad de un Proceso se relaciona con la capacidad de concebir el Proceso
como un todo. Para el concepto de eigenvalor y eigenvector, parece estar relacio-
nado con la capacidad de argumentar sobre todos los eigenvalores y eigenvectores
asociados a un operador lineal y como estos elementos van caracterizando al ope-
rador.

En el didlogo con E7 en S1 sobre el item d), sus reflexiones muestran una
forma de caracterizar los eigenvalores de un operador. En las siguientes lineas se
resaltan unos fragmentos al respecto.

E7:[...]dos dos. Ya sabemos que 3 y 1 son eigenvectores.
I: /Qué dices acerca de 2?

E7: La matriz es de tamario 2 x 2, el polinomio caracteristico de esta matriz es
de grado 2, no puede tener mas de dos raices. Umm diria que no puede ser un
eigenvalor de B.

I: ¢3y 1 son raices del polinomio caracteristico de la matriz B?

E7:[...] el polinomio caracteristico me da informacién sobre todos los eigenvec-
tores [...] Si son raices del polinomio. Mi argumento seria que ese polinomio no
puede tener otras raices, 2 no puede ser otra raiz.

E7 evoca en su justificacion el polinomio caracteristico, asocia los eigenvalo-
res con las raices del polinomio sin realizar calculos. De esa manera argumenta que
2 no puede ser otra raiz, dado que el polinomio es de grado 2 y por tanto no sera un
eigenvalor de B. El argumento muestra evidencia de una concepcién Proceso de po-
linomio caracteristico.

En didlogo con E11, después de reflexionar sobre S1y S3, se identifica que este
estudiante relaciona la existencia de eigenvalores con las raices del polinomio ca-
racteristico. Mediante la reflexiéon motivada por el investigador en S3, E11 evoca ex-
plicaciones en relacion con el polinomio caracteristico y deja ver que lo reconoce en
términos del determinante, esto emerge tras una pregunta del investigador (ver fi-
gurais).

Figura 14. Produccién de E11 sobre todos los eigenvalores de D en S3
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I: ¢Cémo podemos conocer cuales son todos lo eigenvalores de D?
E11: [...] Seria hacer el determinante con un escalar general.
I: ¢{Ya puedes saber cudles son los eigenvalores?

E11: Si, creo que si. Umm, pues el polinomio caracteristico me podria dar infor-
macion si lo igualo a cero.

I: ¢Por qué igualarlo a cero?

E11: Para garantizar que el escalar que obtenga en realidad tenga eigenvectores
asociados ¢No? (Figura 14).

I: {Esos son los posibles eigenvalores?
E11: Tengo que mirar cudles son sus eigenvectores (Figura 14).

E11reflexiona sobre los eigenvalores y eigenvectores de un operador lineal. En
sus explicaciones evidencia que activa construcciones de eigenvalores y eigenvec-
tores con relacion al polinomio caracteristico y reflexiona sobre ellas. Las reflexio-
nes de E7 se distinguen de las de E11 por su avance en la progresion propuesta por
APOE, para describir la comprension. E11 no puede concebir que el polinomio ca-
racteristico de un operador determina totalmente los eigenvalores, es decir, todas
las raices del polinomio sobre el respectivo campo. La forma de razonar de E7
muestra evidencias de una concepcién Proceso de polinomio caracteristico, ele-
mento que se identifica como clave en la totalidad del proceso de eigenvalor y ei-
genvector.

5. CONCLUSIONES

A continuacion, se presentan dos apartados en los que se destacan los principales
aportes de esta investigacion, principalmente centrado en la DG refinada y suge-
rencias sobre sus implicaciones en la ensefianza del concepto de eigenvalor y ei-
genvector.

5.1. Modelo cognitivo refinado

El analisis de datos derivados de la instruccion y las entrevistas didacticas respal-
dan estructuras y mecanismos mentales considerados en la DG preliminar. La evi-
dencia empirica muestra la importancia de la coordinacion entre los Procesos de
multiplo escalar y TL bajo la relacion de igualdad. Esto resulta fundamental para
comprender que el vector cero no es un eigenvector.

La Accion de determinar soluciones de una ecuacion vectorial de la forma
T(v) = v sugiere desarrollarse en las tres interpretaciones de una TL (Gonzalez y
Roa-Fuentes, 2017). La interiorizacién de esta Accion motiva a interpretar dichas
ecuaciones con la existencia de vectores que al ser transformados su efecto puede
describirse mediante el multiplo escalar, esto es apoyado por Larson y Zandieh
(2013) y Andrews-Larson et al. (2017) sobre la interpretacion de la ecuacion Ax = b
como una transformacion.
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Figura 15. Descomposicién genética refinada
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Con base en la evidencia encontrada, entendemos que la construccion del
concepto de eigenvalor y eigenvector inicia cuando el estudiante ha reflexionado
sobre la TL y el multiplo escalar; reconoce vectores en V (dimension finita) tal que
su imagen al transformarlos equivale a multiplicar el vector por un escalar.

La reflexion sobre la Accién 1, determinar soluciones de la ecuacion vectorial
T(v) = 4yv, permite interiorizarla en un Proceso (Proceso 2) para reconocer que el
vector cero siempre es solucion y argumentar cuando la solucién es tinica o cuando
existen infinitas soluciones. Mediante la coordinacién de los Procesos 1y 2 se puede
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entender que un escalar 1, es un eigenvalor cuando el conjunto de solucién de T(v) =
Aov es infinito (Proceso 3).

La coordinacion entre el Proceso 3 y el Proceso de espacio nulo mediante la
pertenencia da paso a un entendimiento del conjunto solucion de la ecuacién vec-
torial T(v) = A,v en términos de un subespacio vectorial, eigenespacio (Proceso 4).
La reflexion sobre tal pertenencia favorece la construccion de la equivalencia entre
T(w) =2vy (T —2A)v=0.

El Proceso 4 es coordinado con el Proceso de determinante para caracterizar
los valores escalares que corresponde como eigenvalores 1, de un operador lineal T
o matriz asociada A, y garantizan que T — 4,] 0 A — Aol no sea invertible. Resultado
de la coordinacion de los Procesos subyacentes, se construye una concepcion Pro-
ceso de eigenvalor y eigenvector. Esta permite entender y justificar el porqué de la
existencia de las eigenparejas (4,v), es decir, que refiere un eigenvalor asociado a
un operador T implica la existencia de eigenvectores; ain mas, todos los eigenvec-
tores asociados al eigenvalor 2 (eigenespacio E;). Asi mismo, si se tiene un eigen-
vector de un operador lineal T necesariamente debe existir su respectivo eigenvalor.

En la medida que el estudiante reflexiona sobre el Proceso de eigenvalor y ei-
genvector, puede ir reconociendo la totalidad que actda sobre este y vincular todos
los eigenvalores y eigenvectores correspondientes a un operador lineal T con las
raices del polinomio caracteristico respectivo. Es necesario profundizar sobre como
el polinomio caracteristico contribuye en la evolucion de las estructuras asociadas
a los eigenvalores y eigenvectores. Dado que en la segunda y tercera componente
de esta investigacion se enfatizan situaciones que involucran operadores lineales
definidos en R? sobre el campo de los nimeros reales, no se hace tan evidente la
necesidad de analizar con detalle el polinomio caracteristico. Por tanto, en la cons-
truccion de la relacion entre el determinante de (A, — AI) con el espacio nulo de
(A; — AI), tal como se muestra en la Figura 15, se encontrd poca evidencia sobre
como el polinomio caracteristico se extiende mas alla del solo hecho de factori-
zarlo, encontrar sus raices y definirlas como eigenvalores.

5.2. Reflexiones para la ensefianza y otros estudios

Los resultados de este estudio muestran la importancia de estructurar Procesos que
promuevan la construccion de relaciones entre la TL y sus eigenvalores y eigenvec-
tores. Como resultado del disefio e implementacion de la segunda componente del
Ciclo de investigacidn, se destaca la importancia de orientar la reflexion de los es-
tudiantes hacia la comprension de la ecuacion vectorial Ax = b como una transfor-
macion (Larson y Zandieh, 2013). Asi mismo, se reconoce que una transformaciéon
lineal no “deforma” de la misma manera a todos los vectores del espacio vectorial
dominio. Tales situaciones proporcionan oportunidades para reconocer que exis-
ten vectores “especiales” que, al ser transformados, sufren un alargamiento, una
comprension o un giro de 180° (Parraguez et al., 2022).

La reflexion sobre la implementacion en la segunda fase de la investigacion
muestra la importancia de proponer tareas que fomenten la coordinacion de los
Procesos subyacentes al Proceso de eigenvalor y eigenvector. Cuando un disefo de
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instruccion no favorece la construccion y uso de tales coordinaciones, la instruc-
cién puede enfocarse en repetir un algoritmo y no motivar la reflexién y compren-
sion de los estudiantes. Consideramos que en R? la estrategia propuesta por Scho-
nefeld (1995) de “eigenpicture”, para representar geométricamente como son
transformados varios vectores bajo un operador lineal, favorece un entendimiento
de los eigenvectores como vectores cuya imagen esta sobre la misma recta.

Durante el desarrollo de esta investigacion detectamos diferentes Procesos
subyacentes al Proceso de eigenvalor y eigenvector, su construccion y coordinacion
son importantes para construir un Proceso estable. Aunque no se abordo la estruc-
tura Objeto, las reflexiones alrededor de la totalidad del Proceso plantean algunas
preguntas: ;Qué significa concebir la totalidad del Proceso de eigenvalor y eigen-
vector? ;Qué tipo de Acciones se pueden realizar sobre dicha totalidad? ¢Cémo la
construccion del polinomio caracteristico puede promover la evolucion del con-
cepto al trabajar sobre diversos operadores lineales? Estas son cuestiones que mo-
tivan la reflexion a partir de este estudio y quedan abiertas para futuras investiga-
ciones.
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Construcciones mentales asociadas a los eigenvalores y eigenvectores

Mental constructs associated with eigenvalues
and eigenvectors: refining a cognitive model
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This article presents a genetic decomposition of the concept of eigenvalue and eigenvector,
based on the concept of linear transformation. The study data is the result of the implemen-
tation of a teaching model based on a Genetic Decomposition, designed based on the APOS
theory. The empirical evidence allows us to show a refined genetic decomposition in relation
to the key structures and mechanisms, to account for the Processes that underlie the Process
of eigenvalue and eigenvector, and to generate discussion in relation to the Process as a
whole.

The methodology followed the research cycle proposed by the APOS theory and the cycle for
instruction called ACE (questions or tasks in small groups, general discussions and tasks
outside the class space to reflect and deepen). The implementation of the teaching was car-
ried out in a regular Linear Algebra course with 30 students from the science and engineer-
ing programs at a public university in Colombia. During 7 sessions of 120 minutes, the re-
searchers monitored the students' productions in relation to eigenvalues and eigenvectors
through video recordings of the class and the analysis of the students' written productions,
to later select two students to carry out didactic interviews.

The reflection on the implementation in the second phase of the research shows the im-
portance of proposing tasks that promote the coordination of the Processes that underlie
the eigenvalue and eigenvector Process. These are: “0 is not an eigenvector”, solution set of
T(v) = A,v, null space of the operator T — 2,1 and det(T — A,I) to give rise to a value construc-
tion Process eigenvalue and eigenvector. When a didactic design does not promote the con-
struction and use of such coordinations, it can focus on repeating an algorithm, without
motivating students' reflection and understanding. A very important aspect is the design of
tasks that promote the different interpretations of linear transformation. We consider that
in R? the strategy proposed by Schonefeld of "eigenpicture' to geometrically represent how
several vectors are transformed under a linear operator, allows the understanding of eigen-
vectors as vectors whose image is in the same straight line. In addition, the evidence shows
the importance of the coordination mechanism and the role of the teacher to promote the
connections between concepts of linear algebra through questions or tasks designed under
the lens of refined genetic decomposition.

Reflections emerge from the study around the entire Process of eigenvalues and eigenvec-
tors in relation to the characteristic polynomial and the scalar field referred to the vector
space where the linear operator is defined. Some of the questions left by the study are: What
type of Actions can be carried out on said totality? How the construction of the characteristic
polynomial can promote the evolution of the concept when working on various linear oper-
ators?
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