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Disefio e implementacion de tareas de alta demanda cognitiva basadas en la sucesion look and say
Resumen

Pese a que su tratamiento escolar usual se centra en aspectos principalmente de calculo, las suce-
siones son un topico matematico con el potencial para desarrollar en los alumnos aspectos del razona-
miento matematico. En este trabajo se disefia una secuencia de tareas de alta demanda cognitiva basa-
das en la sucesion ‘look and say’ y se implementa en un grupo de secundaria con especial interés por
las mateméaticas durante una sesion del Taller de Talento Matemaético en la Universidad de Zaragoza.
La metodologia es exploratoria y descriptiva con anélisis mixto de datos cualitativos. Los alumnos
participantes resolvieron las tareas con un alto grado de éxito y surgieron bastantes respuestas de gran
riqueza conceptual. Estas tareas pueden ser (tiles para trabajar aspectos transversales del curriculo e
identificar alumnos con altas capacidades matematicas.

Palabras clave. Sucesiones; ‘look and say’; disefio de tareas; alta demanda cognitiva; tipos de ra-
zonamiento.

Design and implementation of cognitive high-demand tasks based on the look and say sequence
Abstract

Even though their school treatment is mainly based on calculations, numerical sequences are a
mathematical topic with the potential to develop aspects of mathematical reasoning amongst students.
In this work, we design a sequence of tasks of cognitive high-demand based on the ‘look and say’ se-
guence and implement them with a group of secondary school students particularly interested in math-
ematics during a session of the Workshop of Mathematical Talent at the University of Zaragoza. The
methodology is exploratory and descriptive with mixed analysis of qualitative data. Participants solved
the tasks with a high rate of success and several answers were of high conceptual richness. These tasks
might be useful to work transversal curricular aspects and to identify those mathematically gifted.

Keywords. Sequences; ‘look and say’; task design; cognitive high-demand; types of reasoning.

1. Introduccion

La resolucion de problemas en los que aparecen sucesiones numéricas es un con-
tenido matematico clasico. Ya en el Papiro de Rhind encontramos un problema cuya
resolucién consiste en la suma de los cinco primeros términos de una progresiéon geo-
métrica de razén 7 (Chace, 1986, p. 112). Practicamente en todos los textos sobre
aritmética, en cualquier cultura y momento histérico, es posible hallar problemas que
involucran progresiones aritméticas o geométricas. Recordemos también que la suce-
sion de Fibonacci aparece en el Liber Abaci de 1202 (Sigler, 2002, pp. 404-405).

Esta tradicion se ha mantenido y el trabajo con sucesiones es un clasico de la ma-
temaética escolar. En Espafia aparecen en el curriculo de 3.° de Educacion Secundaria
Obligatoria (14-15 afios), que especifica los siguientes contenidos: “Sucesiones numé-
ricas. Sucesiones recurrentes. Progresiones aritméticas y geométricas” (BOE, 3 de
enero de 2015, p. 392). En paralelo, se enumeran estos estandares de aprendizaje:
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e Calcula términos de una sucesion numérica recurrente usando la ley de forma-
cion a partir de términos anteriores.

e Obtiene una ley de formacion o formula para el término general de una suce-
sion sencilla de nimeros enteros o fraccionarios.

e Identifica progresiones aritméticas y geométricas, expresa su término general,
calcula la suma de los “n” primeros términos, y las emplea para resolver proble-
mas.

e Valora e identifica la presencia recurrente de las sucesiones en la naturaleza y
resuelve problemas asociados a las mismas.

Aparentemente, en los libros de texto se suele poner el énfasis en las progresiones
aritméticas y geométricas. Segin Bajo Benito et al. (2015) esto lleva a muchos alum-
nos a identificar erroneamente el concepto de sucesion con el de progresion. Por otra
parte, se suele dejar de lado el trabajo de contenidos como las sucesiones recurrentes,
que podrian ser un @mbito adecuado para trabajar aspectos interesantes que aparecen
recogidos en el Bloque I del curriculo (busqueda y reconocimiento de patrones, razo-
namiento inductivo y deductivo, uso de TIC, etc.) y que suponen una entrada a los
procesos de iteracion y recursion, areas fundamentales de la matematica discreta
(Weigand, 2004). Biza et al. (2020) sefialan que la investigacion sobre las tareas de
generalizacién de patrones mediante sucesiones cuyo término general es una expresion
algebraica lineal estad muy desarrollada en la literatura cientifica, puesto que son tareas
frecuentes en la introduccién del algebra escolar, y apuntan la necesidad de continuar
investigando con tareas donde los términos de la sucesion no provengan de sucesiones
lineales.

Desde un punto de vista cognitivo, Przenioslo (2006) distingue una doble naturale-
za en cuanto a la comprension de los estudiantes del concepto sucesién: por un lado,
como listado de numeros y, por otro, como funcién cuyo dominio de definicion se en-
cuentra en los numeros naturales. Ambas facetas son importantes ya que la nocion de
limite de sucesiones esta estrechamente vinculada a la concepcion de sucesion como
funcion y de serie numérica (Arnal-Palacian, 2019; Delgado et al., 2015) y es funda-
mental para articular una correcta comprension del concepto de limite en matematicas,
junto con el limite funcional en el infinito y el limite funcional en un punto (Fernan-
dez-Plaza y Simpson, 2016). Bajo Benito et al. (2019) estudian la comprension de es-
tudiantes de la sucesion como listado de nimeros y caracterizan niveles, en los cuales
las sucesiones recurrentes son identificadas como elementos matematicos que aparecen
en respuestas de los estudiantes que poseen niveles avanzados de comprension y las
incluyen dentro de una descomposicion genética del concepto de sucesion numérica.

En su trabajo sobre sucesiones recurrentes y modos de representacion, Weigand
(2004) adapta a las sucesiones el modelo de Vollrath con cinco niveles de compren-
sion: intuitiva (conocer ejemplos y representaciones de sucesiones), orientada al con-
tenido (conocer propiedades de sucesiones como la monotonia y la convergencia), in-
tegrada (relacionar propiedades de las sucesiones con conceptos como funciones o
aplicaciones), formal (conocer definiciones y ser capaz de probar propiedades de las
sucesiones) y estructural (trabajar con composiciones de sucesiones o apreciarlas como
elementos de un espacio vectorial).

Biza et al. (2020) estudian estrategias que emplean profesores en formacion al en-
contrar el término general de sucesiones cuadraticas mediante eye-tracking, si las suce-
siones se dan en forma de tablas, pares ordenados o una sucesion de datos con comas.
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Los resultados sefialan que, en todas las representaciones de la sucesion, la estrategia
mas comun que en un principio emplean dichos profesores es la de estudiar la diferen-
cia entre un término y el anterior en la variable dependiente.

Con el presente estudio exploramos la posibilidad de trabajar con sucesiones nu-
méricas recurrentes que se definen de forma sencilla, pero no son habituales en clase.
Los objetivos son de disefio, implementacién y analisis: i) disefiar una secuencia de
tareas con alta demanda cognitiva basada en el trabajo con sucesiones numéricas fa-
cilmente definibles, no habituales en clase, que fomente distintos tipos de razonamien-
to; ii) implementar la secuencia con un grupo de estudiantes de Educacién Secundaria
especialmente interesados en las matematicas; y iii) analizar los resultados.

Las tareas disefiadas podrian fomentar la aparicion en respuestas de los participan-
tes de rasgos propios de alumnos con altas capacidades matematicas, por lo que po-
drian servir como instrumento para identificar estos alumnos.

2. Sucesiones look and say y su version ordenada

El matematico britanico J. H. Conway (1986) popularizo la sucesion look and say.
Los primeros términos de esta sucesion son: 1, 11, 21, 1211, 111221, 312211...

A partir de un valor inicial (en este caso el 1), cada término consiste en la descrip-
cion verbal del término anterior. Asi, dado el valor inicial 35, podemos describirlo
verbalmente como “un tres y un cinco”, por lo que el siguiente término de la sucesion
es 1315. Este término se puede describir verbalmente como “un uno, un tres, un uno y
un cinco”; dando lugar al siguiente término 11131115. Aplicando esta regla se obtiene
la sucesion look and say de valor inicial 35.

Las sucesiones anteriores admiten una sencilla modificacion que da lugar a las
Ilamadas sucesiones look and say ordenadas. La modificacion consiste en que, en cada
paso, no se describe verbalmente el término anterior, sino que se cuenta primero el
numero total de unos, luego el total de doses, luego el nimero de treses y asi sucesi-
vamente. Por ejemplo, partiendo del valor inicial 35, el segundo término vuelve a ser
1315, pero entonces el siguiente es 211315 (“dos unos, un tres y un cinco”), el siguien-
te es 31121315 (“tres unos, un dos, un tres y un cinco”), etc.

Bronstein y Fraenkel (1994) y Saurberg y Shu (1997) han estudiado estas sucesio-
nes. Entre otras propiedades, son eventualmente periddicas; es decir, después de un
namero finito de términos, toda sucesion look and say ordenada presenta ciclos perio-
dicos de longitud finita. Ahora, dado un término cualquiera, siempre es posible encon-
trar predecesores, que llamaremos “triviales”, utilizando la idea de que el término
bbbb...bbbb formado por n repeticiones de la cifra b, es un término anterior a cualquier
término nb. Por ejemplo, dado el término 111213, las expresiones verbales de algunos
predecesores triviales serian “ciento once doses y un tres” y “once mil ciento veintiin
treses”. Para evitar este tipo de situaciones, los autores citados utilizan distintos siste-
mas de representacion, generalmente vinculados al uso de n-tuplas.

Dejando los casos triviales, en la sucesion look and say no ordenada, cada término
tiene a lo sumo un predecesor, mientras que el predecesor puede no ser Unico en la
sucesion ordenada. Por ejemplo, el término anterior a 111213 en la sucesion no orde-
nada es 123; en la ordenada es cualquier permutacion de las cifras de 123.

En cuanto a su utilizacion con fines didacticos, estas sucesiones son faciles de
plantear y no requieren de conocimientos especificos sobre sucesiones. Ademas, no
son progresiones de tipo aritmético, ni geométrico, ni existe una expresion algebraica
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de su término general. Barton et al. (2004) describen las buenas propiedades que po-
seen este tipo de sucesiones para que estudiantes universitarios desarrollen sus prime-
ras experiencias de investigacion, al estudiar propiedades como su monotonia y con-
vergencia al variar el primer término de la sucesion.

Para definir y desarrollar estas sucesiones se emplean de manera espontanea dos
modos de representacion: la escrita y oral de los términos. Por el contrario, por el réapi-
do crecimiento de los términos, no es sencillo que aparezcan representaciones graficas
y razonamientos visuales, como los apuntados por Alcock y Simpson (2004), que ca-
racterizan a estudiantes que tratan los constructos matematicos como objetos, estable-
cen conclusiones réapidas y estan convencidos de que éstas son correctas.

En Gairin et al. (2018) se describe una tarea basada en estas sucesiones cuya im-
plementacién con alumnos de Bachillerato proporcion6 informacion para la mejora del
disefio de la secuencia y para focalizar el analisis de respuestas de los estudiantes.

3. Descomposicion genética del concepto de sucesion en la Teoria APOE

Dentro del modelo APOE (Dubinsky y McDonald, 2001), Asiala et al. (1996) de-
finen la descomposicion genética de un objeto como “un conjunto estructurado de
constructos mentales que podria describir el modo en que un concepto se desarrolla en
la mente de un individuo” (p. 7). Estos autores indican que la obtencion de la descom-
posicidn genética de un objeto es fruto de un analisis tedrico orientado a desarrollar un
modelo cognitivo del objeto y que debe ser testada experimentalmente.

Las descomposiciones genéticas juegan un papel clave en la investigacion basada
en el modelo APOE, proporcionando “las bases para el disefio de instrumentoS para
obtener y analizar datos de los estudiantes” (Arnon et al., 2014, p. 37). Este constructo
también puede jugar un papel importante en el disefio instruccional (Jojo, 2014). Asi,
Trigueros y Oktac (2019) sefialan la importancia de que el disefio de tareas contemple
los elementos matematicos incluidos en la descomposicion genética de los conceptos
matematicos para promover mayor comprension en el alumnado.

En el contexto de las sucesiones, Bajo Benito et al. (2019, pp. 153-154) construyen
una descomposicion genética del concepto de sucesién entendida como lista numérica.
Esta descomposicion genética consta de seis elementos ordenados jerarquicamente:

1. Prerrequisitos (expresion algebraica, valor numérico, representacion de puntos
en la recta numérica y el plano cartesiano)

2. Célculo de un término a partir de su posicion

3. Interiorizacion de la accion anterior como proceso

4. Inversion del proceso anterior para obtener la posicion de un elemento

5. Coordinacion del proceso del punto 2 en los modos de representacion

6. Encapsulacion del proceso anterior como objeto, de modo que se puedan estu-
diar propiedades globales (para todos los términos de la sucesion)

7. Desencapsulacion del objeto anterior en un proceso que permita considerar la
sucesion completa y términos concretos

4. Tipos de razonamiento

Peirce (1934) distingue y caracteriza tres tipos de razonamiento: deductivo, induc-
tivo y abductivo. Aunque la posicién del autor con respecto a estos tipos varié a lo
largo de su obra, en sus Lectures on Pragmatism (Peirce, 1934, p. 171), los describe
asi: “Deduction proves that something must be; induction shows that something actual-
ly is operative; abduction merely suggests that something may be”. Peirce otorgaba un

164



V. Manero, J. M. Mufioz-Escolano y A. M. Oller-Marcén

papel especial al razonamiento abductivo al afirmar que “Abduction is the process of
forming an explanatory hypothesis. It is the only logical operation which introduces
any new idea” (Peirce, 1934, p. 171). En matematicas, “proof is deductive, but the dis-
covering and conjecturing processes is often characterized by abductive argumenta-
tion” (Pedemonte y Reid, 2011, p. 282).

Pedemonte (2007) muestra la utilidad del modelo de Toulmin (2003, pp. 89-100)
para analizar la estructura de los tipos de razonamiento en Peirce, asi como para des-
cribirlos esquematicamente. En su version simple, el modelo de Toulmin involucra
datos (D), conclusiones (C) y garantias (W). Este modelo se refina introduciendo ele-
mentos como calificadores (Q), refutaciones (R) o respaldos (B) (Figura 1).

D ‘ » Portanto Q, C

Ya que W

‘ Salvo si R
Teniendo en
cuenta que B

Figura 1. Modelo de Toulmin (2003, p. 97)

Adaptando el trabajo de Manrique y Soler-Alvarez (2014), la Figura 1 se puede
particularizar del siguiente modo en el caso de los tipos de razonamiento en Peirce:
e Razonamiento abductivo

D: Casos C: Formulacion

>

particulares de una conjetura
‘W: Patrones o propiedades observados en

los casos particulares

e Razonamiento inductivo

D: Conjetura C: Aceptacién

>

formulada de la conjetura

W: Verificacién de casos particulares

e Razonamiento deductivo

D: Premisa C: Conclusion

\ 4

W: Resultados matematicos

B: Reglas de la logica, contexto matematico

Estos diagramas ilustran una cierta secuenciacion o concatenacion en el proceso de
investigacion segun el método cientifico. Asi, la abduccion propone hipotesis o conje-
turas que se evallian y ponen a prueba inductivamente y se utilizan, si son aceptadas,
para explicar y realizar predicciones (Aguayo, 2011). Ademas de su importancia desde
el punto de vista de los procesos cientificos, los tipos de razonamiento son Utiles en el
analisis de procesos argumentativos y pueden jugar un papel en la formacion de profe-
sorado (Arce y Conejo, 2019).

Manrique y Soler-Alvarez (2014) distinguen cinco tipos de razonamiento abducti-
vo en funcidn de la naturaleza de los datos (grafica o numérica), del nimero de casos
particulares (uno o varios) o del tipo de garantia (si involucra una abduccion previa o
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no). Se habla de abduccién: de patrones, por analogia, con base en una caracteristica
observada en un caso particular, con diagramas dinamicos, y con base en relaciones
observadas en un diagrama geométrico. Los tres primeros pueden darse en un contexto
numeérico y sus caracteristicas son las siguientes:

e Abduccidn de patrones. Los datos son varios casos particulares y la garantia es
el patron (o patrones) identificado en los mismos.

e Abduccion con base en una caracteristica observada en un caso particular. Los
datos son un caso particular y la garantia es una caracteristica o propiedad obser-
vada en dicho caso.

e Abduccidn por analogia. Los datos son un caso particular y la garantia es una
relacion con un hecho conocido o con una abduccion previa.

La diferencia entre los dos primeros radica en el numero de casos particulares,
mientras que en el tercero la diferencia estriba en el uso como garantia de lo observado
en los datos y de su relacion con propiedades conocidas u obtenidas previamente.

5. Demanda cognitiva de tareas

A la hora de establecer cudndo una tarea matematica es apropiada, Smith y Stein
(1998) determinan varios factores como el nivel de los estudiantes a los que va dirigi-
da, sus conocimientos o edad. Una tarea sera apropiada si posee el potencial de llevar a
los estudiantes a pensamientos de alto nivel. Con base en investigaciones previas, estos
autores distinguen cuatro niveles de tareas segin demanda cognitiva: de memoriza-
cion, de procedimientos sin conexiones, de procedimientos con conexiones y que im-
plican “hacer matematicas”. Los dos primeros niveles se corresponden con tareas de
baja demanda cognitiva y los dos ultimos con tareas de alta demanda cognitiva, siendo
estas ultimas las que permitan llegar a pensamientos de alto nivel. La Tabla 1 presenta
indicadores de niveles de demanda cognitiva de una tarea.

Tabla 1. Algunos indicadores de niveles de demanda cognitiva (Smith y Stein, 1998, p. 348)

Nivel Indicadores

Implican la reproduccién de hechos, reglas o férmulas ya aprendidos

Memorizacion . . . o
No son ambiguas y lo que debe reproducirse esta claramente indicado

Se centran en producir respuestas correctas
No tienen conexion con los conceptos subyacentes al procedimiento en uso
No requieren explicacion o esta se centra en describir el procedimiento

Procedimientos
sin conexiones

Se representan de diversas formas y se conectan modos de representacion
Centran la atencién en uso de procedimientos para desarrollar mayores ni-
veles de comprension de ideas y conceptos matematicos

Procedimientos
con conexiones

Requieren de un pensamiento complejo y no algoritmico

Requieren exploracién de conceptos, procesos Y relaciones

Requieren andlisis de la tarea en busca de restricciones que limiten posibles
soluciones y estrategias

Requieren un considerable esfuerzo cognitivo y pueden provocar ansiedad

“Hacer mate-
maticas”
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6. Método

El trabajo realizado es un estudio de caso de caracter descriptivo y exploratorio
(Yin, 2018, pp. 380-381) con metodologia mixta. Tomamos un disefio convergente
paralelo (Creswell, 2012, p. 540) en el que se recogen y analizan datos tanto de tipo
cuantitativo como cualitativo. En términos generales, la investigacion se estructuro en
tres fases: disefio de las tareas, implementacion y recogida de informacion y analisis de
los datos. A continuacién, detallamos los aspectos metodoldgicos de cada fase.

6.1. Disefo

En el disefio y secuenciacion de tareas se han considerado la descomposicion ge-
nética del concepto de sucesion de Bajo Benito et al. (2019) y los niveles de demanda
cognitiva de Smith y Stein (1998). Las tareas se han disefiado con potencial para invo-
lucrar razonamientos abductivos, inductivos y deductivos (Peirce, 1934).

Con respecto a la descomposicion genética, en el caso de sucesiones look and say
no se manejaran expresiones algebraicas. Si podremos adoptar la descomposicion ante-
rior considerando entre los prerrequisitos la regla de formacion de la sucesion. El pun-
to 5 (seccidn 3) tendra poco peso porque, aunque distintos modos de representacion de
los términos (oral y escrito) surgen de manera espontanea desde las primeras tareas, no
tienen impacto directo en el disefio de las tareas.

Teniendo en cuenta la clasificacion de tareas matematicas de Yeo (2007, p. 19),
optamos por plantear tareas investigativas y abiertas desde el punto de vista de sus
objetivos y métodos de resolucion. Ademas, las respuestas son abiertas, por lo que se
ha decidido guiar a los alumnos mediante diversas tareas parciales en cada tarea.

6.2. Implementacién y recogida de informacién

Las tareas disefiadas se implementaron con un grupo de 31 alumnos de 4.° curso de
ESO en el Taller de Talento Matematico (de la Cueva, 2016) de la Universidad de Za-
ragoza. La sesion fue de 90 minutos en la tarde del 4 de mayo de 2018. Los alumnos
trabajaron en equipos (9 de tres alumnos y 1 de cuatro). La agrupacion fue aleatoria,
con un namero del 1 al 10 asignado a cada alumno a medida que entraba en el aula.

Durante los primeros 20 minutos se introdujo la sesion en gran grupo. Se preguntd
a los alumnos por su conocimiento acerca de sucesiones y mediante unas diapositivas
nombraban el término siguiente de algunas progresiones aritméticas y geométricas.
Tras ello, se hablé brevemente de otras sucesiones que no fueran progresiones ni arit-
méticas ni geométricas, mencionando la de Fibonacci. Luego se presentd la sucesion
look and say, que algunos alumnos conocian, y se introdujeron las sucesiones look and
say ordenadas. Tras esta introduccidn, que involucra el punto 1 de la descomposicién
genética, se realizaron las tareas en grupos. Se repartieron entre los grupos fichas en
las que debian dejar constancia escrita del trabajo. Las fichas de cada grupo diferian en
los valores numéricos proporcionados como datos. Durante esta segunda fase de la
implementacion, los grupos trabajaron de forma auténoma, si bien los dos primeros
autores respondian dudas mientras supervisaban y observaban.

La principal fuente de datos fueron las producciones de los alumnos en las fichas
que entregaron los grupos y en las que, ademas de las respuestas a las preguntas, se
pedia que indicaran sus justificaciones. De forma complementaria y para puntualmente
triangular analisis posteriores, los investigadores participantes en la implementacion
realizaron observaciones, inmediatas y diferidas (Postic y de Ketele, 1988).
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6.3. Andlisis de producciones de alumnos

El andlisis de las producciones en las respuestas a las tareas de las fichas entrega-
das siguié un enfoque doble. Por una parte, se llevo a cabo un analisis descriptivo del
contenido de las respuestas de los alumnos. En este caso, nos centramos en aspectos de
las respuestas como aciertos y errores detectados, o bien propiedades y conjeturas rea-
lizadas por los grupos. Este andlisis es de caracter inductivo y no pretende (pues el
tamario de la muestra tampoco lo permitiria) generar una categorizacion de las respues-
tas. Por otro lado, cuando se solicitaban justificaciones, estas se han analizado de for-
ma interpretativa, identificando los tipos de razonamiento presentes con el modelo de
Toulmin como instrumento.

7. Disefio de las tareas

Teniendo en cuenta las restricciones de tiempo en la sesion de trabajo para la im-
plementacidn, las tres tareas fueron las siguientes:

e Tarea 1: Formular una conjetura sobre el comportamiento asint6tico de la suce-
sion

e Tarea 2: Comprobar la conjetura sobre el comportamiento asintético de la su-
cesion y busqueda de propiedades adicionales

e Tarea 3: Usar las propiedades para el estudio del problema inverso
7.1. Tareal

El objetivo de esta tarea es que los alumnos estudien el comportamiento a largo
plazo de las sucesiones look and say ordenadas llegando a formular una conjetura so-
bre su caracter periddico (tras un numero de términos), asi como sobre la existencia de
periodos de distintas longitudes. Desde el punto de vista de la descomposicidn genética
descrita, se abordan principalmente los puntos 2 y 3 y parcialmente el 6. Para su im-
plementacidn, la tarea se subdivide en:

- Tarea 1.1. A partir de los cinco primeros términos de la sucesion con valor ini-
cial 1, pregunta cuales son los términos 6.2, 13.°y 35.° de esa sucesion.

- Tarea 1.2. Da un valor inicial (distinto del 1) que también origina un periodo de
longitud 1 y pregunta por los términos 2.2, 13.2 y 100.° de esa sucesion.

- Tarea 1.3. Da otro valor inicial que origina un periodo de longitud 2 o0 3y pre-
gunta por los términos 2.2, 13.° y 100.° de esa sucesion.

Las Tareas 1.1 a 1.3 son cerradas, puesto que se proporciona un valor inicial de-
terminado. Observamos que esta tarea implica fundamentalmente aspectos relaciona-
dos con el razonamiento abductivo (Figura 2).

C: Formulacion de una

D: Sucesiones conjetura sobre el

propuestas en las > comportamiento
Tareas 1.1 a 1.3 asintotico de la
sucesion
W: Patrones observados en las

Tareas 1.1a 1.3

Figura 2. Modelo de Toulmin aplicado a Tarea 1
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Desde el punto de vista de la demanda cognitiva, la Tarea 1 se mueve en los nive-
les bajos. La primera parte de cada una de las tres tareas (célculo de términos relativa-
mente bajos de la sucesidn) se ubica en el nivel de memorizacion, ya que no son ambi-
guas e involucran la reproduccion de reglas previamente trabajadas. La segunda parte
(célculo de un término lejano) se ubica en el nivel de procedimientos sin conexiones,
ya que no se establecen conexiones con conceptos subyacentes y las explicaciones que
se requieren se centran en describir el procedimiento utilizado.

7.2. Tarea 2

Para verificar la conjetura obtenida en la tarea anterior, introducimos un applet que
facilitara el calculo de los términos de las sucesiones look and say ordenadas con dis-
tintos valores iniciales. Creamos una web con informacion bésica, contextualizacion y
un applet de calculo de sucesiones look and say ordenadas. Este applet, a partir del
valor inicial de la sucesién y del niamero de términos a calcular, devuelve por pantalla
el nimero de términos solicitado. Para acceder a la web que aloja el applet, se proyecta
un codigo QR (Figura 3) que los alumnos leen con su mavil.

Figura 3. Codigo QR de la pagina web con la “calculadora look and say”

La Tarea 2 se lleva a cabo con la ayuda de esta herramienta. Desde el punto de vis-
ta de la descomposicion genética descrita, se abordan principalmente los puntos 6 y 7.
Para su implementacion se subdivide en:

- Tarea 2.1. Elegir distintos valores iniciales arbitrarios y, para cada uno, calcular
los términos 13.° y 100.° de la sucesion correspondiente.

- Tarea 2.2. Conjeturar el comportamiento a largo plazo de estas sucesiones.

La Tarea 2.1 es de exploracion y deja a los alumnos que experimenten. Se usa el
ordenador para generar un numero suficiente de casos particulares que permitan even-
tualmente la confirmacion de la conjetura formulada en la tarea anterior. Cierra la Ta-
rea 2.2 retomando la pregunta que constituye el objetivo. El razonamiento inductivo
(Figura 4) es el que predomina.

D: Conjetura )
) C: Aceptacion de la
obtenida en la »

Actividad 1

conjetura

W: Verificacion de la conjetura en

los casos particulares considerados

Figura 4. Modelo de Toulmin aplicado a Tarea 2

Desde el punto de vista de la demanda cognitiva, la Tarea 2 tiene dos partes. La ta-
rea 2.1 se corresponde con un nivel de memorizacion y es de baja demanda cognitiva
por los mismos motivos que en la tarea anterior. La tarea 2.2 es de alta demanda cogni-
tiva y se corresponde con un nivel de procedimientos con conexiones, dado que centra
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la atencién de los estudiantes en el uso de procedimientos para desarrollar mayores
niveles de comprension de ideas y conceptos matematicos.

7.3. Tarea 3

Esta tarea aborda el célculo de posibles términos anteriores a uno dado, por lo que
es un problema de caracter mas cerrado y abstracto. Obviando los casos triviales, el
término anterior a uno dado puede no existir o no ser Unico. El objetivo es que los
alumnos sean capaces de utilizar las propiedades descubiertas y aceptadas en las tareas
anteriores. Desde el punto de vista de la descomposicion genética descrita, se abordan
principalmente los puntos 4, 6 y 7. Para su implementacidon se subdivide en:

- Tarea 3.1. Indicar propiedades o caracteristicas especiales de los elementos de
las sucesiones look and say.

- Tarea 3.2. Calcular el término anterior a un valor dado en tres casos: uno en el
que existe y es Unico, otro en el que existe y no es Unico, y otro en el que no exis-
te.

- Tarea 3.3. Calcular el término anterior del anterior a un valor dado en dos ca-
SOS: en uno existe y en otro no.

La tarea 3.1 tiene un caracter mas abierto y sirve como recopilacién de propieda-
des descubiertas en las tareas anteriores. Las tareas 3.2 y 3.3 se basan en la aplicacion
de estas propiedades en la busqueda de los términos solicitados. Esta Tarea 3 involucra
principalmente razonamientos de tipo deductivo (Figura 5).

C: Término
D: Término de la solicitado o
sucesion *  justificacion de que

no existe
‘W: Propiedades aceptadas tras las actividades 1 y 2.

B: Regla de construccion de la sucesion.

Figura 5. Modelo de Toulmin aplicado a Tarea 3

Desde el punto de vista de la demanda cognitiva, las tres subtareas de la Tarea 3
son de alta demanda cognitiva y se ubican en el nivel de “hacer matematicas”. Todas
ellas requieren de un pensamiento complejo y no-algoritmico, necesitan de una cierta
exploracion y exigen que los estudiantes analicen la tarea buscando restricciones que
limiten posibles estrategias de resolucion.

8. Resultados de la implementacion
8.1. Resultados relativos a la Tarea 1

Tarea 1.1. Todos los grupos calculan correctamente los términos solicitados. Has-
ta el 13.° término no se produce ninguna repeticion, por lo que todos los grupos debie-
ron calcular a mano esos 13 primeros términos. A partir de ese término son todos ya
iguales, lo cual indicaron todos los grupos menos dos en su respuesta al calculo del
término 35.°. De los 8 grupos que aportan una explicacion, todos menos uno, indican
que a partir del 13.° la sucesion es periddica. El grupo restante habla de “al llegar a un
namero de términos” de forma genérica (Figura 6).
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¢ Cual es el término 35° de la sucesion? Justificad la respuesta

VAT LR Y Pe-gee al lleger o T I W) I e
(,,.-9(” 2 2008 M- a5 T A P e

Figura 6. Justificacion de un grupo al tercer apartado de Tarea 1.1

Los alumnos estan generando la idea de que la sucesion es periddica, por lo que el
razonamiento que se esta poniendo en juego es abductivo. Basta representar el modelo
de Toulmin asociado a las respuestas para ver que en este caso se trata, en particular,
de una abduccidn por patrones (Figura 7).

D: Los 15 primeros C: Al llegar a un n° de
términos de la ————————————— términos el mimero se repite y
sucesion la sucesion es siempre igual

W: Patron observado
Término 1% 1

Término 2° 11

Término 12%: 21322314

Término 13° 21322314

Figura 7. Modelo de Toulmin de una respuesta a Tarea 1.1

Tarea 1.2. De nuevo, todos los grupos calculan correctamente los términos solici-
tados y justifican de forma parecida a la de la tarea anterior (los dos grupos que no
aportan justificaciones siguen sin hacerlo). En esta tarea cada grupo parte de un valor
inicial diferente y en todos los casos la sucesion se estabiliza en un solo valor, aunque
el momento a partir del que esto sucede varia. Los grupos se expresan de forma practi-
camente idéntica a la tarea anterior. De hecho, uno de ellos hace mencion explicita a
que es la “misma sucesion” (Figura 8) y otro utiliza la expresion “entrar en bucle” para
referirse a la periodicidad.

1 miana ysé e on e en el / o @néehof

Figura 8. Justificacion del grupo 1 al tercer apartado de Tarea 1.2
Los grupos razonan de modo muy similar a la tarea previa, por lo que aparecen
mayoritariamente abducciones por patrones. Sin embargo, destaca la diferencia de jus-
tificacion del grupo 1, que en este caso es una abduccion por analogia (Figura 9).

D: El término 13° de la C: El término 13° es

sucesion de la tarea 1.1 el 21322314
esel 21322314
W: La sucesion de la tarea 1.2

y de la tarea 1.1 son la misma

Figura 9. Modelo de Toulmin de una respuesta a Tarea 1.2
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Tarea 1.3. Aparecen errores en el calculo de los términos de la sucesion. Dos gru-
pos calculan mal el segundo término cometiendo el mismo error, que consiste en orde-
nar mal. Por ejemplo, un grupo escribe 111715 en lugar de 111517. El Gnico grupo que
calcula mal el término 13° no es ninguno de los anteriores. El error en este caso consis-
te en omitir parte del término, escribiendo 611213141718 cuando deberia ser
6122132425161718. Dado que estos errores aparecen solo de manera puntual, pueden
ser achacables a despistes en el proceso de transcripcion y de recuento.

En el tercer apartado de la tarea todos los grupos calculan correctamente el tér-
mino 100.° (teniendo en cuenta que el grupo que calculé mal el 13.° es coherente con
su error). Dos grupos siguen sin aportar ningun tipo de justificacion o explicacion.

241313

Figura 10. Respuesta de grupo 7 al tercer apartado de Tarea 1.3

Tabla 2. Transcripciones literales de justificaciones de grupos en el 3.*" apartado de Tarea 1.3

Grupo Justificacion

1 Anpartir del 14 los pares llevan este nimero y los impares...

La sucesion sigue repitiéndose en el mismo ndmero. En este caso al ser par son 2-2
Porque todos se repiten a partir del n.° 6

A partir del 10.° los pares son asi y los impares son como el 13.°

[En blanco]

Se repiten dos nimeros, uno para los pares y otro para los impares

~N oo o1 A W DN

A partir del término 10 se repiten intercaladamente

A partir del nimero 13 los numeros pares llevan esta sucesion y los impares la ante-
rior
9  [En blanco]

Cada dos numeros se repite el mismo numero, uno corresponde a los pares y el otro

10 .
a los impares

Al ser la situacion un poco méas compleja, las explicaciones comienzan a ser mas
diversas (Tabla 2). Tres de los grupos no mencionan explicitamente el momento a par-
tir del cual la sucesion se “estabiliza”. El grupo 2 tiene problemas para explicarse pues
dice que sigue repitiéndose el mismo ndmero, pero luego habla del caso par. Todos los
grupos hacen mencion explicita a términos pares e impares, sélo el grupo 7 (Figura 10)
utiliza una expresion genérica: “repetirse intercaladamente”. En esta tarea, en todas las
respuestas satisfactorias aparecen razonamientos de tipo abductivo, mas concretamente
encontramos abducciones por patrones (Figura 11).
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D:Los 13 C: A partir del término 10°

primeros » serepiten intercaladamente
términos de la 314213241517 (impares)

sucesion. 412223241517 (pares).

‘W': Patr6n observado
Término 1°: 175

Término 2% 111517

Término 10°: 412223241517
Término 11°: 314213241517
Término 12°: 412223241517
Término 13°: 314213241517

Figura 11. Modelo de Toulmin de la respuesta de grupo 7 a Tarea 1.3

8.2. Resultados de la Tarea 2

Tarea 2.1. Puesto que a partir de esta tarea los grupos ya disponian de la herra-
mienta informatica para realizar los calculos, desaparecen errores de transcripcion y
recuento. Esta tarea implicaba la seleccion libre, por parte de los alumnos, de los valo-
res iniciales de las sucesiones estudiadas. En la Tabla 3 se dan los valores elegidos por
cada uno de los 10 grupos. El grupo 9 s6lo escribe un nimero y no rellena la ficha.

Tabla 3. Valores iniciales elegidos por cada grupo en Tarea 2.1
Grupo Valores
1 12,7,10,5,4,6
21,100, 70, 29, 84, 22
17,211, 1408, 99, 63882, 777
761, 11121314, 581, 12486, 879, 91234

28, 224,99, 19, 712, 100

47,73, 69, 83, 42, 22
1711, 0211, 0810, 2002, 45, 2018
22, 333, 10, 123, 24, 555

© 00 N o O b~ w DN

555

[EEN
o

465, 15, 5730, 999, 333, 0

Los alumnos propusieron mayoritariamente numeros de 2 y de 3 cifras (Figura
12). Resulta interesante la aparicion muy numerosa de la cifra 0 (de los 55 nimeros
propuestos, 10 incluyen 0). También es resefiable que 3 grupos han abordado el caso
del 22 que es el Unico valor para el que la sucesion es constante.
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2%

5%

13%

42%
29%

Figura 12. Distribucién del nimero de cifras en los valores iniciales elegidos en Tarea 2.1

Tarea 2.2. Tenia un caracter totalmente abierto y en ella se pretendia recoger las
conclusiones a las que los alumnos pudieran haber llegado tras su trabajo anterior. En
la Tabla 4 se transcriben las conjeturas de cada uno de los grupos.

Tabla 4. Trascripciones literales de las conjeturas formuladas por los grupos en Tarea 2.2

Grupo Justificacion

Al cabo de varios nimeros, la sucesién comienza un moédulo que se repite cada x

1 .
ndmeros
Los nimeros que forman el propio término seguro que aparecen en la sucesion

Llega algun punto en el que dejan de ser todos diferentes y pasan a seguir un patron

2
3
4 Todos ellos, al llegar a cierto nimero, convergen a un valor ciclico de nimeros
5 Llegados a un nimero los términos comienzan a repetirse o a alternarse

6

Son convergentes y repiten y mantienen un término

Ciertas sucesiones llegadas a cierto término se repiten. Otras se repiten intercala-
damente (de 1, de 2 y de 3)

8 A partir de cierto nimero se repite la sucesion

7

9  El ndmero varia hasta llegar + o — al a0 que se repite de forma periddica

10 Entraen bucle a partir de un término caracteristico de cada valor inicial

Todos los grupos menos uno (grupo 2) orientan su conjetura hacia el comporta-
miento asint6tico. Dos grupos (6 y 8) conjeturan que la sucesion es eventualmente
constante y siete grupos (1, 3, 4, 5, 7, 9 y 10) conjeturan que se llega a ciclos. De ellos,
solo dos (5 y 7) concretan las posibles longitudes de los ciclos. El grupo 9 (Figura 13)
hace una estimacion del tiempo que tardan en aparecer los ciclos.

; P 3
/ [ hW @& raes ,‘1@\6& \"‘*j&(‘ < ‘((

N | r“,r‘. --4L_', o
q'(‘ q e R 7\\'}»\\ fe e } Ma /\v-/'"\«"\(}(c,,u\

Figura 13. Respuesta del grupo 9 a Tarea 2.2

Si bien el razonamiento abductivo es el que se pone en juego a la hora de elaborar
una conjetura, esta ha sido obtenida en las tres primeras tareas, por lo que se considera
que el razonamiento abductivo no predomina en esta actividad. Las Tareas 2.1y 2.2
tienen como objetivo el someter dicha conjetura a pruebas mediante la calculadora
look and say. Por ello, los razonamientos en uso son inductivos (Figura 14).
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D: El nimero varia hasta

llegar + o — al aio que se N C: Se acepta la

repite de forma periédica conjetura
W: Se verifica en todos los
casos estudiados en la
Tarea 2.1 y en mas casos
explorados con la

calculadora “look and say”

Figura 14. Modelo de Toulmin de la respuesta del grupo 9 a Tarea 2.2

8.2. Resultados de la Tarea 3

Tarea 3.1. Aunque al igual que en la Tarea 2.2 estamos ante una situacion abierta,
aqui la variedad de respuestas es mayor debido a que se trata de la primera tarea de
esta segunda actividad. La Tabla 5 recogen los enunciados dados por cada grupo.

Tabla 5. Transcripcion literal de las caracteristicas sefialadas por los grupos en Tarea 3.1

Grupo Caracteristicas
1 [En blanco]
2 [En blanco]

9

10

Cada sucesion sigue distinto patrdn, ya sea de dos en dos, de tres en tres, ... de una
enuna...

Todas acaban en el mismo nimero

Todas tienen un ndmero par de cifras

Acaban en el niUmero mas grande que tienen

Todos, salvo el primero, tienen un nimero par de digitos

Todos tienen un nimero par de cifras

Tienen siempre un namero par de cifras, van en parejas
Las parejas se colocan en orden respecto al segundo miembro
Todos ellos son numeros naturales

El nimero de cifras con respecto a los términos varia de dos en dos cada dos térmi-
nos

El nimero de cifras es siempre par y como mucho pueden ser 20

A partir de cierto nimero se repite la sucesion

El nimero de cifras salvo el primero en algunos casos es siempre par
En cada namero las cifras pares van en orden creciente

Que al final se sigue repitiendo constantemente el mismo ndmero o varios

El nimero o nimeros que se empiezan a repetir tienen 20 digitos 0 menos, puesto
que hay un limite combinaciones posibles con 20 digitos

El grupo 9 no habla de caracteristicas de los elementos, sino que solo vuelve sobre
la “periodicidad”. Los grupos 3y 8 repiten este tema, pero también aportan otras pro-
piedades referidas a los elementos. Asi pues, son siete los grupos que sefialan, al me-
nos, una caracteristica o propiedad sobre los elementos de la sucesion. De ellos, dos (el
5y el 10) unicamente sefialan una caracteristica, otros cuatro (el 3, el 4, el 6 y el 8)
sefialan dos caracteristicas y uno (el 7) sefiala cuatro caracteristicas.
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= Paridad del nimero
de cifras

Cifra final

Cifras paresen orden
creciente

20cifras o menos

= Otros
Figura 15. Caracteristicas sefialadas por los grupos en Tarea 3.1

Como vemos en la Figura 15, la propiedad mas repetida es la paridad del namero
de cifras. De los seis grupos que lo mencionan, dos concretan que es asi salvo quizas
para el primer término. Los dos enunciados clasificados como “otros” provienen del
grupo 7. En la Figura 16 vemos las caracteristicas dadas por uno de los grupos.

A ,,u\‘;\, A de ciente wdnmein A« tepicte Ve AU e Gin
< \ nSnmene de e\ Aol {
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Figura 16. Respuesta del grupo 8 a Tarea 3.1

Tarea 3.2. En el primer apartado, habia una solucion Gnica no trivial y las respues-
tas de todos los grupos fueron correctas. En el segundo apartado, habia multiples solu-
ciones no triviales, lo que conlleva mayor variedad en las respuestas de los alumnos.
Un grupo lo deja en blanco. Todos los demas logran dar una solucidn, si bien solo cua-
tro de ellos dan todas las opciones posibles (permutaciones de una solucidn cualquiera,
ver Figura 17). El grupo 8 escribe que “segun el orden de los digitos tiene distintas
soluciones”.

Valor 2819

Q9d , A&  gag
Figura 17. Todos los posibles anteriores al 2819 en Tarea 3.2

En el tercer apartado no existia un término anterior no trivial al valor dado, aunque
por razones distintas segun los grupos. En los grupos 1, 2, 3, 6, 8 y 10 se debia al or-
den de las cifras, y en los grupos 4, 5, 7y 9 a la cantidad de cifras. La mayor dificultad
se ve reflejada en que tres grupos la dejan en blanco. Otros dos grupos dan un posible
término anterior que no tiene sentido. Dos grupos (en los que el Unico problema esta
en el orden) dan posibles anteriores que son correctos si la sucesion no tuviera en
cuenta el orden. Un grupo da una solucion trivial correcta (Figura 18).
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Valor 135

Figura 18. Término anterior trivial en Tarea 3.2

Tienen especial interés las respuestas de los alumnos que podian vislumbrar que
no existia elemento anterior no trivial. S6lo dos grupos sefialan que no hay término
anterior, aunque ninguno aporta justificacion explicita en sus producciones escritas.
No obstante, en la produccion de uno de ellos, el grupo 3, si se puede interpretar algin
tipo de uso implicito de razonamiento de tipo deductivo para concluir que el término
anterior no existe utilizando las propiedades descritas en la Tarea 3.1 (Figura 19).

Valor 3241

2224
TR
NO TienE,

Figura 19. Respuesta de grupo 3 a Tarea 3.2

El argumento utilizado para determinar que no existe término anterior no es expli-
cito, pero se puede deducir de las marcas realizadas en el valor dado (Figura 20).

D: El término n-ésimo C: NO TIENE

v

de la sucesion es 3241 (término anterior)
W: En cada niimero (de una
sucesion l.a.s.) las cifras pares
van en orden creciente.

B: Reglas de logica

Figura 20. Modelo de Toulmin de la respuesta de grupo 3 a Tarea 3.2

Tarea 3.3. En el primer apartado hay al menos una solucién no trivial. Dos grupos
no lo abordan correctamente: uno lo deja en blanco y el otro s6lo da el termino anterior
(y no el anterior del anterior). De los ocho grupos restantes, la mayoria (seis) se limitan
a dar una posibilidad correcta para cada término pedido. Unicamente dos grupos dan
todas las posibilidades correctas no triviales para los dos valores (Figura 21).

Valor | 3516 I
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Figura 21. Respuesta correcta al primer apartado de Tarea 3.3
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En el segundo apartado no hay solucién no trivial para el término pedido, aunque
en todos los casos existe al menos un término anterior no trivial al dado. Un grupo
sigue dejando en blanco el apartado, mientras que otro no da correctamente el valor
anterior. De los ocho grupos que dan correctamente un término anterior al dado, solo
Ccuatro escriben algo sobre el término “anterior del anterior”. Dos grupos dan una solu-
cion trivial (Figura 22) y los otros dos grupos afirman sin justificacion explicita que no
existe el término anterior al anterior.

e

333

Figura 22. Respuesta trivial correcta al segundo apartado de Tarea 3.3

Como en la Tarea 3.2, nos centramos en la respuesta del grupo 3. Este grupo ha
dado un valor incorrecto del término anterior; sin embargo, en su respuesta se intuye la
utilizacion de un razonamiento de tipo deductivo que les permite concluir que no exis-
te término anterior del anterior (Figura 23).

Valor 31

333 —> cumerr W"/

Figura 23. Respuesta de grupo 3 a Tarea 3.3

En la Tarea 3.1. este grupo sefialo (Tabla 5) que todos los términos de la sucesion
deben tener un namero par de cifras. En su respuesta, parecen hacer uso de esta pro-
piedad al indicar que el término 333 debe ser el “nimero inicial” y por tanto no tiene
anterior (Figura 24).

D: El término n-ésimo C: No dan respuesta
de la sucesién es 31 »  (no existe término n-
2 ésimo)

W: Todos, salvo el primero,
tienen un nimero par de digitos.
B: Reglas de logica
Figura 24. Modelo de Toulmin de la respuesta de grupo 3 a Tarea 3.3

9. Discusién

El trabajo con tareas basadas en las sucesiones look and say permite abordar diver-
sos elementos del curriculo de matemaéticas de secundaria, sirven como contraejemplos
de muchas concepciones erroneas detectadas en estudiantes vinculadas al concepto de
sucesion (Przenioslo, 2006) y, ademas, coincidimos con Barton et al. (2004) en que no
requieren de conocimientos especificos y se plantean facilmente.
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La descomposicion genética del concepto de sucesion en Bajo Benito et al. (2019)
ha resultado util en el disefio y secuenciacién de las actividades. En este sentido, este
trabajo proporciona una cierta validacion experimental de la misma (Asiala et al.,
1996) incluso en el contexto de las sucesiones look and say, que no coincide exacta-
mente con el considerado por los autores anteriores. Por ejemplo, hemos visto que
nuestro disefio no tenia en consideracion distintos modos de representacion o que ha
sido necesario ampliar los prerrequisitos. Por ello, pensamos que la consideracion de
sucesiones similares a la utilizada en este trabajo puede servir para completar la des-
composicion genética del concepto de sucesién como lista numérica. Podria ser intere-
sante mejorar el disefio de nuestras tareas incorporando diferentes modos de represen-
tacion (Weigand, 2004) que permitan a los estudiantes establecer razonamientos visua-
les (Alcock y Simpson, 2004).

Bajo Benito et al. (2019) indican que las sucesiones recurrentes son un elemento
matematico clave ligado al concepto de sucesion como lista numérica y se vinculan a
niveles mas avanzados de comprension del concepto de sucesion que el trabajo con
términos generales. Por otro lado, la realizacion de tareas basadas en estas sucesiones
puede contribuir a reducir la identificacion errénea entre los conceptos de sucesion
numérica y progresion sefialada, por ejemplo, en Bajo Benito et al. (2015).

Las sucesiones look and say han supuesto un contexto adecuado para el disefio de
actividades de alta demanda cognitiva en las que intervienen los tres tipos de razona-
miento de Pierce, especialmente el abductivo y el inductivo. En cuanto al razonamien-
to deductivo, esta presente en las tareas asociadas al estudio del problema inverso, que
han podido ser abordadas exitosamente por algunos alumnos. Otro tipo de tareas con
razonamiento deductivo estarian vinculadas a la demostracion de las conjeturas gene-
radas en la Tarea 2. Por su naturaleza, este tipo de tarea excede el nivel de secundaria,
si bien se han llevado a cabo a nivel universitario (Barton et al., 2004).

La implementacion de la secuencia transcurrio sin incidentes y los investigadores
que intervinieron en su desarrollo observaron una alta implicacion de los alumnos, que
se incremento en las tareas en que se utilizaron medios tecnolégicos, en la linea de lo
reportado en el trabajo de Weigand (2004). Por otro lado, constataron dificultades en
algunos de los estudiantes a la hora de verbalizar sus conjeturas y justificaciones.

En las Tareas 1y 2, los alumnos fueron capaces de abordar con éxito las tareas de
caracter mas mecénico o algoritmico, relacionadas con el céalculo de términos de la
sucesion. La estructuracion de la secuencia de actividades en distintas tareas se revelo
adecuada; practicamente la totalidad de los grupos terminaron por formular personal-
mente la conjetura y aceptar la propiedad de periodicidad de las sucesiones.

En la Tarea 3.1, en la que se pide indicar propiedades o caracteristicas especiales
de los elementos de las sucesiones mas alla de la propiedad de periodicidad, se ha en-
contrado una relativa riqueza en las respuestas de los alumnos (Tabla 4), incluso sefia-
lando propiedades no esperadas por los investigadores al disefiar la actividad. En este
sentido, es destacable el hecho de que muchas de las conjeturas realizadas van en la
linea de identificar patrones o caracteristicas “estructurales” de los términos.

Por otra parte, consideramos que especialmente la Tarea 3 constituye una actividad
de alta demanda cognitiva. Entre otras cosas requiere de los alumnos pensamiento no
algoritmico, asi como que exploren y comprendan la naturaleza de los conceptos ma-
tematicos, procesos o relaciones (Smith y Stein, 1998).
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Las respuestas de algunos alumnos (especialmente los del grupo 10) muestran ras-
gos interesantes. Por ejemplo, en el segundo apartado de la Tarea 3.2 (Figura 17) dan
todos los resultados correctos posibles, mientras que en el primer apartado de la Tarea
3.3 (Figura 21) hacer esto llevaria mucho tiempo por lo que cambian de estrategia
dando una solucion e indicando que cualquier reorganizacion de esos digitos también
constituiria una solucion vélida. Del mismo modo en el segundo apartado de la Tarea
3.3 (Figura 22), al no poderse encontrar una solucion al problema utilizando las técni-
cas que anteriormente han tenido éxito, se presenta una solucién original.

Algunos de estos rasgos se corresponden con los sefialados por Jaime y Gutiérrez
(2017) en relacién con alumnos de altas capacidades. Esto abre la puerta a estudiar la
posibilidad de que esta secuencia de tareas pueda servir como punto de partida para el
disefio de una herramienta de deteccion de altas capacidades en alumnos participantes.
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based on the look and say sequence
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The school treatment of sequences is usually focused on computations and, in particu-
lar, centered in computations involving arithmetic and geometric progressions. This
treatment produces a wrong identification between numerical sequences and progres-
sions. Thus, it might be interesting to introduce in the classroom numerical sequences
that can be easily defined, but which are neither arithmetic nor geometric progressions.
For this purpose, we decide to use the so-called ‘ordered look and say’ sequences.
These sequences are a version of the ‘look and say’ sequences introduced and popular-
ized by Conway (1986). Our main goal was to design and implement a set of tasks
dealing with these sequences. In the design process, we took into account the genetic
decomposition of the concept of sequence and the cognitive demand levels of the
tasks. In addition, we wanted the activities to promote the three types of reasoning de-
fined by Peirce (deductive, inductive and abductive). The tasks were implemented in a
90 minutes session with 10th graders (15-16 years) enrolled in the “Taller de Talento
Matematico” program, which takes place at the University of Zaragoza and involves
extracurricular lectures and workshops carried out with students with great interest in
mathematics. The written productions of these students were later analyzed. We ob-
served the three types of reasoning in the student productions. Most students were able
to complete tasks with a high level of cognitive demand, even though some showed
difficulties verbalizing their conjectures and justifications. The theoretical tools used in
order to design the tasks (genetic decomposition, cognitive demand levels) revealed
useful in the process. The structure and sequencing of the tasks were also helpful in
order to help the students in completing all the tasks and in stating their own conjec-
tures. Toulmin diagrams were used to analyze some aspects of student responses. Fi-
nally, we observe that some responses include features common in students with high
mathematical skills (Jaime y Gutiérrez, 2017). Hence, the designed tasks could eventu-
ally serve to identify mathematically gifted students.
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