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Resumen

El objetivo de este articulo es responder la pregunta: ¢Cual es el significado del objeto matemati-
co derivada para un grupo de futuros ingenieros? Se usa como referente tedrico el Enfoque Ontose-
midtico del Conocimiento y la Instruccién Matematicos (EOS). En la metodologia se considera una
reconstruccion de los significados parciales de la Derivada para el disefio y aplicacion de un cuestio-
nario con ocho tareas para identificar el uso de esos significados parciales y, utilizando el método de
analisis ontosemidtico, se analizaron las respuestas de los participantes. Con los resultados se concluye
que el significado parcial predominante estd vinculado con la idea de recta tangente a la gréafica de la
funcién original y se observo la preferencia por el uso del registro gréafico en lugar del tabular. Se
cierra con algunas reflexiones sobre las tareas que deben contemplarse en los cursos de Calculo dirigi-
dos a la formacion de ingenieros.
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Meanings on the derivative evidenced by Engineering students at a Mexican university
Abstract

This paper’s goal is to answer the question: What is the meaning of the mathematical object De-
rivative for a group of future engineers? The Ontosemiotic Approach to Mathematical Cognition and
Instruction (OSA) is used as theoretical reference. The methodology considers a reconstruction of the
Derivative’s partial meanings for the design, and application of a questionnaire with eight tasks to
identify the use of these partial meanings. The participants' responses were analyzed using the on-
tosemiotic analysis method. We conclude that the predominant partial meaning is linked to the idea of a
tangent line to the graph of the original function, with the observation of the preference for the use of
the graphic register instead of the tabular one. We close the paper with some reflections on the tasks
that Calculus courses specialized for engineers should consider.

Keywords. Derivative; partial meanings; engineering education; calculus’ teaching.

1. Introduccion

En el area de Educacion Matematica se ha considerado relevante investigar sobre
las conexiones matematicas y se ha generado un cierto consenso sobre su fomento en
los procesos de instruccidon de esta materia. La relevancia que se otorga al estableci-
miento de conexiones matematicas esta relacionada con la importancia que se da a la
reflexion sobre la complejidad de los objetos matematicos (y en su articulacion) en
algunos de los marcos teoricos del area. En el Enfoque Ontosemiotico de la Cognicién
y la Instruccion Matematicas (EOS) (Godino et al., 2019) se modeliza la complejidad
de los objetos matematicos por medio de significados parciales y se considera que el
estudio de los diferentes significados de un objeto matematico es un tema relevante de
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investigacion. En este enfoque, los significados parciales se modelizan en términos de
practicas matematicas y de las configuraciones de objetos primarios que las activan.
Para la realizacion de una practica matematica y para la interpretacion de sus resulta-
dos como satisfactorios se necesita poner en funcionamiento objetos matematicos. Si
consideramos, por ejemplo, los objetos matematicos que participan en la realizacion y
evaluacion de la préctica que permite resolver una situacion-problema vemos el uso de
lenguajes verbales, simbdlicos, etc. Estos lenguajes son la parte ostensiva de una serie
de conceptos, proposiciones y procedimientos que intervienen en la elaboracion de
argumentos para decidir si las acciones simples que componen la practica matematica
son satisfactorias. Asi, cuando se realiza y evalla una préactica matematica, se activa un
conjunto formado por problemas, notaciones, definiciones, proposiciones, procedi-
mientos y argumentos.

En relacion con el calculo en las carreras de Ingenieria, la expectativa es que sirva
como base para un desarrollo académico y escolar apropiado, como también para un
desempefio laboral tras el egreso del estudiante de la universidad. Por tanto, se espera
que se cumpla con lo sefialado por Gnedenko y Khalil (1979) en el sentido de que las
matematicas se convierten para los ingenieros en un método potente, flexible y util de
interpretar fendmenos, particularmente los relacionados con las ciencias, la ingenieria
y la industria. Se trata de que los ingenieros sean competentes en el uso de matemati-
cas para la resolucion de problemas de su profesion; en consecuencia, es necesario que
los profesores de matematicas en la carrera de ingenieria tengan en cuenta, en sus pro-
cesos de instruccion, la complejidad del objeto matematico que se pretende ensefiar.

Dada esta importancia que se ha dado al calculo en la formacién de ingenieros, se
ha propiciado un interés por estudiar su aprendizaje en ese contexto (e. g. Bingolbali et
al., 2007; Cuevas et al., 2018; Gnedenko y Khalil, 1979; Pino-Fan et al., 2018; Romo-
Véazquez, 2014).

Artigue et al. (2007) presentan resultados sobre las diferencias en las formas de
concebir las matematicas por parte de estudiantes de Matematicas y los de Ingenieria.
Bingolbali et al. (2007) abordan una linea similar de investigacion y muestran que los
estudiantes de Ingenieria usan la derivada vinculada a la nocion de cambio, es decir,
una concepcidn fisica de movimiento, mientras que, para el caso de carreras de Mate-
maticas, el énfasis se pone en una relacion grafica, no fisica, vinculada con la pendien-
te de la recta tangente. En un contexto longitudinal entre niveles educativos, Ariza y
Llinares (2009) reportan que las preferencias en el uso de los distintos registros de re-
presentacion semidtica son diferentes dependiendo del nivel educativo (bachillerato o
licenciatura), aunque reconocen la necesidad del buen manejo de varios registros para
tener mayor grado de comprension del concepto.

Pino-Fan et al. (2018) se han centrado en el estudio de los significados que los es-
tudiantes de Ingenieria le asignan a la antiderivada a fin de identificar significados
parciales del objeto matematico que emergen en sus practicas matematicas. El interés
de identificar estos significados parciales proviene del hecho de que los objetos mate-
maticos tienen un significado holistico compuesto por un conjunto de significados par-
ciales desde el punto de vista historico. Pino-Fan et al. (2011) hacen un estudio histori-
co de la evolucion de la nocién de derivada e identifican nueve significados parciales,
que van desde la idea de recta tangente en la Geometria griega, hasta la definicion
formal basada en la nocion de limite, pasando por las ideas de variacidn propuestas por
Newton o vinculadas al estudio de los fendmenos fisicos. Se propone que el significa-
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do holistico del objeto matematico derivada viene a ser la conjuncion de los nueve
significados parciales identificados.

Cada uno de los significados parciales esta vinculado a ciertas ideas y nociones
existentes en el contexto cientifico y filos6fico en el cual se desarrolla, porque en su
momento respondio a sistemas de practicas especificos que pertenecieron a las perso-
nas que participaron en su desarrollo dentro de contextos especificos. Ademas, estos
significados parciales pueden privilegiar el uso de ciertos registros de representacién
semioticos (Duval, 1993) por encima de otros. Esto toma relevancia no sélo porque
cada estudiante tiene sus practicas matematicas al momento de abordar el aprendizaje
de un objeto matematico, las cuales son producto de su misma formacion académica y
contexto personal, sino porque algunos de estos significados parciales tienen mayor o
menor relevancia, por los sistemas de précticas involucradas en su desarrollo, en la
formacion y desenvolvimiento de una cierta comunidad de personas que las aplica, que
en este caso seria la comunidad de ingenieros.

Existen propuestas en la literatura actual orientadas especificamente al estudio del
calculo considerando las practicas matematicas ajustadas a la comunidad de ingenie-
ros. Este es el caso de propuestas como Arcos (2019), que privilegian el uso de los
infinitesimales, ya que considera que la aproximacion basada en limites es laboriosa,
poco intuitiva y alejada de la realidad, aunque sea la mas utilizada actualmente (Arcos
y Sepulveda, 2014). Pino-Fan et al. (2013), al realizar un estudio sobre los significados
de la derivada que pretende el curriculo de bachillerato en México, identificaron que
solo se movilizaba el significado parcial vinculado a la nocion de limite de cociente de
incrementos, el ultimo en el desarrollo histérico. Orts et al. (2016) analizaron libros de
texto del bachillerato espafiol y reportaron que no se hace explicito el paso entre los
tipos de concepcion de la derivada que se han desarrollado a lo largo de la historia de
las matematicas.

Lo anterior entra en conflicto con las observaciones de Hitt (2005), quien hace
hincapié en promover la visualizacion matematica utilizando diferentes representacio-
nes, lo cual “impulsara a los estudiantes a un nivel mas profundo de 1os conceptos pro-
pios del calculo” (p. 106). En este sentido, esta de acuerdo en que se desarrollen mate-
riales que consideren apropiadamente herramientas digitales que permitan no sélo las
representaciones algebraicas, sino representaciones gréaficas.

Asi pues, en general la Derivada, en los procesos de formacion de ingenieros, ha
sido centro de atencién de estudios de tipo cognitivo e instruccional (Artigue et al,,
2007). En estos estudios ha quedado en evidencia las dificultades que existen en su
ensefianza y en su aprendizaje.

El objetivo de esta investigacion es responder la pregunta: ¢Cudl es el significado
del objeto matematico derivada para un grupo de futuros ingenieros? Con esto se busca
aportar informacion académica orientada a cambios curriculares que consideren los
significados que tienen y desarrollan los alumnos para considerar lo que ellos mismos
requieren para su practica futura como ingenieros.

2. Marco teérico

El significado de los objetos matematicos se concibe desde una perspectiva prag-
maética-antropoldgica que considera la relatividad del contexto en el cual son utiliza-
dos. Es decir, el significado de un objeto matematico puede ser definido como el sis-
tema de practicas operativas y discursivas que una persona (0 una comunidad, deno-
minada “institucion”) lleva a cabo para resolver cierto tipo de problemas en los cuales
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los objetos considerados intervienen (Godino et al., 2007). Con base en esto se pueden
considerar los significados de un objeto matematico desde dos perspectivas: la institu-
cional y la personal. En el EOS se recurre a la nocion de configuracion epistémica que
permite un analisis mas preciso de los objetos matematicos primarios y su red de rela-
ciones: problemas, elementos de lenguaje, definiciones, proposiciones, procedimientos
y argumentos. Todo esto desde el punto de vista de la institucién (comunidad) de refe-
rencia que es la matematica. Ahora bien, cuando se consideran estos objetos y su red
de relaciones desde el punto de vista de los individuos se habla de configuraciones
cognitivas. Para el analisis que se presentara, se ha tomado la nocion de configuracion
cognitiva de los estudiantes de Ingenieria.

Se ha considerado Pino-Fan et al. (2011), un estudio ontoldgico e histérico del
concepto de derivada con nueve configuraciones epistémicas que consideran significa-
dos parciales del significado holistico del objeto derivada. Estas configuraciones estan
vinculadas con sus respectivos contextos histdrico-filosoficos y son: 1) practicas para
encontrar rectas tangentes en la matematica; 2) estudios sobre la variacién en la edad
media; 3) el uso de métodos algebraicos para hallar rectas tangentes a curvas; 4) con-
cepciones cinematicas para el trazado de tangentes; 5) las ideas intuitivas de limite
para el calculo de maximos y minimos; 6) el uso de métodos infinitesimales en el
calculo de tangentes; 7) el calculo de fluxiones; 8) el calculo de diferencias; y 9) la
concepcion de derivada como limite. A su vez, por la “afinidad” en el tipo de practicas
matematicas involucradas, las clasificaron en tres tipos de configuraciones epistémi-
cas: A) tangentes (1, 3, 6 y 8); B) variaciones y velocidades (2, 4y 7); y C) limites (5 y
9). Se observa cdmo el nivel de complejidad en términos semiéticos y de abstraccion
aumenta conforme se avanza en el desarrollo historico.

3. Aspectos metodoldgicos

En el desarrollo y presentacion de la investigacion, se consideran los siguientes
pasos: 1) se exhibe una reconstruccion del significado holistico del objeto matemaético
derivada, concretado en nueve significados parciales; 2) se disefia un cuestionario con
tareas mediadoras de significados; y 3) se aplica el cuestionario y se analizan de mane-
ra cualitativa y cuantitativa las respuestas de participantes. Primo, sin embargo, una
metodologia cualitativa, dado que es estudio exploratorio orientado a la observacion de
variables cualitativas, aunque se utiliza estadistica descriptiva para complementar con
un andlisis de porcentajes de variables cuantitativas como es un grado de exactitud.

3.1. El cuestionario

El cuestionario fue disefiado para identificar los significados usados por los estu-
diantes sobre la Derivada a través de sus practicas matematicas. El cuestionario fue
aplicado en una sesion de dos horas y esta conformado por ocho tareas, las cuales iden-
tificamos con la letra T y el nimero respectivo (algunas incluyen subtareas). Estas ta-
reas estan relacionadas con los significados parciales primarios de la derivada que
Pino-Fan et al. (2011) identificaron a partir del estudio historico-epistemolégico en el
que muestran el significado holistico de referencia de la derivada. La Tabla 1 muestra
las caracteristicas generales de cada tarea.
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Tabla 1. Resumen de caracteristicas de las tareas del cuestionario

Tarea

Practica matematica
esperada

Representacion
activada

Significado
parcial activado

T1: Significado de derivada
en un punto

T2: Significado de derivada
como funcion

T3: Célculo de derivada de
una funcién en un punto a
partir de una grafica

T4: Estimacion de derivada
de una funcién a partir de
una tabulacion

T5: Identificacion de punto
critico y su relacién con la
recta tangente

T6: ldentificacion de
variaciones de la funcion
derivada a partir de la
representacion grafica de la
funcién original

T7: Representacién de
funcién derivada a partir de
la grafica de una funcién a
trozos

T8: Identificacion de caso
en que no es derivable la
funcién y la relacion con la
recta tangente

Descripcion de significados
personales de derivada en un
punto

Descripcion de significados
personales de funcion
derivada

Relacion entre pendiente de

la recta tangente a la gréfica

de la funcion en un punto y
derivada

Tratamiento de derivada

como razoén de cambio en

representacion tabular de
una funcion

Relacion entre recta tangente
horizontal y existencia de un
punto critico en la curva

Identificacién de
propiedades de la funcién
derivada a partir de
comportamiento de la
gréfica de una funcion

Relacion de variacién de una
funcion a trozos con
representacion de la funcién
derivada

Relacion entre valor donde
hay un “pico” en la grafica y
existencia de recta tangente

Verbal/escrita

Verbal/escrita

Gréficay
simbdlica

Tabular y
simbdlica

Simbélica

Gréfica

Gréficay
simbélica

Gréficay
simbdlica

Holistico

Holistico

Tangentes

Variacion/Razén

de cambio

Tangente/
Maximos y
minimos

Variacion/
Maximos y
minimos

Tangente/Limites

Tangente/Limites

3.2. Participantes y contexto

El cuestionario se aplicé a una muestra por conveniencia de estudiantes de Inge-

nieria de tres grupos de una institucién superior publica en México. El primer grupo
consto de 26 estudiantes, el segundo de 39 y el tercero de 25, por lo que en total 90
estudiantes participaron. El requisito esencial fue que al momento de la recoleccién de
la informacidn ya hubiesen cursado la asignatura de calculo diferencial.

Para determinar si los tres grupos se comportaron de manera similar al contestar,
se compararon las respuestas correctas, parcialmente correctas e incorrectas en cada
grupo y se aplico una prueba de hipdtesis de analisis de varianza (ANOVA). Encon-
tramos que, con un grado de confianza de 95 %, no hay diferencias significativas en
los grupos de estudiantes de Ingenieria que participaron. En consecuencia, los 90 estu-
diantes fueron considerados como una sola muestra.

Al momento de la aplicacion del instrumento no se proporciond informacion u
orientacion adicional a los participantes en cuanto el contenido del cuestionario y sus
respuestas. Durante la aplicacién no hubo interaccion con el profesor de los cursos.
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4. Resultados

En esta seccion se presenta el analisis de los resultados de seis tareas del cuestio-
nario. Omitimos el analisis de la T5 y de la T8, dado que no se obtuvo mayor informa-
cién por la gran cantidad de respuestas incorrectas y/o abstencidn de respuestas, lo cual
indica un nivel de complejidad de estas tareas.

4.1. T1y T2: Significados de derivada en un punto y como funcién

Por las similitudes de ambas tareas, su analisis se hace de manera conjunta, pues
en ambos casos la intencion fue que los alumnos expresaran sus significados persona-
les con la diferencia de que, en la primera tarea, el foco era para el caso particular de
un valor del dominio (derivada en un punto) y, en la segunda, se orienté a la generali-
zacion de todos los valores del dominio (derivada como funcion), como se puede evi-
denciar en el enunciado especifico de la tarea:

T1: ;{Qué es para ti la derivada de una funcién en un punto?
T2: ;Qué es para ti la funcion derivada?

Dentro de los resultados tenemos que el 35 % de las respuestas fueron considera-
das erroneas, el 45 % fueron parcialmente correctas y sélo el 25 % se consideraron
correctas (en el porcentaje general de las dos tareas, pero practicamente de manera
similar en cada una de ellas). En la Tabla 2 aparece una caracterizacion de las respues-
tas provistas por los alumnos, en términos de los significados parciales de Derivada.

Tabla 2. Frecuencia y porcentajes por tipo de configuraciones cognitivas activadas en T1y T2

Tipo de configuracion Frecuencias por tarea Porcentajes por tarea
cognitiva T1 T2 T1 T2

Recta tangente 54 33 60 % 37 %
Variacion/razén de cambio 11 16 12 % 18 %
Como limite 5 11 6 % 12 %
Variacién/velocidad 5 8 6 % 9%
Continuidad 4 0 4% 0%
Opt(_anci(’)n de méximos y 2 5 20 6%
minimos

Otras respuestas 3 4 3% 4%
Sin respuesta 6 13 7% 14 %

Aunque se podria esperar que se concibiera a la derivada como un limite —por su
definicion formal de la cual se derivan las reglas de derivacion y que, ademas, se le
dedica tiempo para identificar casos de funciones en las que los limites unilaterales no
tienen el mismo valor (como es el caso de T7 y T8)— los alumnos hicieron una mayor
referencia a otros significados (94 % y 88 % de las respuestas de T1 y T2, respectiva-
mente). En particular la asociacion explicita de la derivada con la existencia de una
recta tangente a la curva (la gréfica de la funcion) fue el caso més reportado.

Esto es posiblemente un indicador de que, en el esquema mental de los alumnos,
existe una presencia de la representacion gréfica de los significados (a pesar de que
practicamente no hubo este tipo de representaciones en las respuestas de estas tareas).
Sin embargo, la aparicién de este tipo de configuracion cognitiva tampoco implicé que
las respuestas fueran del todo correctas, pues se evalud que sélo el 9 % de los alumnos
utilizaron representaciones graficas y ademas contestaron apropiadamente. Y solo el
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1 % de ellos contest6 correctamente ambas tareas y evidencié una configuracion cog-
nitiva en relacién con la pendiente de la recta tangente. Ademas, aparecié con cierta
frecuencia la confusidn entre lo que es la pendiente de la recta tangente a la curva y la
misma recta tangente, como en la siguiente respuesta de un alumno:

Al-22 Es la recta tangente a la funcién en el punto.

La relacion con el mundo fisico (las configuraciones cognitivas vinculadas con va-
riaciones y velocidades) tiene una presencia también por encima de la relacionada con
los limites (17 % y 26 % en T1y T2, respectivamente). Esto es consistente con el he-
cho de que vincular la Derivada con fendmenos del mundo fisico es una manera cerca-
na para el alumno que vive en ese entorno fisico.

4.2. T3: Calculo de derivada de funcién en un punto a partir de una grafica

Esta tarea (adaptada de Kendal y Stacey, 2001) consistié en movilizar el significa-
do parcial asociado a la pendiente de la recta tangente con este enunciado:

T3: La gréfica corresponde a un “zoom” de la curva de una funcién. La recta tangente en el
punto A de la funcién h(x) también se muestra. Encuentre el valor de la derivada de h(x) en A.

Figura 1. Gréfica proporcionada en T3

Se esperaba que los participantes consideraran los puntos A y C (que estan sobre la
recta tangente) y Unicamente calcularan la pendiente de la recta para presentarla como
la respuesta. En la Tabla 3 se presenta un resumen de los tipos de respuestas donde se
ve que el 18 % de los participantes respondieron con un procedimiento parecido al que
se esperaba, aungue so6lo 10 casos (11 %) proporcionaron una respuesta correcta.

Tabla 3. Resumen de los tipos de respuesta en T3

Porcentajes de respuestas por tipo

Tipo de respuesta . . i
P P Frecuencia Porcentaje Incorrectas Parcialmente Correctas
correctas
Ecuacion de la recta* 33 37 % 58 % 30 % 12 %

Obtencion de regla de corres-
pondencia y derivarla
Proced_lmlento a(ltmetlco de 16 18 % 6% 31 % 63 %
obtencion de derivada

Procedimiento algebraico

22 24 % 14 % 50 % 36 %

(férmula planteada sin resol- 3 3% 67 % 33 % 0%
verse o calcularse)

Referencia a gréafica original 3 3% 100 % 0% 0%
Re_sp_uesta sin informacion 9 20 50 % 50 % 0%
adicional

Sin respuesta 11 12 % - - -

* Un alumno proporciond la ecuacion de la recta e intentd calcular un limite considerando a la recta como si fuese
la funcion original.
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El 26 % de respuestas fueron consideradas correctas. El tipo de respuesta con ma-
yor numero de respuestas correctas se enfoc6 en calcular la pendiente de la recta tan-
gente y utilizar la férmula proporcionada en los cursos de geometria analitica. Si bien
existio en las tareas anteriores casos en los que verbalmente los estudiantes equipara-
ban erréneamente derivada y recta tangente, no con su pendiente, aqui no hubo ningu-
na respuesta que sefialara a la recta como respuesta; si hubo alumnos que obtuvieron la
ecuacion de la recta tangente y la usaron como respuesta o la evaluaron (con x = 2)
para obtener un valor numérico (37 %). Al enfrentarse a una representacién grafica no
se acepta a la representacion geométrica de una recta como derivada de una funcion
(idea poco refinada que se evidenci6 en T1y T2), sino que ésta ultima debe ser un ob-
jeto representado en el registro de representacion numérico o algebraico y eso se ve en
ese porcentaje de respuestas que es el mayor tipo de respuestas. EI 58 % de este tipo
resultan respuestas incorrectas, ya sea por errores aritméticos o algebraicos, o porque
se plantea como respuesta a la tarea (incluso aunque se haya calculado la pendiente de
la recta como parte del proceso de obtencion de la ecuacion de la recta).

En resumen, es consistente la idea falsa expresada verbalmente de que la derivada
es la recta tangente, s6lo que debe ser expresada de manera simbdlica y no geométrica.
Esto queda ejemplificado por la respuesta de A1-19 que aparece en la Figura 2.

[v) o e \ov jectn’ - / ) |
Yord e\\\: de ec o
i Lo devivoda de e Twiin e\/u\\pda e
& ‘C( \'L(‘\Cﬂ *’( A\\CJE‘M\

2-01S i puil & ‘L\VC‘\

e eSe p@

= D=0

tc. (\6‘ lCA \(’L.L((

y=C= Y(x- 6.1%)
«j: Ux -3

Figura 2. Respuesta de A1-19en T3

Otra respuesta comun fue la obtencion de la regla de correspondencia de la fun-
cion para derivarla (24 % de casos). Pareciera que la representacion grafica de la fun-
cion y de la recta tangente no les fuera util o suficiente a los alumnos, por lo que nece-
sitaron una transformacién al registro semidtico algebraico para asi hacer las manipu-
laciones y las conversiones necesarias hasta la respuesta. Este trabajo matematico que
da preferencia al registro algebraico no es exclusivo de estudiantes y esta presente en
el trabajo matematico de profesores. Vargas et al. (2020) sefialan la tendencia y confort
en trabajar en el registro algebraico para encontrar la funcion original y luego derivar-
la, y de alli sacar conclusiones.

Finalmente, sefialamos el caso en que hubo referencias directas a la grafica como
tal (3 %) y que en general fueron respuestas incorrectas. Estas practicas evidencian que
el significado de derivada se confunde con el de otros objetos matematicos. Un ejem-
plo se ve en la Figura 3; A3-04 vincula la derivada con la grafica de la funcion a la que
se ha aplicado una reflexion, la cual es coherente con su respuesta en T2,
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A3-04 la funcion derivada es aquella que de manera gréfica es un reflejo de la funcién original

e \o devivadd
de wl) en A

e\ ol «

5 ] /‘;:(&?&m 15 F 25 3 35
2

Figura 3. Respuesta de A3-04 en T3

4.3. T4: Estimacion de derivada de una funcion a partir de una tabulacién

Esta tarea (adaptada de Kendal y Stacey, 2001) buscd movilizar el significado par-
cial asociado a las variaciones mediante el calculo de una estimacion de la derivada de
una funcién en un punto considerando una representacion semidtica tabular:

T4: En la tabla se muestran valores de la funcién m(x) cercanos al valor de x = 2. Encuentra
la mejor estimacion de la derivada de m(x) en x = 2.

Tabla 4. Tabla proporcionada en T4

x 195 196 197 198 199 2 201 202 203 204 205
m(x) 28 284 28 292 29 3 304 308 312 316 3.2

Se esperaba que los alumnos consideraran la pareja intermedia de valores (2,3),
que incluia el valor solicitado, y calcularan la razén de incrementos —T tomando los
valores vecinos para estimar la derivada, pero esta practica no fueﬁa méas comun (la
Tabla 5 resume tipos de respuesta). S6lo el 9 % realizaron un procedimiento similar al
esperado, practicamente de tipo aritmético, mediante formulas de cursos de bachillera-
to y tomando incrementos en la variable independiente y en la funcién.

El tipo de respuesta mas comun (31 %) es buscar una regla de correspondencia que
permita realizar un algoritmo de derivacién, es decir, un proceso de transformacion
semidtica de un registro tabular a uno algebraico. Practicamente el total de participan-
tes que respondieron de esta manera consideraron que la variacion en los datos era
lineal (lo cual fue asi) y, por tanto, obtuvieron una regla de correspondencia mediante
las formulas de cursos de geometria analitica (véase Figura 4).
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Tabla 5. Resumen de los tipos de respuesta en T4

Tipo de respuesta

Porcentajes de respuestas por tipo

Parcialmente

Frecuencia Porcentaje Incorrectas Correctas
correctas

Obtencié_n de regla de corres- 8 31 % 14 % 25 0 61 %
pondencia y derivarla*
Proced_lmlento aritmético de 8 9% 12 % 25 0 63 %
obtencion de respuesta
Procedimiento algebraico
(formula planteada sin resol- 1 1% 100 % 0% 0%
verse o calcularse)
Obtencidn de gréfica 7 8 % 2% 14 % 14 %
Uso de la razén nT(();)) 4 4 % 100 % 0% 0%
Calculo de limite 3 3% 100 % 0% 0%
gtg;[zncmn de ecuacion de una 5 204 50 % 50 % 0%
Etzit)erencia a la misma funcion 5 20 100 % 0% 0%
Otras respuestas 2 2% 100 % 0% 0%
aR;if:Fi)gﬁzﬁa sin informacion 3 3% 67 % 0% 33 %
Sin respuesta 30 33 % -- -- -

* Hubo un caso de alumno que obtuvo una regla de correspondencia, pero no intentd derivarla.

x 1.95 1.96 1.97 1.98 1.99 | 2 | 2.01 2.02 2.03 2.04 2.05
m(x) | 28 | 284 | 288 | 292 | 296 | 3| 3.04 | 3.08 | 3.2 | 3.06 | 32
) =4x D =2 8428 _ 2.86-2.04
w =4 M v L%
"M'CZ)I“ [ L8 om *('ldq
0,5:40-2)
j:“)('ﬁ

Figura 4. Respuesta de A1-05 en T4

El uso de una gréafica (que algunos de ellos elaboraron) no garantiza que se pro-
porcionara una respuesta correcta. Tal es el caso de los siete alumnos (8 %) que bési-
camente recurrieron al registro semiotico grafico al elaborar la representacion gréfica
de la funcién m(x), pero s6lo uno de ellos proporciond una respuesta correcta. Sin em-
bargo, este proceso de transformacion de una representacion tabular a la gréfica, como
apoyo al proceso de resolucion, fue utilizado por otros cinco alumnos, por lo que el

13 % de participantes lo utilizaron como apoyo o medio para responder la tarea.

Tres participantes recurrieron a la nocion de limite para tratar de resolver la tarea.
Aunque se les pidio una estimacion del valor de la Derivada, al parecer buscaron la
solucion exacta haciendo referencia al hecho de que la definicion formal de derivada
(vinculado con su significado parcial mas complejo) esta basada en la nocién de limite.
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Incluso uno (Figura 5) busco los limites unilaterales. En esos tres casos las respuestas
fueron incorrectas porque se evidencié un fendmeno que se comenta a continuacion.

i"\" = 3 o/ A Xz 3 ) 2o X =3

_)‘Lv- -
5 X 2- i

XD 199949, =3

>\.‘) 2.0000C«- 01 = 3
Figura 5. Respuesta de A3-10 en T4

En cinco casos se evidencid una confusion entre la funcion original (m(x)) y su de-
rivada (que es lo que se pidid estimar), de tal manera que el tratamiento de ambos ob-
jetos fue equiparado y se proporcionaron respuestas basadas en la funcion, aunque se
expresara que era la Derivada (véanse la misma Figura 5y la Figura 6 por ejemplo).

Gondo X~ ‘
a0 =35 por \o tonlo la meor estimauen es

miX)-3
Figura 6. Respuesta de A3-18 en T4

4.4. T6: Identificacion de variaciones de la funcién derivada a partir de la re-
presentacion grafica de la funcion original

Esta tarea (adaptada de Habre y Abboud, 2006) pretendié activar los significados
parciales de variaciones y maximos y minimos de la funcion y relacionarlo con la fun-
cion derivada. La tarea fue la siguiente:

T6: Considera la siguiente gréfica de una funcion f(x):
N
04
03
02

01

-1.5 -1 -05 a 05 1 15

=01

Figura 7. Gréfica de la funcion f(x) en T6

a) Identificar los intervalos donde la funcion derivada de f(x) es positiva y donde es nega-
tiva.

b) Identificar los intervalos donde la funcién derivada de f(x) es creciente y donde es de-
creciente.

Se esperaba que los alumnos, para dar respuesta al inciso a), hicieran un tratamien-
to del comportamiento de la funcién a través de su gréfica e identificaran que en la
mitad izquierda de la curva la funcion es decreciente y, por tanto, la funcion derivada
toma valores negativos, mientras que en la mitad derecha la funcion es creciente, por
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lo que la derivada toma valores positivos. Para el inciso b) se esperaba que se identifi-
cara que, dado que la derivada pasa de valores negativos hacia positivos, se viera que
es creciente en todo su dominio. En ambas identificaciones (Tablas 6 y 7) la mayoria
de participantes usaron la representacion grafica para responder.

Tabla 6. Resumen de los tipos de respuesta en T6a

Porcentajes de respuestas por tipo

Tipo de respuesta . . i
P P Frecuencia Porcentaje Incorrectas Parcialmente Correctas
correctas
Referencia a registro 0 0 0 0
semiotico grafico [£ 83 % 28 % 9% 63 %
Obtencion de regla de
correspondencia y 4 5% 25 % 25 % 50 %
derivarla
Uso de expresiones 1 1% 100 % 0% 0%
simbélicas
Otras respuestas 1 1% 100 % 0% 0%
Respuestasin 2 2 % 50 % 0% 50 %
informacion adicional
Sin respuesta 7 8 % - - --

Tabla 7. Resumen de los tipos de respuesta en T6b

Porcentajes de respuestas por tipo
Tipo de respuesta Parcialmente

Frecuencia Porcentaje Incorrectas Correctas
correctas

Referencia a registro 72 80 % 25 % 50 % 18 %
semidtico gréfico
Obtencion dg regla (_je co- 5 50 0% 0% 100 %
rrespondencia y derivarla
Uso de “propiedades” 4 4% 50 % 25% 25%
Sin respuesta 12 13% - -- -

Aunqgue no hubo casos en que se diera una justificacion donde se vincularan expli-
citamente las propiedades de la derivada con la forma de la grafica proporcionada, se
tuvo que la mayoria de las respuestas (83 % y 80 %, respectivamente) se considerd
directamente la informacion grafica para responder. En algunos casos ese uso de la
representacion grafica, y junto la relacion de la derivada con la recta tangente a la cur-
va, se hizo patente como es el caso que se muestra en la Figura 8.

Figura 8. Trazos auxiliares que A2-06 realiz6 en T6
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La relacion entre representacion grafica y objetos matematicos tiene preponderan-
cia hasta confundir en las descripciones a las diferentes representaciones semioticas
con los objetos en si, como se menciond en el caso de T3. De manera explicita, se pre-
sent6 en la siguiente respuesta donde las funciones involucradas (la original y su deri-
vada) se equiparan con objetos geométricos (parabola y recta) que son representacio-
nes (un proceso incorrecto de transformacion entre registros):

A2-20 porque f{x) = parabola por lo tanto f’(x) es una recta

Aunque la informacién proporcionada por esta via puede ser Util en ocasiones, en
otras limita, pues por la misma forma de la grafica proporcionada el 21 % de las res-
puestas (de ambas partes de la tarea) se restringié a intervalos en el dominio que esta-
ban acotados por la imagen proporcionada (entre —1 y 1). Ademas, en ocasiones la
informacion proporcionada por el registro grafico y los conflictos cognitivos presentes
en la nocién de derivada llevé a sacar conclusiones erroneas a partir de la grafica dada.
Un ejemplo corresponde a que los participantes describieron en realidad el comporta-
miento de la funcion original guiandose por la grafica proporcionada:

T6a: A3-24 f(x) es positiva en el intervalo (—oo, ).

T6b: A3-24 El crecimiento en el intervalo (0,o)
Es decreciente en el intervalo (—o0,0)

Este fendmeno ocurrio en el 10 % de los casos del inciso a) de la tarea, pero fue la
razén por la que en el inciso b) la mayoria de respuestas fue considerada parcialmente
correcta: 46 de los 72 estudiantes (64 %) consider6é que la derivada decrecia y luego
crecia, tal como ocurre con la gréfica de la funcion original que se proporciono.

La estrategia de obtener una regla de correspondencia y derivarla, es decir, hacer
una conversion entre registros de lo gréfico a lo algebraico para aplicar un procedi-
miento algoritmico y asi realizar el analisis solicitado, se dio entre el 2% y 5 % de los
casos (hubo dos casos adicionales cuya estrategia se baso principalmente en informa-
cion grafica, pero con cierta confirmacion al obtener una regla de correspondencia y
derivarla). Esto permitid una tasa de exito del 67 % en ambas partes de la tarea, aunque
se supuso que la gréfica correspondia a una funcién cuadratica.

Hubo casos (4 %) en que los alumnos presentaron sus respuestas apelando a “pro-
piedades” que evidencian un conflicto cognitivo con el significado de referencia y que
se ejemplifican en respuestas proporcionadas a T6b, como las siguientes:

A3-12 Una derivada indica si la curva es creciente o decreciente dependiendo signo,
pero una derivada no tiene esa propiedad.

A2-08 Creciente, cuando de derecha a izquierda, la funcion va al infinito positivo.
Decreciente, cuando de derecha a izquierda, la funcién va al infinito negativo.

Pareciera incluso que A3-12 considera que la derivada es un objeto matematico
que se obtiene como un resultado (tal como se hace con una operacion aritmética) pero
que no se puede ampliar para ser considerada una funcion.

4.5. T7: Representacion de funcion derivada a partir de la grafica de una fun-
cién a trozos

Esta tarea (adaptada de Montoya et al., 2017) consideré movilizar los significados
parciales de la derivada relativos a rectas tangentes y limites, tomando representacio-
nes semidticas de los registros grafico y algebraico para su resolucion.
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T7: Dada la representacion gréfica de la funcidn g(x), representa la funcién derivada de g(x).

-4 -2 0 2 4

Figura 9. Gréfica de la funcion g(x) en T7
En esta tarea no se especifico el registro de representacion de la derivada. Se espe-
raba que los alumnos identificaran la pendiente de los trozos de la grafica y asi presen-

taran la respuesta considerando el caso de los puntos donde cambiaban las reglas de
correspondencia. La Tabla 8 presenta un resumen de los tipos de respuesta.

Tabla 8. Resumen de los tipos de respuesta en T7

Porcentajes de respuestas por tipo

Tipo de respuesta . . i
P P Frecuencia Porcentaje Incorrectas Parcialmente Correctas
correctas
Uso de registro 23 26 % 65 % 27 % 9%
semiotico grafico
Obtencion de regla de
correspondencia y 22 24 % 23 % 59 % 18 %
derivarla
Obtencion de regla de
correspondencia sin 9 10 % 100 % 0% 0%
derivarla
CaICL_JIo aritmético de 2 20 0% 100 % 0%
pendiente
Con5|dera9[on de que 1 1% 100 % 0% 0%
no es funcién
Respyesta_s[n infor- 1 1% 100 % 0% 0%
macion adicional
Sin respuesta 32 36 % - - --

Esta tarea fue mas dificil para los participantes que las anteriores, lo que se evi-
dencié con que mas de un tercio (36 %) de ellos no la contestaron. Al ser una funcion a
trozos y no tener la regla de correspondencia, poco mas de la cuarta parte (26 %) recu-
rri6 al uso de la informacion proporcionada por la grafica, aunque la mayor parte de
ellos (65 %) respondié de manera incorrecta. Seis de ellos determinaron que no era
derivable la funcion porque era por trozos o porque tiene “picos”:

A2-02 Una gréfica con picos no tiene derivada

Este tipo de respuesta evidencia la generalizacion de casos particulares con base en
la informacion gréfica. S6lo un caso de los seis que se indican hace una mencion que
permite pensar que el alumno ha llevado a cabo un proceso de transformaciéon entre los
registros grafico y algebraico al vincularlo con la idea de limite y de limite unilateral:
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Al1-23 La funcion g(x) no cuenta con derivada ya que de la grafica se observa en los
puntos donde cambia que los limites cuando se tiende por la derecha e iz-
quierda no es igual. puede ser una funcion por partes.

Como no se dijo como representarlo, los participantes representaron la funcién re-
sultante utilizando dos registros semidticos: el algebraico y el gréafico. 17 alumnos uti-
lizaron solo el registro algebraico; doce, el registro grafico y siete dieron una respuesta
usando el registro algebraico respaldado con el grafico. Un grupo de participantes re-
solvid la tarea realizando conversion entre registros de representacion; tomaron infor-
macion grafica y buscaron reglas de correspondencia que les permitiera aplicar las
formulas de derivacion. El 24 % de participantes hicieron esto y, aunque sélo el 18 %
de ellos terminaron proporcionando una respuesta correcta, este nivel de logro fue ma-
yor al 9 % de los que utilizaron la informacion gréafica para resolver.

El 10 % de casos se enfocaron en obtener la regla de correspondencia de la fun-
cién (varias veces de manera parcial), sin proceder a derivar. Pareciera que los alum-
nos estan enfocados en describir la funcion original y no la funcion derivada. Un caso
relacionado con esto es la respuesta de A2-07, centrada en describir el comportamiento
de la funcion a partir de propiedades que seguramente se vieron en clase (Figura 10).

fx) =90
£
;(x) 1 = (reacnye
T 4 = £ (N0
decreciente
T(X) Se1 70
S?CL\GH%C >\- (J(\)
bales ot heoS
",( = ‘\ P x = Z
Figura 10. Respuesta de A2-07 en T7

5. Comentarios finales sobre los significados de derivada

Si curricularmente se piensa, sobre todo, en el significado parcial vinculado con la
nocion de limite (Pino-Fan et al., 2013), lo que se observd en este estudio es que el
significado parcial predominante de derivada esta vinculado con las rectas tangentes a
la gréfica de la funcion original. Se observo en T3 que, si bien no se aceptd a la recta
de la grafica como derivada de la funcién en el punto dado y que se esperaba un objeto
expresado en el registro semidtico algebraico, una cantidad apreciable de participantes
acepto la ecuacion de una recta (que es una representacion de una linea recta en un
registro semidtico algebraico) como la derivada.

De igual forma, en las primeras tareas hubo presencia del significado parcial vin-
culado con la razon de cambio, aunque en menor medida que el vinculado con las rec-
tas tangentes. Las tasas de respuestas correctas en T3 y T4 fueron similares, conside-
rando que T3 estuvo ligada al significado de rectas tangentes y T4 al de razén de cam-
bio. Sin embargo, las referencias al significado parcial de las rectas tangentes siguieron
apareciendo de manera reiterativa en el desarrollo de las otras tareas.
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Se observod que, ante la situacion de proporcionar a los alumnos informacion en los
registros semioticos grafico y tabular, hubo una preferencia por utilizar el grafico, ma-
nifestdndose problemas al momento de realizar conversiones de un registro a otro.

Hubo un cierto porcentaje de participantes que hicieron (correcta o incorrectamen-
te) conversiones hacia el registro algebraico, y tratamientos en este mismo registro,
que les permitio afrontar la tarea con técnicas analiticas. Sin embargo, estas practicas
tuvieron la limitante de que si la funcion proporcionada no era reconocida (o conocida)
por el alumno entonces no se podia llevar a cabo y todo se centraba en la informacion
proporcionada (mayormente grafica).

En este sentido, ocurrié algo semejante a lo que se ha visto en el aprendizaje de
otras areas de las Matematicas (e. g. Scaglia y Moriena, 2005, para geometria) y que
también mencionan Habre y Abboud (2006): los alumnos utilizan prototipos ya cons-
truidos en su desarrollo académico (y personal) para abordar nuevas situaciones. Cada
prototipo es el ejemplar que es reconocido como el més idéneo por los individuos
(Kleiber, 1995, p. 48). Esto quiere decir que los prototipos provienen de los significa-
dos personales de cada individuo y tienen la desventaja de que su caracter de “idéneo”
es asignado por el significado del individuo y las posibilidades que tiene de proporcio-
nar informacion o utilidad en ciertas condiciones conocidas previamente. Asi que, Si
bien la estrategia de considerar prototipos puede ayudar a tener éxito al abordar algu-
nas tareas, también se puede constituir en un obstaculo, porque puede proporcionar
informacion errénea y llevar a conclusiones limitadas o equivocadas.

Los alumnos supusieron que las curvas de T3y T6 eran graficas de funciones cua-
draticas, por lo que las obtuvieron y pudieron derivar; abordaron T4 asumiendo una
relacion lineal entre variables, y en T7 consideraron que la grafica estaba constituida
por dos semirrectas y un segmento de recta. Todos estos supuestos fueron correctos,
mas por el disefio de las tareas que por coincidencia. Como dicen Habre y Abboud
(2006, p. 63), en ausencia de una definicion algebraica de una funcion, los estudiantes
sdlo pueden razonar pensando en funciones como y = X2, o polinomiales en general.

Si los procesos de conversion entre registros semiéticos no son eficaces, el apren-
dizaje y la construccion de significados personales se veran limitados. Por lo que en-
tonces se requiere hacer énfasis en estas acciones e incluso cuidar el lenguaje verbal
utilizado por parte del profesor, como lo identifica Park (2015, p. 249):

Los instructores dicen “secante” cuando quieren decir “pendiente de la secante” y “tan-
gente” cuando quieren decir “pendiente de la tangente”. Dibujan graficas para ilustrar la
derivada en un punto, pero ya no usan gréficas cuando definen la derivada de una funcion.

En el ambito académico de la formacion de ingenieros, y en su mismo a&mbito pro-
fesional, existen muchos fendmenos y situaciones donde los modelos matemaéticos no
aluden necesariamente a una relacién dinamica entre variables (e. g. el grado de de-
formacion de una viga en funcion de sus medidas de largo, ancho y algo). Aunque el
modelo matematico considere funciones continuas, la situacién del mundo profesional
no es una funcién continua o algo que se pueda modificar de manera dindmica sino
algo que podria cambiarse sélo si se vuelve a hacer.

Se requiere del profesor, en los cursos, una seleccién de tareas apropiadas, que ha-
ga referencia a una muestra representativa de los significados parciales de derivada
para que se construya un significado holistico, y que aprovechen las diferentes repre-
sentaciones semidticas utilizadas para expresar funciones, derivadas y objetos matema-
ticos asociados. En consecuencia, se considera necesario que los profesores tengan en
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cuenta la complejidad del objeto matematico que se pretende ensefiar (entendida como
pluralidad de significados) en sus procesos de instruccion.

Las perspectivas de este trabajo de investigacion corresponden al disefio de tareas
para que el estudiante futuro ingeniero construya el significado holistico de derivada.
Se plantea integrar en ese disefio de tareas acciones que permitan identificar niveles de
comprension de la derivada. Asi que uno de nuestros fines no esta subordinado Unica-
mente al interés de la investigacion, sino al disefio de tareas para la puesta a punto de
materiales para el aula, con el fin de contar con un repertorio idéneo. Asimismo, se
pretende influir principalmente en el contenido curricular y en el enfoque que deben
tener los cursos de célculo en las ingenierias.
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Significados sobre la derivada de alumnos de Ingenieria

Meanings on the derivative evidenced by Engineering students at a Mexican uni-
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The teaching of Calculus has a fundamental role for the formation of engineers for it is
the basis of other studies in their education. This is one of the main reasons why the
study of Calculus learning and the problems on its teaching has become more and
more relevant. In this sense the present paper’s goal is to answer the question: What is
the meaning of the mathematical object Derived for a group of future engineers? For
this purpose, the Ontosemiotic Approach to Mathematical Cognition and Instruction
(OSA) is used as a theoretical reference, which considers a pragmatic view of the
mathematical activity in the classroom and considers the complexity of the mathemati-
cal object understood as a plurality of meanings. The methodology used describes the
following steps: 1) A reconstruction of the holistic meaning of the Derived is present-
ed, composed by nine partial meanings that have been presented throughout its histori-
cal development. 2) A questionnaire was designed with the proposition of eight tasks,
in which some of the nine partial meanings are expected to be used. 3) The question-
naire was applied, and the answers of 90 Engineering students at a Mexican university
were analyzed in a qualitative way (using the ontosemiotic analysis method) and in a
quantitative way. As results, the meanings of the Derivative object inferred from the
participants’ answers are presented and it is concluded that the predominant partial
meaning of the Derivative is linked to the tangent lines to the graph of the original
function; also, although to a lesser extent, there was a relevant presence of the partial
meaning linked to the reason for change. Likewise, it was observed a preference for
using the graphic register when the information is presented between this one and the
tabular one, identifying difficulties of conversions between the different semiotic reg-
isters commonly used in the courses. We end with some reflections on the tasks to be
considered in the courses of calculus aimed at the training of engineers, the latter being
a perspective of this research work and the work team formed.
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