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Modelos de ensefianza de los algoritmos de la division de fracciones
Resumen

La identificacion de aspectos especificos considerados parte de los elementos constitutivos de los
modelos de ensefianza de los algoritmos para la division de fracciones es uno de los objetivos
principales del estudio cuyos resultados se exponen en este articulo. Con la intencion de rastrear esos
elementos a lo largo del tiempo se han analizado textos escritos para la ensefianza de las matemdticas
de los siglos XIII a XXI. El escrutinio de estos documentos se sustenta en andlisis historico-
epistemologico y de contenido. La informacion obtenida de este tipo de indagaciones, ademds de
contribuir a la historia de la educacion matematica conforma un corpus valioso para la formacion de
profesores y los disefiadores de curriculo.

Palabras clave. fracciones; division; historia de la educacién matematica; andlisis de textos;
analisis de contenido

Modelos de ensino dos algoritmos de divisiao de fragoes
Resumo

A identificagdo dos aspectos especificos considerados parte dos elementos constitutivos de
modelos de ensino da divisdo de fra¢ées é um dos principais objetivos do estudo, cujos resultados sdo
apresentados neste artigo. Com a intengdo de rastrear esses elementos ao longo do tempo foram
analisados textos para o ensino de matematica no décimo terceiro a vinte. A analise destes documentos
¢é baseado no andlise historica-epistemoldgica e conteudo. As informagées obtidas a partir de tais
investigagoes, além de contribuir para a historia de educagdo matemdtica forma um corpus valioso
para a formagdo de professores e designers de curriculo.
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contetdo
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Abstract

The identification of constituent elements of the algorithms for fraction division’s teaching models
is one of the main objectives of the study whose results are reported in this article. Texts for teaching
mathematics written during the 13th to 2Ist centuries were analysed in order to track the
aforementioned components over time. Documents’ scrutiny was based on historical-epistemological
analysis, as well as on content analysis. Information obtained from such inquiries, contributes to the
history of mathematics education and forms a valuable corpus for teacher training and curriculum
designers.

Key words. fractions; division; history of mathematics education; text analysis; content analysis

Modéles de enseignement d’algorithmes de division de fractions
Résumé

L’identification des aspects spécifiques considérés comme faisant partie des éléments constitutifs
de modeéles d’enseignement de la division de fractions es I'un des principaux objectifs de [’étude dont
les résultats son rapportés dans cette article. Avec l'intention de suivre ces éléments au fil du temps ont
été analysés textes pour [’enseignement des mathématiques dans la treizieme a vingt. L’examen de ces
documents est basée sur analyse historique-épistémologique et de contenu. L’information obtenue a
partir de telles études, en plus de contribuer a [’histoire de I’enseignement de mathématiques forme un
corpus précieux pour la formation des enseignants et les concepteurs de programmes.

Paroles clés. fractions; division; histoire de I'enseignement des mathématiques; analyse de textes;
analyse de contenu

1. Introduccion

Enmarcado en los proyectos de investigacion que se desarrollan en el grupo de
Pensamiento Numérico y Algebraico (PNA) de la Universidad de Valencia se
encuentra el estudio de los fendmenos de ensefianza y aprendizaje de los conceptos
aritméticos y algebraicos que son comunes a los curricula de la ensefanza primaria y
secundaria. En este ambito Mauricio Contreras hizo pesquisas que versan sobre
distintos aspectos relacionados con la division de fracciones que lo condujeron a la
obtencion del grado de Doctor en esa institucion (Contreras, 2012).

Los autores de este articulo compartieron horas y horas de reflexion y discusion
con Mauricio y pretenden exponer en este documento una parte del trabajo que realizo,
en concreto aquel que plasmod en un apartado de su tesis sobre los algoritmos de la
division de fracciones, y al mismo tiempo ampliar sus resultados dandole de ese modo
continuidad a las indagaciones que ¢l hizo.

La pertinencia del estudio que se describe en este articulo reside en la intencion
practica de aportar informaciéon fundamentada para uso de los profesores y de los
disefiadores del curriculo, y en este caso particular, la de dar cuenta de modelos de
ensenanza sobre los algoritmos de la division de fracciones que se hayan sometido a la
prueba de la investigacion didactica.

2. Marcos de referencia tedrica, metodologica y empirica

Uno de los acercamientos tedricos y metodologicos utilizado en las lineas de
investigacion desarrolladas en el PNA de la Universidad de Valencia es la elaboracion
recursiva de Modelos Tedricos Locales (MTL) (Filloy, Puig y Rojano, 2008). El
esquema general de un estudio en el cual se pretende construir un MTL se desglosa en
dos fases que corresponden, una a la descripcion de modelos de ensefianza existentes
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en el sistema escolar, y la otra a la experimentacion para la indagacion sobre las
relaciones entre modelos de ensefianza existentes y las actuaciones de los alumnos.

La investigacion que se describe en este articulo corresponde a la primera fase de
la construccion de un MTL, principalmente interesa el componente de los Modelos de
ensenanza sobre los algoritmos de la division de fracciones.

En un primer acercamiento, los andlisis teéricos que se hacen para describir o
elaborar modelos de ensefianza tienen como objetivo general identificar elementos
fundamentales de: 1) los contenidos matematicos en juego, aspecto que se vincula con
el componente de los Modelos de competencia formal del MTL; ii) la estructura del
modelo, tanto conceptual, como didactica, y iii) otras caracteristicas relacionadas con
las formas de comunicar las ideas matematicas, aspecto asociado al componente de los
Modelos de comunicacion del MTL.

Entre los andlisis tedéricos con los cuales se han caracterizado modelos de
ensenanza para la construccion de un MTL, en la linea de investigacion del PNA de
Valencia mencionada al inicio de este documento, desempefian un papel esencial las
metodologias de andlisis didactico e historico-epistemoldgico de los libros de texto
tanto historicos, como actuales.

El Anadlisis Didactico es un marco metodolégico para la investigaciéon en
educacion matematica, que tiene rasgos particulares y admite diversos componentes y
enfoques funcionales (para mas detalle ver Rico, Lupidfiez y Molina, 2013). Uno de
éstos es el analisis de contenido, que se refiere a los aspectos especificos relacionados
con la estructura conceptual, los aspectos fenomenoldgicos o contextuales y los
sistemas de representacion.

La estructura conceptual se refiere a las ideas matematicas, sus enlaces y
relaciones; los aspectos fenomenoldgicos o contextuales son situaciones que estan en
el origen y dan lugar a los conceptos estudiados que les dan sentido; y las
representaciones se usan para hacer presentes las nociones matematicas.

El estudio descrito en este articulo se ha centrado en el analisis de contenido. Con
¢l se ha pretendido identificar y describir aquellos aspectos especificos que se
considera que forman parte de los elementos constitutivos de los modelos de
ensenanza de los algoritmos de la division de fracciones. Este analisis se sustenta en el
andlisis histdrico-epistemologico con el fin de rastrear la forma cémo estos elementos
han estado presentes en diferentes momentos de la historia.

Dado que, de acuerdo con el MTL el estudio es local, en el sentido de que so6lo
pretende explicar los fendmenos que se ponen bajo observacion, el trabajo se
particulariza en identificar los tipos de algoritmos que han sido los protagonistas
principales en los libros de texto de matematicas, cudles han sido sus fundamentos y
cudl es el tipo de representaciones empleadas para esas explicaciones.

2.1. Los periodos historicos y libros de texto

Cuando el analisis es historico-epistemoldgico, en tanto andlisis de la formacion de
los objetos matemadticos a lo largo de su historia, se necesita de un enfoque de
aproximacion global, ya que estudiar textos de un momento aislado, o comparar varios
textos entre si de ese momento, es insuficiente, en la medida que tiende a
desconsiderar las raices y fuentes de las concepciones vertidas en el texto, su contexto
social y cultural, y las particularidades propias del sistema educativo (Schubring,
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1987). Es en este sentido en el que adquiere importancia revisar una buena seleccion
de libros de texto representativos de las grandes etapas en que se puede dividir la
historia de las ideas matemadticas objeto de estudio, en funcién de hechos historicos y
cientificos decisivos y con influencia en las matematicas de su época (Goémez, 2011a).

En el trabajo pionero realizado a principios de los noventa por Gomez (1994), se
consideraron dos grandes puntos histéricos de inflexion para los libros de texto, uno es
la aparicion de la imprenta a finales del siglo XV, y otro es el establecimiento del
sistema general y publico de ensefianza de corte estatal y centralista, al finalizar la
revolucién francesa en 1789.

Estos dos hechos histdricos determinan tres grandes periodos que se pueden
subdividir atendiendo a las especificidades de la investigacion. Otros autores aportaron
subdivisiones de estos grandes periodos. Asi, por ejemplo, Sierra, Gonzalez y Lopez
(1999) toman como referentes para agrupar los libros de texto las disposiciones
legales, dado que los libros de texto tienen que adaptarse a ellas. Picado y Rico (2011a
y 2011b) se centran en las leyes que promulgan y fijan la obligatoriedad del SMD
(sistema métrico decimal) en la segunda mitad del siglo XIX y Maz (2005) se fija en
los cambios politico-sociales para seleccionar y agrupar los textos de matematicas en
Espaia en un periodo determinado por los siglos XVIII y XIX.

Estos criterios han sido utiles para los objetivos de las investigaciones realizadas
por el grupo de Historia y Educacion Matematica de la SEIEM, y sirven como
referencia para nuevos trabajos. Una combinacion de los mismos permite organizar la
produccion espafiola de libros de texto en los siguientes periodos y sub-periodos:

1. Periodo del libro impreso. En esta periodo se pueden distinguir los sub-periodos de
las aritméticas comerciales (s. XV-XVI), del predominio de las 6rdenes religiosas
en la ensefanza (s. XVI-XVIII) y del predominio de las instituciones civiles-
militares (s. XVIII-XIX).

2. Periodo del libro de ensefianza. En esta época, que arranca al comenzar el XIX,
destacan los sub-periodos marcados por la ley Moyano de 1857 y por la
obligatoriedad del sistema métrico decimal en 1892.

3. Periodo del libro escolar. En este periodo, que arranca con la implantacion de la
escuela graduada, son puntos de inflexion los primeros cuestionarios oficiales de
1953, el auge del estructuralismo y las matematicas modernas (1970-1990) y el
comienzo de la normalidad democratica en Espana (LOGSE en 1990).

Aunque no estrictamente, estos periodos han sido relevantes para efectuar la
seleccion de libros que Mauricio us6 en su andlisis historico-epistemoldgico de los
problemas y algoritmos de division de fracciones. La informacion sobre estos ultimos
se vera reflejada en este articulo mas adelante.

2.2 Investigacion precedente sobre la division de fracciones

Sobre los algoritmos elementales de calculo el curriculo actual ofrece una
perspectiva limitada que tiene consecuencias en el desempefio de los estudiantes. Esto
es, la manera usual de ensenarlos tiene defectos de procedimiento y conceptuales que
han sido puestos de manifiesto por medio de la investigacion precedente realizada por
diferentes autores.
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Segun Newstead y Murray (1998), la division de fracciones fuera de contexto es
una fuente de conflictos con las ideas de division de los estudiantes, que estan muy
enraizadas en la division entre nimeros naturales. Afirman que uno de los errores mas
comunes consiste en ver la fraccidon como dos niimeros enteros separados, en vez de
identificarla como una cantidad o como una relacioén de cociente entre dos cantidades.
Estos autores afirman que también en el caso de la division por una fraccion, los
estudiantes utilizan esquemas de los nimeros enteros. Asi ocurre, por ejemplo, cuando
cambian 4/8 por 8/4, porque tienen el error conceptual de que la conmutatividad se
puede aplicar tanto a la suma, como al cociente.

Yamaguchi y Jwasaki (1999) consideran que hay una separacion entre el concepto
de division y el algoritmo de division debido a que las nociones de repartir y medir,
asociadas con los modelos semantico “particion” y ‘“cuoticion”, implicadas en las
divisiones con nimeros naturales no se pueden trasladar miméticamente a la division
con fracciones. En su andlisis afirman que la divisién con decimales es una especie de
extension de la division con numeros naturales; pero la division con fracciones no es
una division, sino una multiplicacion.

Consecuencia de todo esto es que el algoritmo de la division més asumido por los
estudiantes, el de “invertir y multiplicar”, se aprende de memoria, como una regla sin
razones, ya que no se puede deducir de los conceptos de division previamente
aprendidos con los naturales. Entonces, cabe preguntarse de qué otros conceptos se
puede deducir el algoritmo de la division de fracciones y evitar asi este tipo de
aprendizaje memoristico.

Como propuesta metodoldgica, estos autores sugieren que el algoritmo "invertir y
multiplicar" se puede deducir ldégicamente y comprendiendo conceptualmente su
significado haciendo referencia a propiedades de fracciones y reglas sobre la division,
como por ejemplo recordando que "El valor de una fraccién es constante cuando
ambos, denominador y numerador se multiplican por el mismo niimero". Esto permite
reducir a comin denominador y convertir la division de fracciones en la division de
sus numeradores, y por tanto en una division de enteros.

En este sentido, de usar las fracciones con el mismo denominador, Sharp (1998)
parte del significado de division como resta repetida para construir el algoritmo de
division de fracciones. Utiliza como soporte un modelo continuo circular de tarta con
el que representa algunos casos particulares, primero con el mismo denominador:
3/4+1/4 (ver Figura 1) y luego con distinto denominador: 2/3+2/6. Incluye también el
caso en que el resultado es menor que la unidad, como en 1/6+3/6. Del anélisis de
todos estos casos particulares, los estudiantes inducen el algoritmo de reduccion a
comun denominador y division de los numeradores.
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w

Una representacion de % . 1?

1/4 se puede restar exactamente 3 veces de 3/4

Figura 1. Representacion de una division de fracciones con mismo denominador

Abundando en las formas de sustentar la division de fracciones, Sinicrope, Mick y
Kolb (2002), tras afirmar que se puede explicar por extensiones de las tres
interpretaciones de division de niimeros enteros (medida, particion e inversion del
producto cartesiano), aseguran que estas extensiones no son suficientes; consideran
como necesarias la division como determinacion de una razén unitaria y la division
como la inversa de la multiplicacion.

Una propuesta innovadora la hacen Brendefur y Pitingoro (2000), quienes utilizan
un modelo de tabla de proporcionalidad como herramienta para representar la division
de fracciones. De manera flexible, los estudiantes usan la equivalencia de razones para
resolver problemas de division de fracciones en contexto. La situacion propuesta es la
siguiente: “Suponiendo que repartimos 1 %4 cajas de cereal entre 4 personas, determina
qué cantidad de cereal se lleva cada persona. Halla también qué cantidad de cereal se
llevarian 60 personas”. Algunos estudiantes descubren que 1 % cajas dividido entre 4
personas es equivalente a 5 cajas dividido entre 16 personas. Usando razonamiento
proporcional llegan a la cantidad de cajas de cereal para una sola persona (Figura 2):

x4 116
A

Cajas de cereal 1 1/4 5 5/16

6

Niimero de personas

4 1 1
N
x4 116

Figura 2. Relacionando la proporcionalidad con la division de fracciones

Por ultimo, en la linea de deshacer la fracciéon, Warrington (1997) recomienda
ayudar a los nifos a que desarrollen sus propias estrategias de célculo para dividir
fracciones, sin que el profesor les muestre previamente alglin algoritmo. Asi, dice que
cuando les propuso la division 4/2 los estudiantes dieron como resultado 2, porque 2
cabe exactamente 2 veces en 4. A la siguiente division: 2+1/2, respondieron 4, ya que
1/2 cabe exactamente 4 veces en 2. En la siguiente: 1+1/3, los estudiantes contestaron
3, porque 1/3 cabe exactamente 3 veces en 1. A 1+2/3, contestaron 1’2, puesto que
como 1/3 cabe exactamente 3 veces en 1, 2/3 cabra la mitad de veces, es decir 1%
veces. A la division 1/3+3 los estudiantes respondieron 1/9, ya que hay que dividir
cada tercio en tres partes iguales y cada una sera 1/9. Al problema: “He comprado 5 ¥4
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libras de chocolate. Quiero guardarlas en cajas de ' libra cada una. ;Cuantas cajas
puedo hacer?”, los estudiantes contestaron 11'% cajas. El razonamiento fue: con 5
libras de chocolate se pueden llenar 10 cajas de /- libra. Con % de libra se puede llenar
otra caja de 'z libra y queda % de libra con el que se puede llenar media caja de '2
libra. Este tipo de razonamiento se extiende hasta llegar a divisiones del tipo 4 2/5+1/3,
que también son resueltas por algiin alumno de forma similar, aunque introduciendo
una particion. Asi, 1/3 cabe exactamente 12 veces en 4. Para dividir 2/5 entre 1/3,
partimos cada quinto en tres partes iguales, con lo que la unidad queda dividida en 15
partes iguales. Entonces 2/5 equivale a 6/15 y 1/3 equivale a 5/15. Por tanto 1/3 cabe
exactamente 1 vez en 2/5 y sobra 1/15. Es decir, el resultado final es 13 1/15.

3. Algoritmos

A grandes rasgos se pueden distinguir entre algoritmos particulares y generales.
Los primeros solo permiten resolver algunos casos particulares de division de
fracciones, pero que no son de aplicacion universal, como ocurre con los segundos. A
continuacion se detallan los que se han encontrado en la revision de los libros de texto.
Primero se da cuenta de los algoritmos generales y después de los particulares.

3.1 Reduccion de las fracciones a comun denominador y division de los
numeradores

Este algoritmo consiste en transformar las fracciones en otras equivalentes con el
mismo denominador, reduciendo asi la division de fracciones a la division de enteros,
ya que solo hay que dividir los numeradores. Chuquet lo explica en el contexto
numeérico, con ejemplos concretos, y el tipo de representacion que usa para el registro
de acciones consiste en poner arriba y debajo de las fracciones dividendo y divisor los
numeradores y el denominador comun de las fracciones reducidas respectivamente:

9.8
372
3 2
_+__>u‘
4 3 12

El texto literal de Chuquet (1484/1880) dice:

... para partir un niamero roto [una fraccion] de esta manera se reduce el partidor [divisor] y el
nimero a partir [el dividendo] si son diferentes [como en la reducciéon a comin denominador] y
después se divide el numerador por el numerador. Ejemplo, si se quiere partir un niimero roto por

otro niimero roto como % por § reduce y hallaras 9 [numerador de la fraccion equivalente a %], [pon]
debajo 2, y [hallaras] 8 [numerador de la fraccion equivalente a g], [pon] debajo % Después parte 9

por 8 y tendras 1% , ¥ quien quiera partir % por % debera partir § entre 9 y obtendra g.

4

X" Ejemplo, quien quiera reducir g y g primero debe multiplicar 3 por 5, que monta 15,
T e

para tener el denominador comun. Después parte 15 por 3 y tendras 5, multiplicalo por 2 y hallaras

10, que son g, para los § Después parte 15 por 5 y luego multiplica por 4, y hallaras 12 que son g

para los g y se pueden poner asi como se ve al margen (Ibid, p. 612).
El mismo planteamiento y contexto se encuentra en Pérez de Moya (1562), pero

con una representacion diferente, porque ahora las acciones a realizar para llegar al
resultado final estan completamente explicitadas. Obsérvese también el uso que hace
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de la cruz de San Andrés y de la caja de la division para hacer ostensiva una
disposicion practica de los datos.

La primera diferencia es partir un quebrado solo por otro solo, como quien dijese, parte S por

1 , L 2 L .
—; lo cual haras asentando la particion, que son los =, a la mano izquierda y el partidor, que es un
6 5

sexto a la derecha, de la manera que parece

2Ny 1
s XK

Y hecho esto, reduciras (segiin mostré en cxiii de este segundo lib.) multiplicando en cruz,
como las rayas muestran, no curando de multiplicar los denominadores. Y lo que estuviese sobre la
particion, se partira por lo que estuviese sobre el partidor, como parece

1 ]

»

-
- O
wlw »

86 o T & (1bid, p. 195).

En cierto modo la propuesta de Yamaguchi lo que hace es volver a poner en la
ensefianza este método. Notese que en Chuquet, el modo de reducir a comuin
denominador es el de multiplicar y dividir por la misma cantidad, lo que salvando las
distancias equivale la recomendacion de Yamaguchi cuando dice que hay que sustentar
el algoritmo en las alteraciones invariantes de las fracciones.

3.2 Multiplicar por la fraccion inversa o reciproca de la fraccion divisor

Este algoritmo se enuncia diciendo que se multiplica el dividendo por el inverso
.« e , e ey a  C . .
del divisor. Asi, para efectuar la division > o se procede de la siguiente manera:
a ¢ ad a-d
b d bc b-c
Este algoritmo se apoya en el concepto de fraccion inversa, entendida como
aquella que restaura a la unidad de una fraccion dada. Esta idea esta presente en la
matematica arabe como prerrequisito para convertir la division de fracciones en
multiplicacion.

En el Liber Mahameleth (1200/2014, p. 726) encontramos la introduccion de la
fraccion inversa bajo el siguiente razonamiento:

Those who divide a number by a number want to know what will be attributed to one, as we

said before in the division of integers, whether the division is made by less or more than one. Now

it is useful for those who want to divide fractions to know two things. The first is to know the

number by the multiplication of which a fraction is reintegrated into one, the other is to know what
ratio the unit has to an integer with a fraction.

Esta frase “un entero con una fraccion” se refiere a un nimero mixto, ya que la
inversa de una fraccion, que en esa época era entendida como un niimero menor que
uno, es necesariamente un nimero mayor que uno, que no era considerado fraccion y
por lo tanto se expresaba como un entero mas una fraccidon propia. Por tanto, en
términos actuales, lo que quiere decir la frase completa es que lo que hay que saber es
la razoén que tiene la unidad con una fraccion impropia.

A continuacion en el Liber Mahameleth se explican estas ideas con varios
ejemplos. Primero con fracciones unitarias y después con fracciones propias.

That by which a fraction is reintegrated is like asking: [Cual es el nimero por el cudl un tercio
debe multiplicarse para restaurar la unidad] What is the number by which a third when multiplied is
reintegrated into one? We shall answer: the multiplication of it by three does it. For there are three
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thirds in one, and the above third is a third of one; multiplying it by three produces one. A fourth is
itself reintegrated by multiplying it by four, a half likewise by multiplying it by two, a sixth by
multiplying it by six.

Someone then asks: What is the number by which two thirds are to be multiplied to produce
one? Say that the multiplication of them by one and a half does it. For there are in one three thirds,
and two thirds are as if it were two; then two, to produce three, will be multiplied by one and a half.
Likewise, three fifths are reintegrated into one by multiplying them by one and two thirds; five
sevenths are reintegrated into one by multiplying them by one and two fifths; and, similarly, eight
elevenths by multiplying them by one and three eighths.

Obsérvese que en el Liber Mahameleth no se toma 5/3 como fraccion inversa de
3/5, que es lo que hariamos hoy, sino que se toma 1+2/3, ya que al ser 5/3 mayor que
uno, no se consideraba fraccion sino nimero mixto.

El mismo algoritmo de la fraccion inversa se encuentra también en las aritméticas
comerciales del siglo XVI, como se puede ver en el siguiente ejemplo de Stifel (1544),
donde de manera explicita ya se menciona que por esta regla la division se reduce a
invertir y multiplicar:

La regla para dividir se reduce a la regla para multiplicar minucias, de este modo: conmuta los

términos a dividir, esto es pon el numerador debajo de la raya, y el denominador ponlo encima, y

que cuando eso esta hecho, ya no hay que hacer nada sino operar de acuerdo con las reglas dadas
antes de la multiplicacion (Ibid, p.6).

En el ejemplo que usa Stifel para ilustrar el método, aparecen las fracciones
impropias y la representacion simbolica de la fraccion inversa, aunque finalmente
transforma la fraccion impropia 4/3 en el nimero mixto 11/3.

El mismo algoritmo lo encontramos incluso en los manuales escolares del
comienzo de la época estructuralista, como se muestra en el siguiente ejemplo del afio
19609.

Para dividir dos fracciones se multiplica la primera por la segunda invertida.

Ejemplo: %J I 3_2 (Valdivia y Garcia, 1969, p. 38),

7 34 1

3.3 Productos cruzados

El algoritmo de los productos cruzados consiste en multiplicar los numeradores
con los denominadores siguiendo el esquema de la cruz de San Andrés, como se
muestra en la Figura 3.

a c _axd
T T e
Figura 3. Representacion del algoritmo productos cruzados

Puede entenderse que se trata de la regla que se deriva del algoritmo de reducir a
comin denominador, pero también se deriva del algoritmo de multiplicar por el
inverso del divisor. Sin embargo en la literatura aparece como un método distinto de
los anteriores, que se conoce como el método de los productos cruzados, por eso aqui

solo se da cuenta de ¢l con un ejemplo tomado de Andrés de Zaragoza (1515) del siglo
XVI.

Obsérvese el énfasis que pone Andrés de Zaragoza en la representacion de la
disposicion practica de los datos, y que no hace mencion, a diferencia de Pérez de
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Moya, en el fundamento de la misma. El contexto es numérico y la regla se describe a
través de ejemplos concretos.

practica de 3 1
Al >< I RV
2 3 2 E

La cual se hace poniendo siempre la suma partidera [dividendo] hacia la mano sinistra y el
partidor [divisor] hacia la mano derecha y multiplicando asi como la precediere hallaras 4 encima
del brazo derecho por partidor y hallaras sobre el brazo sinistro 3 por suma partidera que es menor
que el partidor, y por ello has de poner el partidor que es cuatro debajo de una raya y pondras la
suma partidera que es 3 encima de la raya y nombraras la suma partidera por el nombre del partidor
diciendo tres quartos y ya tenemos la particion entegral y nominal declaradas (Andrés de Zaragoza,
1515, Capitulo 5 del tercer tratado fo Ixvi).

3.4 Deshacer la fraccion por reduccion a la unidad fraccionaria

Este algoritmo consiste en deshacer la fraccion divisor con un razonamiento de
tipo proporcional en dos pasos que es similar al método de reduccion a la unidad, en
este caso la reduccion es a la unidad fraccionaria. Una vez conocido el valor de la
fraccion unitaria se obtiene el valor de la unidad total que se pide en el enunciado con
un razonamiento de tipo inverso al del primer paso. El siguiente ejemplo sirve para
ilustrar el razonamiento.

Se han comprado % de Hg de azafran por g de peseta. ;A cuanto resulta el Hg? Sol: Si % valen %

de pta, 2 vale T y % valen 7x8 =§, o bien ZE =§ = 2i =2,074 ptas. (Dalmau Carles,
8 9x3 8 9%x3 27 98 27 27

1898, p. 152).

3.5 Algoritmos producto de cancelaciones

Frisius (1582, p. 41), después de introducir el producto en cruz como algoritmo
general, menciona los siguientes casos particulares:

* Los denominadores son iguales. El algoritmo se reduce a la division de los
. 27 2 9
numeradores, como se puede ver en el ejemplo 3 3, due da o

* Los numeradores son iguales. Basta con poner el denominador del dividendo
. . .. . 3 3 8
debajo del denominador del divisor, como por ejemplo 2 T que da 2O 2 enteros.

A los ojos de hoy esto es simplemente el resultado de multiplicar por la fraccién
inversa y cancelar el factor comun.

* Uno de los numeradores contiene [multiplo] al otro. Hay dos casos, que el
numerador menor es el del divisor, entonces se halla el producto del denominador
del menor por el numero de veces que el mayor contiene al menor, y ese producto
es el numerador de la fraccidon cociente, y su denominador es el denominador de la
fraccion con numerador mayor. El otro caso es que el numerador menor es el del
dividendo, entonces es a la inversa, el producto (del nimero de veces que el mayor
contiene al menor por el denominador del numerador menor) es el denominador y
el numerador es el denominador del numerador mayor. Asi, por ejemplo, si se trata

de dividir % - E, como 3 esta contenido 4 veces en 12 multiplica 5 por 4, que da

20 y este es el denominador, y 13 el numerador, o sea 5. Al contrario, si la
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Ce .y, 12 3 , 20
division es — + =, se tendrd — .
13 5 13

* Forcadell (1585, p. 57 dcha.) en los comentarios a las reglas de las fracciones de
Frisius, afiade también el caso de que ambos numerador y denominador de una
fraccion sean multiplos de los respectivos numerador y denominador de la otra. En
ese caso el algoritmo consiste en dividir los numeradores y denominadores entre si.

Como, por ejemplo, en ; dividido por 3 que da g, porque 16 dividido por 2 da 8 y

27 dividido por 3 da 9, que hacen g.

3.6 Conversion de fracciones en decimales

Este algoritmo consiste en transformar las fracciones en decimales por division, se
hace la operacion indicada y finalmente se expresa el resultado volviendo a la forma de
fraccion. El siguiente ejemplo, corresponde a la época de abandono de las matematicas
modernas y regreso a lo basico, en el marco de la reforma educativa de la LOGSE.

Ejemplo: -+ = 0,5+ 0,75 = 2 = 2 (Hernan y Carrillo, 1988, p. 164).

En este método la division de dos fracciones se convierte en una sola fraccion por
una cadena de equivalencias, como se ve en el ejemplo que pone el autor no se opera,
solo se usan diferentes maneras de representar simbodlicamente las fracciones,
obteniendo asi el resultado directamente. Este método funciona porque las fracciones
utilizadas son fracciones decimales finitas, y no funcionaria para dividir 1/3 entre 2/7,
que no son finitas sino periddicas. Por tanto es un método particular que s6lo funciona

con fracciones especificas.

4. Fundamentos para el algoritmo

En la revision de textos realizada se observa que los autores intentan fundamentar
los algoritmos de la division de fraccion por extension de los modelos de dividir con
naturales, principalmente con los modelos de “cuoticion” e inversion de la
multiplicacion. Recordemos que al pasar a fracciones, el modelo de reparto no tiene
sentido (la estrategia de partir o repartir el dividendo no puede llevarse a cabo cuando

el divisor es una fraccion), y que aparecen nuevos modelos como el denominado “parte

, D D _d
de” y el Euclideo: — =20 ==2
d 1 q 1

Bajo este modelo (parte de) el significado de los términos cambia. Ahora, multiplicar es tomar
de un niumero dado una parte denotada por el multiplicador, el multiplicador es la parte o fraccion
que se toma y el multiplicando es la cantidad de la que se toma una parte. En la division, cuando se
toma como divisor el multiplicador, el divisor es la fraccién o parte que se toma, el dividendo es la
parte resultante, y el cociente es la cantidad de la que se toma una parte, que es la cantidad buscada
(Goémez, 2011b, p. 55).

A continuacién se da cuenta de como los autores de los textos de los diferentes
periodos revisados intentan fundamentar los algoritmos de la division de fraccion a la
luz de los distintos modelos de la division disponibles.

4.1 Interpretacion de la division como “cuoticion”.
Para explicar el algoritmo de deshacer la fraccion, algunos textos como por
ejemplo Bails (1818) y Edelvives (1934), se apoyan en la interpretacion cuotitiva de la
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division, donde de lo que se trata es de averiguar cudntas veces cabe el divisor en el
dividendo, o lo que es lo mismo, cuantas veces contiene el dividendo al divisor. En
ambos textos se usa el método de deshacer la fraccion, llama la atencion que ya en la
época de Bails (la primera edicion del final del siglo XVIII) se usard un método
razonado, que en palabras de investigadores como Warrington los nifios son capaces
de descubrirlos para casos concretos.

, . 4 2 2 4 .
La razon de esta regla es, que partir S por es buscar quantas veces 3 cabe en <> bero se viene a los

ojos que pues el divisor expresa tercios, cabra en el dividendo tres veces mas que si expresara
enteros, luego se ha de dividir primero por 2, y multiplicar después por 3, 1o mismo cabalmente que

tomar tres veces la mitad del dividendo, o multiplicar por g (Bails, 1818, p. 63).

En el texto de Edelvives (1934), se desglosa la explicacion en dos casos: en el
primero se aplica a la division por la fraccion unitaria y en el segundo a un multiplo de
la misma.

Dividir 9 por %,- Esto equivale a hallar las veces que 9 contiene a %; 1 unidad lo contiene 4

veces; 9 unidades lo contendran 9x4=36 veces. La aplicacion de la regla da este mismo resultado:

9:1 94220 36
4 I 1

Dividir 9 por %,- Esta division difiere de la anterior en que el divisor es triple; el dividendo lo

contendra, pues, 3 veces menos, 0 sea ? =12. Es lo que resulta al aplicar la regla:

9:2 —9x 235 12 (1bid, p. 129-130).
4- 773773

4.2 Interpretacion de la division como “parte de”

En el texto de Rey Pastor y Puig Adam (1932) se explica el algoritmo de reducir a
comun denominador en términos de cambio de unidad fraccionaria. En los datos
aparecen las unidades fraccionarias, novenos en el dividendo y séptimos en el divisor,

por ello para poder averiguar qué parte del divisor es el dividendo se busca una unidad

. . , m_ 3 2
fraccionaria comun: sesenta y tres avos: o X o=y

Si cada torta pesa g de kilo, (qué porcion de torta tendré con % de kilo? Indicaremos la
operacion asi: §+% (dividendo y divisor homogéneos). Reduciendo los pesos a la misma parte
alicuota de kg plantearemos la pregunta de este otro modo: Si cada torta pesa % kilogramos,
(cuanto tendré por i%; ? De modo que, tomando por nueva unidad % kg, la torta pesa 3-9 unidades,

luego con 2-7 unidades tendré una porcion de torta igual a % . (Ibid, pp. 211 y 212).

4.3 Interpretacion de la division desde el modelo Euclideo

Lacroix (1825) explica el método de invertir el divisor desde la interpretacion
Euclidea de la division g = %; esto es, que la relacion del dividendo al cociente es la
misma que la del divisor a la unidad.

La palabra “contiene”, en su sentido estricto, ya no es apropiada para todos los casos que se
presentan en la division, igual que la palabra “repetido en todos aquellos presentados en la
multiplicacion; por eso no se puede decir que el dividendo contiene al divisor, cuando este es

54 AIEM, numero 9, mayo de 2016



B. Gomez, O. Figueras y M. Contreras

menor que aquél, [aunque] la expresion se usa generalmente, pero solo por analogia y extension.

Para generalizar la division, “el dividendo debe considerarse como teniendo la misma relacion
con el cociente que el divisor con la unidad”, porque el divisor y el cociente son los dos factores del
dividendo. Esta consideracion es conforme para todos los casos en que la division puede
presentarse. Cuando, por ejemplo, el divisor es 5, el dividendo es 5 veces el cociente, y,
consecuentemente, el cociente es la quinta parte del dividendo. Si el divisor es una fraccion, %2 por
ejemplo, el dividendo no puede ser méas que la mitad del cociente, y este ultimo debe ser el doble
del primero.

Después explica porque eso equivale a multiplicar por el factor inverso, que es la
regla.

La definicion, que se acaba de dar, facilmente sugiere el modo de proceder, cuando el divisor

.y . 4 .. 4 .
es una fraccion. Sea, por ejemplo - En este caso el dividendo debe ser solo z del cociente; pero
1 1 4 1 . 1 .. e g
como — es - de = tendremos z del cociente, tomando " del dividendo, o dividiendo por 4. Ahora,

teniendo é del cociente, solo tenemos que tomarlo 5 veces, o multiplicarlo por 5, para obtener el
cociente. En esta operacion el dividendo se ha dividido por 4 y multiplicado por 5, lo que es lo
mismo que tomar Z del dividendo, o multiplicarlo por % , fraccion que no es otra que el divisor
invertido (Ibid, p. 47 y 48).

4.4 Interpretacion de la division como inversion de la multiplicacion en el
modelo “factor faltante”: D=dq.

Fernandez y Cardin (1863) explican el algoritmo de multiplicar por el inverso del
divisor empleando la relaciéon multiplicativa entre los distintos elementos de la
division: D=dgq. En esta relacion el cociente g es interpretado como el factor faltante, y
¢ste debe ser el producto del dividendo por el inverso del divisor porque es el que

., 1
cumple con la relacion, ya que d XD - = D
Sea dividir % por g, como el cociente multiplicado por el divisor da el dividendo, dicho

. iy L . 2.7
cociente es el producto del dividendo por el divisor invertido, esto es — x —; pues este producto
3 5

multiplicado por ; es igual al dividendo g; en efecto. —x—-— = —x1=—. Luego para dividir un
3 57 3 3

quebrado por otro se multiplica el dividendo por el divisor invertido, o lo que es igual, se multiplica

el numerador del dividendo por el denominador del divisor, y el denominador del dividendo por el

denominador del divisor, siendo el primero de estos productos el numerador y el segundo el

denominador del cociente buscado (Ibid, p. 63).

En los libros recientes, como por ejemplo los de Garcia Roca (1965) y Bujanda y
Mansilla, 2002), se mantiene este tipo de argumentacion. Incluso, se puede encontrar
una sustentacion del algoritmo en un mayor nivel de generalizacion, en términos de la
solucion de una ecuacién (Rey Pastor y Puig Adam, 1932, p. 37 y Rey Pastor, Pi
Calleja y A. Trejo, 1957, p. 69; Valdés y Santos, 1975, p. 40-41).

4.5 Interpretacion de la division como inversion de la multiplicacion en el
modelo “factor multiplicativo” (hacer tantas veces mayor o menor)

Para explicar el algoritmo de los productos cruzados, Vallejo (1841) considera que
cuando el divisor es una fraccion, la division es hacer el dividendo tantas veces menor
como indica el numerador del divisor y tantas veces mayor como indica el
denominador del divisor.
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., . . . ... 3 2
Para dar la demostracion de esta regla nos contraeremos al primer ejemplo [dividir 5 por E]; y

. .y e g .. 2 .
observaremos que si solo tuviésemos que dividir por 2, numerador del divisor = estaba reducida la
operacion a hacer dos veces menor el quebrado, lo que se consigue multiplicando su denominador por 2,

3 , . , T . 2 .
de manera que 5 seria el cociente; pero nosotros no teniamos que dividir por 2, sino por o> que es cinco

veces menor que el verdadero; y asi, para obtener este, debemos hacer aquel cinco veces mayor; lo cual
se consigue multiplicando su numerador por 5; de manera que ejecutandolo, tendré por cociente

7
verdadero 18—5 = 1— (Ibid, p.120).
8

4.6 Alteraciones invariantes de la division

Vallejo (1841) también justifica el algoritmo de reducir a comin denominador
desde las propiedades de la division, concretamente desde sus alteraciones invariantes,
lo que le permite deducir la regla es multiplicar en cruz, evitando cualquier
interpretacion de la division.

Esta regla la podriamos deducir analiticamente con bastante sencillez y claridad, observando

que como en la division los términos deben ser homogéneos, para ejecutar esta operacion

deberemos hacer que lo sean los quebrados, reduciéndolos a un comtin denominador; de manera

2 3X5 2x4

. . .y 3 .
que yendo indicando la operacion tendremos, Ptk Ahora, como un cociente no se altera,

aunque se multipliquen o partan el dividendo y divisor por un mismo numero, resulta que
podremos multiplicar los dos términos de la division indicada arriba por el denominador 4x5; y
como esto se consigue suprimiendo los denominadores se tendra 3x5:2x4, o indicando la division
por medio de la raya sera %, Resultado que manifiesta que se ha de ejecutar la multiplicacion en
cruz para obtener directamente el cociente (Ibid, p. 120).

Igualmente, Anzola y Vizmanos (1997) utilizan las alteraciones invariantes de la
fraccion para generalizar el caso particular descrito por Forcadell (ver apartado
anterior) —en el cual el numerador y el denominador del dividendo son multiplos de los
del divisor— a las fracciones donde no se da esta condicion. El método consiste en
hacer que el numerador y el denominador del dividendo sean multiplos del numerador
y el denominador del divisor, y para ello basta con multiplicar los primeros por el
producto de los segundos.

Obteniendo una formula general: si el numerador y el denominador del dividendo no son

multiplos de los del divisor, se procede asi para obtener la regla que se utiliza normalmente:
347 4 37

3 4 21 .
2.4= 7837 2 2L (1bid, p. 25).

Contreras (2007, pp. 149-150) presenta una variante de este algoritmo, usando

conjuntos discretos (bolas). El evita interpretar la division usando la alteracion
invariante que resulta al multiplicar los términos de la division por un mismo numero,

. , 3 3 3 3 5 .
concretamente el denominador comun: LTI, x20 = < xX20=15+12 = " (Figura

4). Obsérvese el uso que hace de la equivalencia entre las formas de representacion
fraccion y cociente indicado.

3 3
(Cual es el resultado de la division — + —? Tomamos tantas bolas como indica el producto de
4 5

los denominadores, es decir, 20. Hay que dividir tres cuartos de las 20 bolas (es decir, 15 bolas)
entre los 3/5 de 20 bolas (es decir, 12 bolas). Por tanto, el resultado de la division es % = z de las
bolas. Asi:
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Figura 4. Representacion de la division de fracciones (Ibid, pp. 149-150)

4.7 Interpretacion de la division desde el modelo de area

Las figuras rectangulares son las representaciones mas socorridas para explicar el
algoritmo “parte de” de la division usando el modelo de area, donde se trata de hallar

uno de los lados conocido el otro y el area.

Anzola y Vizmanos (1995) aplican esta representacion para deducir el algoritmo

de Forcadell:

En este primer rectangulo se tiene:
El area del rectangulo mide 35.
La base mide 7.

La altura del rectangulo medira 35:7 =5.

h Area =35

En este segundo rectangulo se tiene:

. . ., 15
El area del rectangulo mide et
.15
La base mide p
. ., 15 5
La altura del rectangulo medira ppen

.. 3
Por otra parte, esta altura mide 5

Si estos dos procesos tienen que dar el mismo
resultado, debe ser:

—:2=22=2 (Ibid, p. 25).

35 7 35:7

{5

h’ Aréa =1

w
]

N

Ott, Snook y Gibson (1991) también usan este modelo, aunque en el caso en que el
denominador del dividendo es multiplo del denominador del divisor, como se puede

ver en el siguiente ejemplo:

.1 , 2 .
Si - de un cartén de huevos es 3 de un conjunto

[de huevos], ¢cual es el tamafio del conjunto?

Lo primero es igualar los numeradores de las dos

. 1 .
fracciones, para ello se toma en vez de - su equivalente
2

12

PASO 1 1.2
6 3
2,2
12° 3

Representamos 1/6

116 = 2112

2 2 1 .

Como T fepresenta -, resulta que T Tepresentara
1 . o . .
> Simbodlicamente se muestra esta equivalencia

sefialando que

. 2 , 1
2 es el doble de l, por lo que la mitad de — sera -.
12 3 12 3

PASO 2

-
LY
LN

~
w|=

—

2 14,1
12 2)"3
Si 2{12 es 2{3 de un conjunto,

entonces 1{2 de 2/12 0 1}12 es
1#3 del conjunto
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1 1 .
Como T, Tepresenta - del conjunto, basta | Paso3

multiplicar por 3 para obtener el tamafio del conjunto: ‘ ‘
3x%=13—2 (Ibid, p. 7-11). 3

Si 1112 es 1{3 del conjunto,
entonces 3x1/2 es 1 conjunto

Sinicrope, Mick y Kolb (2002) también aplican este modelo para explicar el caso
articular del algoritmo de Forcadell. El razonamiento es como sigue:

Supdéngase que se busca la anchura del PASO 1
rectangulo conociendo su area (6/20) y su altura R
(3/4), el primer paso es representar la particionde | [
la altura en “cuartos”. |

34 Lo

1

Empezamos con 3/4 como dimensidn vertical

Como la altura esta expresada en cuartos y el | paso 2 ,
area esta expresada en veinteavos, la anchura debe |

. 20 .
expresar “quintos” (TZS)’ es decir, el segundo

_______________________

paso consiste en dividir los denominadores de las
dos fracciones. 34 Lo

Una vez obtenida la particion de la base del 1 ;
rectangulo en quintos, el area se puede representar
Como el area esta expresada en "veinteavos" y 20/4=5, la

con pequefios rectangulos que equivalen cada uno dimensidn horizontal viene dada en "quintos”
1

a—.
20

Ahora se trata de ver cuantos quintos de la | Paso3

6 .
base hay que tomar para tener 7 del rectangulo,
teniendo en cuenta que se deben ocupar tres filas

. 3
horizontales (ya que la altura es Z)’ lo que se -

consigue dividiendo 6 entre 3; es decir, el tercer
paso es dividir los numeradores de las dos
fracciones (Ibld, p. 160) Podemos hacer dos columnas para distribuir los 6

veinteavos entre 3 filas

1

S Epilogo

En los apartados anteriores se ha dado cuenta de una parte del anélisis didactico de
la division de fracciones. En particular de la estructura conceptual, en la componente
andlisis de contenido, reflejada en los libros de texto de los algoritmos de la division
de fracciones, desde un acercamiento historico-epistemologico. Este analisis, ha
permitido mostrar los distintos algoritmos de la division de fracciones vigentes o
presentes en la tradicion de ensefianza: reducir a comin denominador, productos
cruzados, multiplicar por el inverso del divisor y deshacer la fraccion, También se ha
dado cuenta de las formas y representaciones usadas para sustentar las explicaciones
de los mismos que los autores de esos textos han preferido. Incluso, a la vista de la
informacion obtenida, se podria pensar en relaciones entre interpretaciones de la
division y algoritmos, dado que los autores muestran preferencias al ligar ‘cuoticion’
con ‘deshacer la fraccion’; ‘parte de’ con ‘reduccidon a comin denominador’ y ‘factor
faltante’ con ‘multiplicar por el inverso del divisor’, y también que las alteraciones
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invariantes de la division se usan para evitar tener que dar una interpretacion de la
division para las fracciones.

Se podria decir que las ideas que los investigadores en educacidon matematica
proponen para la enseflanza de la division de fracciones no son nuevas, sino son
opciones que ya estan presentes en los libros desde hace mucho tiempo.

En consecuencia, el analisis de los libros de texto de matematicas antiguos y
actuales, debe ser considerado como una valiosa fuente de inspiracion para el disefio
de modelos de ensefianza, para la formacion de profesores, los disefiadores del
curriculo y los escritores de los libros de matematicas escritos para su ensefianza.

Por ultimo, se quiere sefialar que en este articulo, no solo se recogen las
aportaciones de Mauricio Contreras para un modelo de ensefianza sobre los algoritmos
de la division de fracciones en el marco de los MTL; sino que, se ha reformulado la
exposicion global de sus ideas y se ha ampliado la revision de textos. Con ello se ha
pretendido dar a conocer lo que Mauricio estaba intentando llevar adelante y que no
pudo terminar.
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Numerical and algebraic thinking group members of Valencia at Spain carry out
research projects on the phenomena of teaching and learning of arithmetic and
algebraic concepts included in the curricula of primary and secondary education.
Among those studies, an investigation on the division of fractions is done. Results
related to the teaching models of algorithms of fraction’s division are described in this
article.

The Local Theoretical Models (LTM) theory is the framework used by the
aforementioned group to sustain most of the research projects they are involved in,
both theoretically and methodologically. One phase of the construction of a LTM is
the description of the existing teaching models in the school system, which is the
authors’ centre of interest aiming at the characterization of types of algorithms for
division of fractions that have starred in mathematics textbooks written from the
thirteenth century to the present day.

Constitutive elements of the teaching models for algorithms of fractions’ division
contained in mathematics textbooks (old and current) are identified focusing on: i) the
mathematical contents which play a significant role in the teaching model, ii) the
structure of the model, both conceptual and didactical, and iii) the ways used by the
mathematics textbook’s authors to communicate ideas.

Two types of analysis support the revisiting of mathematics textbooks, the
historic-epistemological analysis and the didactic analysis. The latter focused on
content analysis considering the conceptual structure, phenomenological aspects and
representation systems.

Results obtained from the analysis of mathematics textbooks are organized into
two broad categories. One deals with the characterization of algorithms used in the
books that were analysed and the other is about the foundations taken into account by
the authors to explain the algorithms they employ.

The first category was divided into two classes: 1) general algorithms for any two
fractions, and ii) particular algorithms that can be used only for pairs of fractions with
certain characteristics. Four general algorithms were identified: 1. Reducing fractions
to a common denominator and dividing the numerators (Chuquet, 1484 and Perez de
Moya, 1562). 2. Multiplying by the inverse fraction or the reciprocal of the divisor
fraction (Mahameleth, 1200; Stifel, 1544, and Valdivia and Garcia, 1969). 3. Cross
products (José de Zaragoza, 1515). 4. Undoing the fraction by reducing it to a unitary
fraction (Dalmau and Carles, 1898).

Two types of algorithms for particular cases were recognized: 1. Cancelling
algorithms (Frisus, 1582 and Forcadell, 1585) and 2. Converting fractions to decimals
(Hernan and Carrillo, 1988).

Seven types of meanings of the fraction’s division were used by the mathematics
textbooks authors’ to explain the algorithms: i) Division as the number of times the
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divisor equals the dividend was used to explain the algorithm ‘undoing the fraction’
(Bails, 1818, and Edelvives, 1934). ii) ‘Reducing to a common denominator’ was
explained via the meaning of the division as ‘part of’ (Rey Pastor and Puig Adam,
1932). iii) ‘Reversing the divisor’ was based on the construct of Euclidean model
(Lacroix, 1825). iv) ‘Multiplying by the inverse of the divisor’ was explained using the
meaning of division as ‘reversing multiplication within the missing factor model’
(Fernandez and Cardin, 1863; Garcia Roca, 1965, and 2002 Bujanda and Mancilla,
2002); the aforementioned algorithm is also sustained in terms of the solution of an
equation (Rey Pastor and Puig Adam, 1932; Rey Pastor, Pi Calleja and A. Trejo, 1957,
and Valdes and Santos, 1975). v) ‘Cross products’ was explained using the meaning of
the division as ‘the inverse of multiplication’ in the multiplicative factor model
(Vallejo, 1841). vi) ‘Reducing to common denominators’ was discussed using
‘invariant alterations of a fraction’ (Vallejo, 1841, Anzola and Vizmanos, 1997, and
Contreras, 2007). vii) The meaning of the division linked to the area model was used
to sustain the algorithm ‘part of” (Anzola and Vizmanos, 1995 and Ott, Snook and
Gibson, 1991).

Overall it is shown that the ideas used by mathematics education researchers to
design teaching sequences for the division of fractions that were tested with children
are options that were already taken into account by the authors of the mathematics
textbooks over time. Consequently, the analysis of mathematics textbooks, old and
current, should be considered as a valuable source of inspiration for the design of
teaching models for teacher training and curriculum designers.
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