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Analisis de la actividad matematica mediante dos herramientas tedricas: Registros de representacion
semidtica y configuracion ontosemiotica

Resumen

Para comprender las dificultades y conflictos de aprendizaje, es necesario analizar las tareas matemdticas
y los diversos modos de abordarlas por los estudiantes. Dicho andlisis, que precisa herramientas teoricas
especificas para su realizacion, aporta informacion util para el propio diserio de las tareas y la gestion de los
conocimientos en el aula. En este trabajo realizamos el andlisis de una tarea que requiere la formulacion de una
conjetura 'y su demostracion haciendo uso de representaciones figurales y algebraicas, aplicando dos
herramientas tedricas diferentes: las nociones de registro de representacion semiodtica y de configuracion
ontosemiotica. Los resultados revelan algunas complementariedades que nos permitieron mostrar la potencial
utilidad de los andlisis epistémico y cognitivo realizados. Se trata de mostrar la potencial sinergia existente
entre dichas herramientas y la posibilidad de avanzar en la articulacion de los marcos tedricos
correspondientes.

Palabras claves. Practicas matematicas; registros de representacion; configuracion ontosemidtica; analisis
cognitivo y epistémico; articulacion de teorias.

Analise de atividade matematica através de duas ferramentas tedricas: Registos de representagio
semidtica e configuracio ontossemiotica

Resumo

Para compreender as dificuldades e conflitos de aprendizagem, ¢ necessario analisar as tarefas matematicas
e os diversos modos de resolugdo por parte dos estudantes. Esta analise, que precisa de ferramentas tedricas
especificas para a sua realizacdo, fornece informagdo 1til para o proprio desenho de tarefas e para a gestdo de
conhecimentos em sala de aula. Neste trabalho realizamos a analise de uma tarefa que requer a formulagdo de
uma conjetura ¢ sua demonstracdo, fazendo uso de representagdes figurais e algébricas, aplicando duas
ferramentas tedricas diferentes: as nog¢des de registo de representagdo semidtica e de configuragdo
ontossemiotica. Os resultados revelam algumas complementaridades que nos permitem manifestar o potencial da
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utilizagdo da analise epistémica e cognitiva realizada. Isto mostra o potencial da sinergia existente entre as
ferramentas tedricas referidas e a possibilidade de avangar na articulagdo dos marcos tedricos correspondentes.

Palavras chave. Praticas matematicas; registos de representagdo; configuragdo ontosemidtica; analise
cognitiva e epistémica; articulagdo de teorias.

Analysing mathematical activity through two theoretical tools: registers of semiotic representation
and onto-semiotic configuration

Abstract

To understand the difficulties and conflicts of learning is necessary to analyse the mathematical tasks and
the various ways of addressing them by students. This analysis provides information about the design of the tasks
and the management of knowledge in the classroom, being necessary to apply specific theoretical tools for its
realisation. In this paper, we analyse a task that requires the formulation of a conjecture and its proof using
figural and algebraic representations, and applying two different theoretical tools: the notions of semiotic
representation register and onto-semiotic configuration. The results reveal some complementarities that allowed
us to show the potential utility of the epistemic and cognitive analysis carried out. The aim is to show the
potential synergy between these tools and the possibility to progress in the articulation of the corresponding
theoretical frameworks.

Key words. Mathematical practices; representation registers; onto-semiotic configuration; cognitive and
epistemic analysis; networking theories.

Analyse de DP’activité mathématique par le biais de deux outils théoriques: les registres de
représentation sémiotique et la configuration ontologique et sémiotique

Résumé

Pour comprendre les difficultés et les conflits d’apprentissage, il faut analyser les taches mathématiques et
les différentes fagons que les étudiants utilisent pour les résoudre. Cette analyse, qui a besoin des outils
théoriques spécifiques pour sa mise en ceuvre, fournit des informations utiles pour la conception des tdches et
pour la gestion des connaissances dans le systeme didactique. Dans cet article, on analyse la formulation d 'une
conjecture pour la réalisation d’une tdache, ainsi que sa démonstration par le biais de représentations figurales
et algébriques. Pour atteindre cet objectif, on utilise deux notions théoriques différentes: les registres de
représentation sémiotique et la configuration ontologique et sémiotique. Les résultats révélent des
complémentarités entre les outils théoriques utilisés et leur intérét pour des analyses épistémiques et cognitives
complexes. On a donc montré la synergie potentielle entre ces outils et on a aussi trouvé des solutions qui visent
I’articulation des cadres théoriques.

Paroles clés. Pratiques mathématiques; registres de représentation; configuration ontologique et sémiotique;
analyse cognitive et épistémologique; articulation des théories.

1. Introduccion

La teoria de los Registros de Representacion Semiotica (TRRS) (Duval, 1995; 2006)
incluye nociones que permiten el analisis de los diversos tipos de representaciones materiales
usadas en la realizacion de tareas matematicas, las transformaciones de las mismas y el papel
que juegan en la comprension de las matematicas. La disponibilidad y uso de diversos
sistemas de representacion semidtica, sus transformaciones y conversiones, se consideran
imprescindibles para la comprension, construccion y comunicacion de las matematicas.
Asimismo, se asume que la produccion y aprehension de representaciones materiales no es
espontanea y su dominio debe ser previsto en la ensefianza.

Por su parte, el Enfoque Ontosemidtico del conocimiento y de la instruccion matematicos
(EOS) (Godino, Batanero y Font, 2007) ha puesto el énfasis en los diversos tipos de objetos
matematicos, su naturaleza y su emergencia de las practicas matematicas. El lenguaje, en sus
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diversas modalidades, se incluye como un tipo de objeto primario y se reconoce su papel
(representacional e instrumental) como faceta ostensiva de los objetos matematicos. En este
marco, para analizar la actividad matematica, se definen unos objetos primarios (lenguajes,
situaciones, conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos), siendo los lenguajes un
aspecto central del aprendizaje. De hecho, el EOS propone un conjunto de herramientas que
permite el andlisis contextual de los objetos, determinando los procesos donde son
movilizados o emergen. Ademas se ponen en relacién unos procesos con otros, permitiendo
un andlisis de las condiciones de comunicacion y comprension de las matematicas.

El objetivo de este trabajo es estudiar las posibilidades de articulacion de estos dos
marcos tedricos, siguiendo los pasos marcados por los recientes estudios sobre comprension,
comparacion y articulacion de teorias (Bikner-Ahsbahs & Prediger, 2014; Prediger, Bikner-
Ahsbahs, & Arzarello, 2008), y teniendo en cuenta los resultados de la investigacion iniciada
por Pino-Fan, Guzman, Duval y Font (2015) sobre la articulaciéon de la TRRS y el EOS. En
una primera aproximacion se puede prever que la nocidon de registro de representacion
semiodtica, sus diversos tipos y las operaciones de tratamiento y conversion entre registros
permite desarrollar el andlisis de los elementos lingiiisticos, siendo por tanto un
enriquecimiento del EOS. Paralelamente, la nocién de configuracién de objetos y procesos
puede aportar un enriquecimiento de la TRRS, al permitir un andlisis detallado de los
conocimientos implicados en las transformaciones entre registros de representacion que se
realizan en las practicas matematicas (Pino-Fan et al., 2015).

Aunque en los supuestos ontologicos y semidticos de ambos marcos teodricos se
encuentran diferencias importantes se parte de la hipotesis de que es posible una cierta
articulacion de los mismos, lo que permitiria hacer andlisis cognitivos y epistémicos mas
detallados de la actividad matematica, y, en consecuencia, contribuir a la comprension de los
procesos de ensefanza y aprendizaje.

En la siguiente seccion hacemos una sintesis de los supuestos y herramientas de la TRRS
y en la siguiente hacemos lo mismo con los correspondientes al EOS. En la Seccion 4
aplicamos conjuntamente estas herramientas para analizar una tarea matematica, lo cual ayuda
a identificar algunas concordancias y complementariedades. Se prefiere, en primer lugar,
realizar el analisis sobre una resolucion epistémica de la tarea, con el fin de explicitar de
manera completa las practicas institucionales requeridas y procurando, ademas, aplicar de
manera sistematica la nocion de funcidon semidtica, tanto en su interpretacion referencial
(semantica) como operacional (pragmatica). Seguidamente se realiza el analisis cognitivo de
la respuesta de un estudiante de master a la tarea, aplicando las mismas herramientas teoricas
y mostrando las posibilidades ofrecidas por el analisis epistémico previo para interpretar y
comprender la solucion dada por el estudiante. Por ultimo, en las secciones 6 y 7, se
profundiza en la comparacion y articulacion de los dos marcos tedricos.

2. Supuestos y herramientas de la TRRS

En la perspectiva semidtica - cognitiva adoptada por la TRRS se plantea abordar los
problemas de aprendizaje de las matematicas a partir de los distintos tipos de signos que se
usan en la practica matematica (atendiendo a su funcion y naturaleza). Tales signos son
entendidos como representaciones materiales o externas, mas que como representaciones
mentales, considerandose que el modo de acceso a los objetos matemadticos, a diferencia de
los objetos de otros campos de conocimiento cientifico, nunca puede ser directo mediante la
percepcion, sino haciendo uso necesariamente de las representaciones de tales objetos. Asi, en
la TRRS son claves las nociones de semiosis y noesis.
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Se llama semiosis a la aprehension o la produccién de una representacion semidtica, y
noesis a los actos cognitivos como la aprehension conceptual de un objeto, la
discriminacion de una diferencia o la comprension de una inferencia (Duval, 1995, p. 3).

Contrariamente a muchos trabajos psicologicos y didacticos que consideran la noesis
como independiente de la semiosis 0, que al menos, la dirige, R. Duval considera que la
noesis esta intimamente ligada a la movilizacion y a la articulacion cuasi-inmediata de varios
registros de representaciéon semiotica. Se atribuye un papel esencial no solo al uso de
diferentes sistemas de representacion semidtica (SRS) para el trabajo matematico, sino al
tratamiento de los signos dentro de cada sistema y la conversion entre diferentes SRS.

iEl papel que los signos juegan en matematicas no es ser sustituidos por otros objetos sino
por otros signos! Lo que importa no es la representacion sino sus transformaciones.
Contrariamente a otras areas del conocimiento cientifico, los signos y la representacion
semidtica de las transformaciones son el corazéon de la actividad matematica (Duval,
2006, p. 107).

Para que un conjunto estructurado de signos sea considerado un Registro de
Representacion Semiotica (RRS) R. Duval requiere que en su seno se puedan realizar tres
actividades cognitivas fundamentales:

En primer lugar, constituir una traza o un conjunto de trazas perceptibles que sean
identificables como una representacion de cualquier cosa en un sistema determinado. A
continuacion, transformar las representaciones mediante las unicas reglas propias del
sistema de manera que se obtengan otras representaciones que pueden constituir un aporte
de conocimiento con relacion a las representaciones iniciales. Finalmente, convertir las
representaciones producidas en un sistema en representaciones de otro sistema, de tal
manera que estas Ultimas permitan explicitar otras significaciones relativas a lo que se
representa (Duval, 1995, p. 21).

Como ejemplos de tales RRS se tienen, la lengua natural (oral, escrita); representaciones
numéricas (entera, fraccionaria, decimal); representaciones figurales o graficas (lineales,
planas o espaciales) y representaciones alfanuméricas (algebraicas). Se reconoce la posicion
dominante del RRS de la lengua natural, en tanto metalenguaje de todos los lenguajes y de ¢l
mismo, es decir, como filtro de toda nuestra experiencia con el mundo natural, social y
simbdlico o cultural.

Las transformaciones posibles entre representaciones pueden ser de dos tipos:

* Tratamiento. La actividad supone una transformacion entre representaciones de un
mismo RRS.

* C(Conversion. La actividad supone una transformacion entre representaciones de
distintos RRS, siendo, en este caso, esencial la articulacion de los registros.

En el enunciado y solucion de una tarea matemdtica pueden intervenir distintas
representaciones semioticas pertenecientes a diferentes RRS, las cuales pueden sufrir distintos
tratamientos o conversiones. Dos representaciones se dice que son congruentes cuando
cumplen tres condiciones: correspondencia semantica entre las unidades significantes que las
constituyen, mismo orden posible de aprehension de estas unidades en las dos
representaciones, y para convertir una unidad significante de la representacion de partida se
tiene una unica unidad significante en la representacion de llegada (Duval, 1995, p. 6). Pero
cuando uno de estos tres criterios no se verifica, las representaciones dejan de ser congruentes
entre si, y el paso de una a la otra no tiene nada de inmediato.

94 AIEM, numero 10, Noviembre de 2016



Godino, J. D., Wihelmi, M. R., Blanco, T. F., Contreras, A., & Giacomone, B.

El analisis semidtico - cognitivo de la actividad matematica llevado a cabo dentro de la
TRRS se centra en la identificacion de los distintos registros usados y sus transformaciones,
segun las reglas propias de cada RRS. Duval (2006) concibe el objeto matematico como “el
invariante de un conjunto de fendmenos o el invariante de alguna multiplicidad de posibles
representaciones” (p. 129), e insiste en no confundir el objeto matematico con sus diversas
representaciones. Esto le lleva a plantear la paradoja cognitiva del aprendizaje matematico:

El problema crucial de la comprension matematica para los estudiantes, en cualquier nivel
del curriculo, surge del conflicto cognitivo entre estos dos requerimientos opuestos: cOmo
pueden distinguir el objeto representado de la representacion semidtica usada si no
pueden tener acceso al objeto matematico sino por medio de las representaciones
semidticas (Duval, 2006, p. 107).

Un sujeto tendrd acceso a un objeto representado solamente si se cumplen dos
condiciones: 1) que disponga de al menos dos registros diferentes para representar el objeto; y
2) que pueda pasar de manera natural de un registro a otros, aun sin ser consciente de las
representaciones que estd articulando. Si esto no ocurre, la representacion y el objeto
representado (notacidon y contenido) se confunden.

La actividad conceptual no puede ser aislada de la actividad semiotica porque la
comprension conceptual aparece ligada al descubrimiento de una invariancia entre
representaciones semioticas heterogéneas (Duval, 1995, p. 1).

Los planteamientos expuestos han posibilitado la constitucion de una herramienta
didactica (RRS) que pone de manifiesto la necesidad de integrar la manipulacion de registros
(ostensivos) y la interpretacion de esta manipulacion (significado). Asi, se observan dos
niveles de andlisis: uno, referido a los “objetos” (ostensivos - materiales o conceptuales)
matematicos involucrados; otro, sobre las relaciones entre ellos y su funcion contextual en la
actividad matematica, discriminando, en particular, los objetos emergentes. Estos dos niveles
deben ser integrados, para lo cual es preciso determinar las configuraciones de objetos y la
funcioén significante que cumple cada uno de ellos (Montiel, Wilhelmi, Vidakovic, & Elstak,
2009).

Por otro lado, el postulado de la TRRS sobre la necesidad para el acceso a un objeto de
que el sujeto disponga de al menos dos registros diferentes para representarlo no es general.
Por ejemplo, cuando un nifio en el aula de tres afos de Educacion Infantil recibe un conjunto
de tridngulos, cuadrados y circulos de diferentes tamafos, colores y grosores y, dado un
ejemplar cualquiera de cada figura, se le solicita “coge todos los que tienen la misma forma”,
el nifo realiza una clasificacion del conjunto, que es una abstraccion de las propiedades de las
figuras. Aqui el nifio no dispone de otro registro de representacion de las figuras, que no sea el
material-manipulable (como representante de la clase “cuadrado”, “tridngulo” y “circulo”). De
hecho, el niflo puede no saber nombrar las figuras en lenguaje natural y, en todo caso, lo
figural estd condicionado por la psicomotricidad fina (Dickson, Brown, & Gibson, 1991). Sin
embargo, es capaz de apresar caracteristicas suficientes de los objetos, abstrayendo otras
caracteristicas fisicas, para realizar la tarea de clasificacién. Es pues necesario para describir
este aprendizaje un analisis que excede el cambio de registros.

3. Supuestos y herramientas del EOS: la nocion de configuracion ontosemiotica

Godino (2012) presenta el EOS como un enfoque teodrico inclusivo para la investigacion
en didactica de las matematicas. El EOS aporta herramientas para abordar cuestiones de tipo
epistemologico, cognitivo e instruccional en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, desde una aproximacion antropologica y semiotica. En la Figura 1 se destacan
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como elementos claves de la modelizacion epistemologica y cognitiva del conocimiento
matematico las nociones de prdctica, objeto, proceso (secuencia de practicas de las que
emerge el objeto) y funcion semiotica.

Interpretando la nocion de “funcion de signo” de Hjemslev (1943) y “funcion semidtica”
de Eco (1976), en el EOS se entiende una funciéon semidtica como la correspondencia o
relacion de dependencia entre una entidad antecedente (expresion, significante) y otra
consecuente (contenido, significado) establecida por un sujeto (persona o institucidon) segun
una determinada regla, habito o criterio establecida en un acto de interaccidn comunicativa.
Asi mismo, de acuerdo con la semiotica de Peirce (1978), se asume que tanto la expresion
(antecedente de una funcion semiotica) y el contenido (consecuente) pueden ser cualquier tipo
de entidad de las introducidas en el EOS: un sistema de practicas o cualquiera de las entidades
primarias que intervienen en las practicas (problemas, lenguajes, conceptos, proposiciones,
procedimientos, argumentos). Como tales entidades se pueden contemplar desde diferentes
puntos de vista duales (personal- institucional, unitario- sistémico, ostensivo - no ostensivo,
particular-general), los significados también pueden ser considerados desde dichos puntos de
vista. El significado de un objeto (una palabra, un concepto, etc.), entendido como el uso o rol
que dicho objeto desempefia en un contexto o juego de lenguaje especifico, queda
contemplado como el caso en el que el contenido de la funcién semidtica es un sistema de
practicas (significado pragmatico u operacional). Se tiene de esta manera una
conceptualizacion muy general y operativa de nociones claves en psicologia y educacion,
como son las de significado y representacion.

CONFIGURACION ONTOSEMIOTICA \
(Institucional y personal)

PRACTICAS OBJETOS

Operativas vEl
gigcursivas PROCESOS (Primarios y
Normativas) Secundarios)

FUNCIONES SEMIOTICAS
(Significado; conocimiento, comprension;
competencia, disposicion)

TRASFONDO ECOLOGICO RELATIVIDAD INSTITUCIONAL, PERSONAL Y
DE LAS PRACTICAS CONTEXTUAL DE LAS PRACTICAS, OBJETOS

(Material, biolégico y social) Y SIGNIFICADOS

Figura 1. Entidades primarias de la ontologia y epistemologia EOS.

El EOS incluye una tipologia explicita de objetos (y de sus respectivos procesos), que
condiciona la descripcion y el andlisis de la actividad matemadtica; estos son:

* Lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos) en sus diversos registros
(escrito, oral, gestual, etc.).

* Situaciones-problemas (aplicaciones intra o extra-matematicas, ejercicios).

* Conceptos- definicion (introducidos mediante definiciones o descripciones) (recta,
punto, nimero, media, funcion).

* Proposiciones (enunciados sobre conceptos).
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* Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de calculo).

* Argumentos (enunciados usados para justificar o explicar las proposiciones y
procedimientos, deductivos o de otro tipo).

Estos objetos pueden ser analizados desde cinco pares de puntos de vista duales (Figura 2)
(Font, Godino, & Gallardo, 2013), segin su funcién contextual y funcional en las practicas
matematicas, asi como de los procesos matematicos relacionados.

CONTENIDO PERSONAL

Tipg

Contexto

institucional

Figura 2. Objetos y procesos que intervienen en las practicas matematicas

Tanto las dualidades como los objetos se pueden analizar desde la perspectiva proceso-
producto. La emergencia de los objetos primarios (problemas, definiciones, proposiciones,
procedimientos y argumentos) tiene lugar mediante los respectivos procesos matematicos de
comunicacion, problematizacion, definicion, enunciacion, elaboracion de procedimientos
(algoritmizacion, rutinizacion, ...) y argumentacion. Por otra parte, las dualidades dan lugar a

los siguientes procesos cognitivos/epistémicos: institucionalizacion — personalizacion;
generalizacion —  particularizacién;  andlisis/descomposicion —  sintesis/reificacion;
materializacion /concrecion — idealizacidon/ abstraccion; expresion/representacion  —
significacion.

La nocién de sistema semidtico de la TRSS se interpreta en el EOS en términos de las
configuraciones de objetos y procesos, que no quedan restringidas a conjuntos de signos
relacionados. Asi, estos sistemas estdn formados por la configuracion de objetos que
intervienen y emergen en los sistemas de précticas, junto con los procesos de interpretacion
que se establecen entre los mismos (esto es, incluyendo la red de funciones semioticas que
relacionan los objetos constituyentes de la configuracion) (Godino, Font, Wilhelmi, &
Lurduy, 2011).

Las configuraciones epistémicas /cognitivas estan constituidas por los elementos
lingiiisticos de distinta naturaleza (gestos, palabras, inscripciones, ...) y también por los
objetos conceptuales, proposiciones, procedimientos y argumentos, junto con los problemas
que constituyen la razon de ser de la actividad, y las relaciones que se establecen entre los
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constituyentes mencionados. Son por lo tanto heterogéneas, multimodales y dindmicas, ya que
cambian y se enriquecen segliin evolucionan los procesos instruccionales.

4. Analisis conjunto de una tarea mediante la TRRS y el EOS

En este apartado vamos a analizar el enunciado y una posible solucion (experta o ideal) de
una tarea aplicando herramientas teodricas de la TRRS y del EOS. Se aportard un analisis a
partir de las herramientas de la TRRS, identificando ciertas cuestiones abiertas que seran
abordadas con las herramientas de EOS. Este ejemplo integra distintos tipos de lenguajes
(natural, figural, numérico y simbolico-literal), resaltando la importancia de la visualizacion
en la adquisicion de conocimientos matematicos siempre que estas sean internas y globales,
detectandose conflictos en la actividad matematica si son externas y parciales (Ortega &
Pecharroman, 2015).

|
® 0 00 0 0 0 0
J

Enunciado de la tarea:

¢(Cuanto suman los » primeros nimeros impares?
Resuelve la tarea usando un razonamiento de tipo
visual apoyado en el diagrama adjunto.

~|o/e/e/e/e/eee

w
w
-
[
[
[
-
w
-
w

Figura 3. Enunciado de una tarea visual — algebraica.

4.1. Sistema de acciones que componen la solucion

La representacion de la Figura 3 presenta una “demostracion visual” clasica de este
teorema. Se muestra visualmente la suma de los ocho primeros nimeros impares, de la cual se
puede formular una conjetura para el caso de la suma de los primeros » numeros impares:
1+ 344 (2n—1) = n? La demostracion de esta formula para cualquier nimero natural
puede obtenerse aplicando el principio de induccidon matematica. Para que el diagrama de la
Figura 3 desempeifie su funcion explicativa se considera necesario realizar una secuencia de
practicas o acciones similares a las que indicamos a continuacion:

1. El diagrama de la Figura 3 se debe descomponer en 8 sub-diagramas (Figura 4) segin
las lineas angulares interiores. La secuencia de las ocho figuras establece una
correspondencia entre los primeros ocho niimeros impares y el nimero de orden de la

figura.
| ’..‘ ’j Iooooooo:
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1 3 5 7 19 (1113 15
1 2 3 4 | 5|16 |7 8

Figura 4. Distincion de 8 casos

2. En cada caso se calcula el nimero de puntos de dos formas: como area discreta de un
cuadrado (numeros cuadrados) y como suma de nlimeros impares consecutivos

(Figura 5).
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Figura 5. Descomposicion del diagrama e interpretaciones

3. Cada numero impar que se suma se puede escribir como el doble de su posicion en la
secuencia menos 1. Asi, el numero impar sumado correspondiente a la posicion 8
corresponde a:

15=(2x8-1)

4. El nimero cuadrado 87 corresponde a la suma de los ocho primeros nimeros impares:
2=02x1-1)+2x2-1)+@2x3-1)+2x4—1)+(2x5- 1)+ (2x6— 1)+ (2x7 — 1)+ (2x8
-1
5. La secuencia de pasos anteriores permite conjeturar que la suma de los n primeros

numeros impares se puede calcular mediante la expresion:
1+3+--+2n—1)=n2(A)

6. La expresion (A) se ha comprobado que es valida para los ocho primeros nimeros
impares. El paso de un caso al siguiente supone afiadir el nimero impar siguiente de
puntos, dispuestos en el dngulo superior derecho del cuadrado anterior. Esto supone
afladir n + n+ 1 = 2n + 1 puntos a los n? puntos anteriores, obteniendo un nuevo
cuadrado de lado n + 1 (Figura 6).

|
Cuadrado T
nxn l ®

Figura 6. Composicion del cuadrado que ocupa el lugar n+1 a partir del que ocupa el lugar n.
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Por tanto, la suma de los n+1 numeros impares es (n+1)”. En efecto, en aplicacion del
principio de induccidn se tiene:

a) Sin=1:1=1%
b) Si la expresion A es valida para la suma de los » primeros nimeros impares, entonces
es cierta para la suma de los n+1 (hipotesis de induccion, HI):
[1+3+..+Qn-D]+Qn+1)=n*+Q2n+1)=n+1)
HI

4.2. Registros de representacion semiotica y configuracion ontosemiotica

En la Tabla 1 sintetizamos los diversos registros de representacion semiotica asi como los
tratamientos y conversiones usados en cada una de las practicas indicadas en el apartado 4.1.
El andlisis de la practica matematica que se sigue de estos registros y sus cambios asociados
es completado con la configuracion de objetos matematicos implicitos (no ostensivos). Los
procesos de interpretacion y comprension requeridos se incluyen en la Seccion 4.3 aplicando
la nocion de funcion semiotica, mediante la cual se completa la identificacion de la trama de
conocimientos que se ponen en juego en la resolucion de la tarea.

Tabla 1. Andlisis conjunto de las prdcticas matematicas

Registros de representacion
semiotica
(tratamientos y conversiones)

Practicas operativas y
discursivas textualizadas

Objetos no ostensivos

(conceptos, proposiciones,
procedimientos, argumentos)

— RR lengua natural, RR figural y
RR numérico.

— Conversion no congruente entre
RR lengua natural y figural.

Enunciado: ;Cuanto suman los
n primeros numeros impares?
Resuelve la tarea usando un
razonamiento de tipo visual
apoyado en el diagrama
adjunto.

— Conceptos: numeros naturales e
impares; orden y adicion en N; cardinal
de un conjunto; nimeros figurados.

— Argumento: razonamiento visual.

— RR lengua natural, RR figural y
RR numérico.

— Tratamiento dentro del RR figural
descomponiendo un diagrama en
ocho sub-diagramas, visualizando
solo la disposicion angular de los
impares.

— Correspondencia entre los sub-
diagramas y sus respectivas
posiciones en la secuencia numérica
(conversion congruente).

1) El diagrama de la Figura 3 se
debe descomponer en ocho sub-
diagramas (Figura 4) segun las
lineas angulares interiores. La
secuencia de las 8 figuras
establece una correspondencia
entre los primeros 8 niimeros
impares y el nimero de orden
de la figura.

— Procedimiento: descomposicion de un
diagrama (tratamiento)

— Concepto: nimero natural como
secuencia de numerales;

funcién de variable natural que relaciona
la posicion de la figura con el impar
“figurado angularmente”.

— RR lengua natural, RR figural y
RR numérico

— Tratamiento dentro del RR figural
componiendo ocho sub-diagramas a
partir de los diagramas de la Figura
4, visualizando los “nimeros
cuadrados”.

— Conversion del RR figural al RR
numérico en cada sub-diagrama
cuadrangular.

2) En cada caso se calcula el
nimero de puntos de dos
formas: como area discreta de
un cuadrado (“niimeros
cuadrados) y como suma de
nimeros impares (Figura 5).

— Concepto: cardinal de un conjunto de
puntos.

— Procedimientos:

composicion de la disposicion
cuadrangular de los puntos a partir de
las figuras angulares;

paso del registro grafico al numérico-
aritmético; multiplicaciéon como
producto cartesiano (area discreta de
cada cuadrado).

— Proposiciones:
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1°=1; 2= 143 =; ...
— Argumentos: comprobacion visual y
aritmética

— RR lengua natural; RR numérico.

— Tratamiento dentro del RR
numérico.

3) Todo niimero impar se puede
escribir como 2xn—1, donde n
representa su posicion en la
secuencia natural.

— Proposiciones:

15=(2x8-1)

— Argumento: comprobacion mediante
calculo aritmético

— RR lengua natural; RR numérico.

— Tratamiento dentro del RR
numérico.

4) El nimero cuadrado 8”
corresponde a la suma de los 8
primeros nimeros impares:

82 =(2x1-1)+ ... + (2x8-1)

— Procedimiento: calculo aritmético
(tratamiento dentro del registro
numérico).

— RR lengua natural; RR algebraico.
— Tratamiento dentro del RR
numérico.

— Conversion del RR numérico al
RR algebraico.

5) La secuencia de pasos
anteriores permite conjeturar
que la suma de los n primeros
niimeros impares se puede
calcular mediante la expresion:

143+ .. +Q2n-1)=n" (A)

— Concepto: variable n que expresa una
posicion genérica en la serie de nlimeros
naturales.

— Proceso: generalizacion inductiva.

— Proposicion:

1+3+ .. +Qn-1)=n

— Argumento: justificacion de la
proposicién mediante la secuencia de
pasos previos (para un valor fijo de n
aunque indeterminado).

— RR lengua natural; RR algebraico;
RR figural (evocado).

— Conversion del RR figural
(evocado) al RR algebraico.

— Tratamiento dentro del RR
algebraico.

6) La expresion (A) se ha
comprobado que es valida para
los 8 primeros numeros
impares... Por el principio de
induccion se demuestra que la
suma de los #n+1 numeros
impares es (n+1)%.

— Proposicion: la expresion A es valida
para todo n natural.

— Argumento: verificacion por el
principio de inducciéon matematica.

— Procedimiento: razonamiento de
inducciéon matematica.

La conversion y tratamiento de la TRRS pueden ser asimilados sin tensiones por el EOS

como procedimientos en las practicas operativas y discursivas. Asi, por ejemplo, la practica 2,
la composicion-descomposicion de los puntos que representan los nimeros impares
(escuadras) y su suma (cuadrado) es un procedimiento que supone un tratamiento figural. Por
otro lado, el procedimiento que permite la interpretacion numérica de la representacion
grafica es una conversion.

4.3. Identificacion de funciones semioticas

Los tratamientos y conversiones son tipos de practicas matemadticas y como tales ponen
en juego no solo la “manipulacién” de objetos ostensivos sino también de no ostensivos. Tales
manipulaciones involucran una trama de funciones semidticas cuya identificacion permite
revelar la complejidad de los procesos de interpretacion y actuacion requeridos, asi como la
logica e intencionalidad de cada accion. Un acto de interpretacién o semiosis pone en relacion
un objeto antecedente con otro consecuente segun un cierto convenio o regla de
correspondencia. El acto de semiosis puede consistir en dar sentido, uso o finalidad, a una
accion, o secuencia de acciones, en el marco de la actividad en desarrollo.

Cada practica en que se ha dividido el proceso resolutivo del problema se puede analizar
en términos de la trama de objetos matematicos (ostensivos y no ostensivos) y de las
funciones semidticas que se establecen entre los mismos. El andlisis ontosemidtico va a
requerir descomponer las practicas (primarias) inicialmente enunciadas en otras mas
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elementales. A titulo de ejemplo mostramos a continuacion las funciones semidticas
implicadas en el enunciado y en las practicas 1) y 2).

Enunciado

a.

b.

Los términos, ‘cudnto’, ‘suman’, ‘primeros numeros impares’, refieren a sus
respectivos contenidos conceptuales, que vienen definidos en el contexto matematico.
‘Razonamiento visual’ refiere, en el contexto escolar, a una secuencia de practicas
discursivas y operativas que se deben realizar sobre el diagrama dado las cuales
conducirdn finalmente a una respuesta a la cuestion planteada.

La letra n refiere a un nimero natural cualquiera, y por tanto, asociado a la nocién de
variable y, en el contexto, la necesidad de argumentacion de la validez por medio de
la induccién matematica. Asi, la respuesta esperada es una expresion algebraica que
sintetice las relaciones y su interpretacion en los registros del lenguaje natural, figural
y simbdlico.

‘Diagrama adjunto’ refiere a la disposicion geométrica cuadrangular de puntos y los 8
primeros numeros impares de la Figura 3; en estas funciones semidticas ambos
funtivos son ostensivos.

El texto completo del enunciado es referido como ‘enunciado de la tarea’, como una
consigna que hay que interpretar y que induce a desplegar una actividad matematica
especifica regulada por los significados convenidos para los distintos términos y
expresiones.

Practica 1

a.

El sujeto interpreta las lineas angulares encajadas de la Figura 3 como Ila
superposicion de 8 casos, aplicando un tratamiento visual guiado por las lineas
angulares interiores. Tales lineas tienen un significado actuativo u operatorio, es decir,
sugieren tacitamente la operacion de descomposicion ostensiva de la Figura 3 en 8
sub-figuras.

La finalidad, el uso o significado operativo de estas acciones es la obtencion de la
secuencia de los primeros 8 nimeros impares, cada uno representado como un “impar
figural angular”.

El objeto figural impar se pone en correspondencia con la secuencia de niimeros
naturales del 1 al 8, con la finalidad de producir la funcion f(n) = 2n — 1,
particularizada a los 8 primeros nlimeros naturales.

Se trata de una conversion del registro figural al numérico que es congruente porque
cada unidad del registro de partida se corresponde con una unidad correspondiente en
el de llegada.

Practica 2

a) Tratamiento figural para pasar de las disposiciones angulares de los impares a los
“numeros cuadrados”. Para el primer caso, la unién de un punto junto con tres puntos
(antecedente) produce un cuadrado (consecuente). En cierto modo podriamos decir que el
cuadrado “significa” el resultado de agregar dos nimeros impares figurales, en el sentido de
que es el consecuente de la funcion semiotica que los relaciona. Este tratamiento se usa, o
tiene como fin en esta practica, para relacionar la suma de impares con los nimeros
cuadrados.
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b) Conversion 1: Correspondencia entre cada conjunto de puntos dispuestos en forma
cuadrangular y el cardinal correspondiente (niimero de puntos); donde:

* Antecedente: figural.

* Consecuente: numérico.

e Criterio: convencional (el numero de puntos se expresa con los numerales
correspondientes en el sistema posicional decimal).

Es pues una conversion congruente: cada unidad significante del registro de partida
(figuras cuadrangulares de puntos) se corresponde con la potencia de orden 2 del lado
correspondiente. La disposicion tabular de figuras y nimeros establece un mismo orden de
aprehension de las unidades.

¢) ¢/Qué significado, uso o intencionalidad tiene la conversiéon 1? Es un paso auxiliar
previo al tratamiento que produce la expresion numérica de los “niimeros cuadrados”.

d) Conversion 2: registro grafico (disposicion angular de puntos) al numérico (suma de
impares, 1+3; 1+3+5; ...). La disposicion cuadrangular se debe interpretar como unién de las
disposiciones angulares que la componen, lo que da como resultado la suma de los impares
correspondientes. Se pretende poner en relaciéon la suma de impares con los numeros
cuadrados previamente identificados. Es una conversidon congruente porque hay
correspondencia entre las unidades significantes de cada registro.

e) Tratamiento numérico 1: Expresién de 1,4, 9, ..., como 12,22,32, ...

f) Tratamiento numérico 2: Produccion de la equivalencia de las expresiones, 12 =1,
22=1+3;32=1+3+5,..

Podemos decir que, de este modo, se identifica en cada practica una “configuracion
ontosemidtica elemental”, constituyendo la secuencia de tales configuraciones una
“trayectoria ontosemiotica” del proceso resolutivo. El andlisis de los distintos tipos de RRS
usados (tratamientos y conversiones; congruentes o no congruentes), se realiza de manera
articulada y conjunta con los objetos no ostensivos imbricados, lo cual permite reconocer de
manera explicita la sinergia entre la semiosis y la noesis. En el EOS, la noesis se puede
describir como un proceso de interpretacion y “manipulacion” de los objetos no ostensivos
que participan en las practicas matematicas, en conjuncion dialéctica con los ostensivos que
necesariamente les acompafan.

5. Configuracion cognitiva de una solucion al problema visual — algebraico

En este apartado analizamos la respuesta dada por un estudiante al problema planteado en
la seccidn anterior, aplicando las herramientas configuracion ontosemiotica y registros de
representacion semiotica. La solucion estd reflejada en la Figura 7 y fue seleccionada entre las
respuestas dadas por futuros docentes en un Madster en Profesorado de Matematicas en
Educacion Secundaria. Este problema (Figura 3) es usado para promover la reflexion de los
estudiantes sobre los objetos y procesos implicados en la actividad matematica. En nuestro
caso, el analisis que realizamos trata de mostrar la potencial utilidad del analisis epistémico
realizado en la Seccion 4 para interpretar y comprender la configuracién cognitiva movilizada
por el estudiante e identificar algunas limitaciones metodologicas.

1) Observamos el diagrama que se adjunta para extraer un patrén que nos sirva para
ver la relacidn existente entre nimeros impares y numeros cuadrados.
2) Observando el diagrama obtenemos los siguientes resultados:
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1=12
1+3=4=2%
1+3+5=9=32

143+5+ - (2n—1) =n?
3) Por lo tanto vemos que la suma de los n primeros numeros impares es,
efectivamente n?

Figura 7. Solucién de un estudiante

En la Tabla 2 indicamos los objetos no ostensivos puestos en juego en las practicas
matematicas manifestadas por el estudiante, asi como los registros de representacion
semidtica (RRS), clasificados segun el registro: lenguaje natural (RRL), numérico (RRN),
algebraico (RRA) o figural (RRF).

En términos de la teoria de los registros de representacion semidtica (TRRS), el estudiante
comienza realizando de manera implicita o mental un tratamiento dentro del registro de
representacion figural (RRF). Este tratamiento le permite al sujeto establecer relaciones
diagramaticas, y luego pasar del RRF y de la lengua natural (enunciado de la tarea) al registro
de representacion numérico (RRN) (suma de nimeros impares consecutivos y su relacion con
los niimeros cuadrados). En el RRN se realizan determinados tratamientos, para finalmente
pasar al registro algebraico: 1+3+5+...+(2n — 1)=n?. Pero como se muestra en la secuencia
de practicas 1) a 3), el RRF no se manifiesta explicitamente como recurso de soporte para
hallar la solucién; en este caso, el tratamiento de los diagramas figurales resulta costoso y
poco operativo.

Tabla 2. Andlisis conjunto de las prdcticas matematicas de un estudiante

Objetos no ostensivos

(Conceptos, proposiciones,
procedimientos, argumentos)

Practicas operativas y
discursivas textualizadas

Registros de representacion
semidtica
(Tratamientos y conversiones)

1) Observamos el diagrama que — Conceptos: diagrama, patron;

— RR figural (presente en el

enunciado).
—RRL

se adjunta para extraer un patréon
que nos sirva para ver la relaciéon
existente entre nimeros impares

y niimeros cuadrados.

nimeros impares, nimeros
cuadrados;

— Proposicion: relacion entre
nimeros impares y nimeros
cuadrados.

— RRF; RRL; RRN; RRA

— Tratamiento implicito dentro del
RR figural (interpretacion y
descomposicion del diagrama de la
Figura 3. Se visualizan los nimeros
impares y cuadrados).

— Conversion del RRF al RRN de
cada sub-diagrama formado por las
lineas angulares.

— Tratamiento dentro del RRN (se
relacionan la suma de niimeros
impares consecutivos con los
numeros cuadrados).

— Conversion del RRN al RRA

2) Observando el diagrama
obtenemos los siguientes
resultados:

1=12
1+3=4=22
14+3+5=9=32

14+3+5+...+(2n - 1)=n?

— Conceptos: diagrama; nimero
impar; nimeros cuadrados; igualdad
aritmética (resultado de operaciones);
variable n que expresa una posicion
genérica en la serie de nimeros
naturales.

— Procedimiento:

1° Descomposicion (implicita) del
diagrama de la Figura 3 siguiendo las
lineas angulares interiores (tratamiento
RRF).

2° Conversion del registro grafico al
numérico — aritmético [se asocian los
puntos como suma de nimeros
impares y con el area discreta del
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(generalizacion para un nimero cuadrado y, esto es p. e.: 1+3=4=22]
cualquiera n). 3° Calculo aritmético (tratamiento)

— Proposicién: 1 +3 + ...+ (2n-1)=n"
— Argumento: justificacion de la
proposicién mediante la secuencia de
pasos previos (asignando un valor fijo
de n aunque indeterminado).

— Proceso: generalizacion inductiva

-RRL 3) Por tanto vemos que la suma de | — Proposicion: La expresion dada en
-RRA los n primeros nimeros impares la practica anterior es valida para todo
es, efectivamente, n?. n natural.

El estudiante encuentra la solucion finalmente mediante un procedimiento aritmético-
algebraico de célculo basandose en un proceso de generalizacion inductiva, que acepta como
suficiente. La demostracion por induccion matematica de la férmula encontrada para todo
nimero natural, tiene que ser realizada entonces de forma magistral por el docente.

En la préctica 2), a partir de tratamientos y conversiones no explicitados, el estudiante
construye las sumas consecutivas de los niimeros impares; de esta manera se obtiene una
relacion a partir de la cual la suma de los nimeros impares se relaciona con los nimeros
cuadrados correspondientes. El estudiante realiza una serie de céalculos aritméticos logrando
establecer una proposicion que considera solucion de la tarea. No obstante, no es consciente
de que con el proceso inductivo que sigue lo que obtiene es una conjetura cuya validez, para
cualquier niimero natural, requiere aplicar el principio de inducciéon matematica. Dado que se
pide una justificacion visual seria necesario finalmente construir un diagrama similar al
mostrado en la Figura 6.

6. Comparacion y articulacion de la TRRS y el EOS

En esta seccion, profundizamos en la comparacion y articulacion de los dos enfoques
teoricos. Como se ha sefialado en la Seccion 4.2, las nociones de tratamiento y conversion
permiten sintetizar procesos en el marco del EOS. Aun mas, dado que los lenguajes forman
también parte de la ontologia matematica del EOS, concreciones del tipo “tratamiento en
RRF” o “conversion RRN” pueden asimismo utilizarse sin tensiones en el marco del EOS.
Esta asuncion, no solo no genera conflictos desde el punto de vista tedrico, sino que es
extendida mediante la nocidén de funcidon semiotica (Seccion 4.3).

6.1. Supuestos ontoldégicos y semioticos de ambos marcos teoricos

La TRRS asume de manera implicita una posicion que podemos calificar de empirista
sobre la naturaleza de los objetos matematicos. Esto se infiere del postulado de que es
necesario el uso de dos o mas representaciones para la comprension del objeto, y de que tal
objeto es “el invariante de un conjunto de fendmenos o el invariante de alguna multiplicidad
de posibles representaciones”. La  semidtica asumida enfatiza la  faceta
representacionista/referencial, aunque  también  se  reconoce una  valencia
instrumental/operacional de las inscripciones simbolicas: “La escritura de un namero
representa un numero y tiene una significacion operatoria ligada a los tratamientos que
permiten efectuar las operaciones. Los tratamientos no son los mismos para la escritura
decimal y para la escritura fraccionaria” (Duval, 1995, p. 64).
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La ontologia EOS es pragmatista - antropoldgica y la semidtica es basicamente peirceana-
wittgeinsteiniana. Se asume que las representaciones materiales o externas tienen una valencia
representacional, de referir a otro objeto no ostensivo, y también una valencia operacional,
esto es, los objetos ostensivos se usan para hacer el trabajo matematico sin que tengan que
representar a otro objeto. Ademas, siguiendo la semidtica peirceana, el antecedente de las
funciones semiodticas pueden ser objetos no ostensivos.

El objeto matematico es visto por la TRRS como ‘objeto de conocimiento’, como una
entidad cognitiva que reside en la mente del sujeto individual, y se plantea como una cuestion
esencial el estudio de las operaciones cognitivas necesarias para la realizacion de diferentes
tipos de tareas matemadticas, sean un calculo, un razonamiento o el uso de una figura en una
demostracion geométrica. Cuando un sujeto no es capaz de realizar una determinada
conversion o tratamiento desde la TRRS solo se puede decir que carece del conocimiento del
objeto matematico correspondiente. Es aqui donde el EOS puede complementar los andlisis
representacionales de la TRSS.

(Por qué son necesarias las representaciones semioticas en la actividad matematica? ;Qué
relacion existe entre el objeto matematico y sus diversas representaciones? La adopcion del
postulado antropoldgico para los objetos no ostensivos (conceptos, proposiciones,
procedimientos) permite afrontar esas cuestiones. Los objetos matematicos son reglas
gramaticales de los lenguajes que usamos para describir nuestros mundos, por lo que el uso de
tales lenguajes (representaciones semioticas) es imprescindible. No puede haber gramética sin
lenguaje. Aun mas, las reglas gramaticales no se deben confundir con el enunciado lingiiistico
de las mismas.

6.2. Funcion semidtica versus representacion

La nocién de registro de representacion semidtica, sus tipos, los tratamientos y
conversiones entre registros aportan un recurso analitico que desarrolla y complementa a la
categoria del objeto primario ‘lenguaje’ del EOS, pudiendo ser incorporada sin ningun
problema. La TRRS amplia la categoria del lenguaje del EOS distinguiendo distintos tipos y
desvelando el papel esencial de las transformaciones que se realizan entre (y dentro) los
distintos tipos de lenguaje, ahora considerados como RRS. Dada la naturaleza intradiscursiva
de los objetos matematicos, parece necesario tener en cuenta la trama de objetos que se ponen
en juego en las transformaciones realizadas con las representaciones semioticas.

La dualidad ejemplar-tipo (extensivo-intensivo) se aplica a todos los tipos de objetos
primarios, incluyendo los elementos lingiiisticos. Esto permite interpretar que la relacion entre
‘representacion semidtica’ y ‘registro de representacion semidtica’ es del tipo extensivo-
intensivo. Una representacion semidtica es un ejemplar particular, un registro es un tipo o
clase de representacion. Entre los elementos constituyentes de los tipos de representacion se
debe poder hacer con ellos determinadas transformaciones siguiendo un conjunto de reglas.

La nocién de funcion semidtica amplia la nocidon de representacion (Godino & Font,
2010). La semidtica pragmatista/antropolégica asumida por el EOS propone que los
objetos que se ponen en correspondencia en las funciones semidticas (funtivos) no son
solamente objetos lingiiisticos ostensivos (palabras, simbolos, expresiones, diagramas), sino
que los conceptos, proposiciones, procedimientos, argumentos, incluso las situaciones pueden
ser también antecedentes de las funciones semidticas. Los funtivos también pueden ser
entidades unitarias o sistémicas, particulares o generales, materiales o inmateriales, personales
o institucionales.
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En el ejemplo analizado en la Seccion 4 hemos mostrado que la nocion de funcion
semidtica permite analizar de manera microscopica la secuencia de pasos implicados tanto en
los tratamientos como en las conversiones, identificando los objetos antecedentes,
consecuentes y reglas de correspondencia que se movilizan en cada caso. De ese modo, se
pueden explicar los conflictos potenciales o efectivos que tienen lugar en tales
transformaciones semioticas en términos de los conocimientos matematicos especificos
requeridos en cada caso. En las conversiones entre registros se ponen en juego tramas de
funciones semidticas en las que los antecedentes y consecuentes corresponden a tipos
(registros) de representaciones diferentes (p. e., pasaje de lenguaje natural a simbdlico). Del
mismo modo, en cada paso de un tratamiento el criterio de la correspondencia semidtica
puede ser conflictivo para el estudiante de matematicas (Rojas, 2015).

Cada RRS usado para representar y operar con un objeto matematico proporciona un
significado especifico para dicho objeto. La comprension del objeto en su integridad supone o
requiere la articulacion de los diferentes significados parciales (o sentidos), lo cual no se logra
de manera espontanea. El uso de los lenguajes natural, numérico (decimal, fraccionario),
algebraico, diagramas, figuras geométricas, graficos cartesianos, tablas, son RRS diferentes y
cada uno plantea cuestiones especificas de aprendizaje. El conocimiento de las reglas de
correspondencia entre dos registros diferentes no es suficiente para que puedan ser
movilizados y utilizados de manera pertinente.

7. A modo de conclusion

Como resultado de los andlisis cognitivos hechos con la TRRS se llega a conclusiones del
tipo, “hay deficiencias en el conocimiento del sujeto puesto que no realiza la conversion —
pasaje o tratamiento—". Se detectan las contradicciones en la actividad cognitiva del sujeto y
se determina si la tarea se resolvid o no con éxito. Con las herramientas del EOS es posible
proporcionar una explicacion, desde el punto de vista epistémico, sobre cudles son las
carencias del conocimiento del sujeto a proposito de un problema determinado, al identificar y
describir de manera pormenorizada los objetos matemadticos y procesos involucrados en las
practicas matematicas operativas, discursivas y normativas.

La importancia crucial que se da a la conversidn de representaciones (tanto en la
ensefianza como en el aprendizaje) desde el punto de vista cognitivo es consecuencia de
entender la “comprension” basicamente en términos de procesos mentales y de asumir un
postulado empirista sobre las abstracciones matematicas. En el EOS se reconoce el papel
importante que juegan las diferentes representaciones ostensivas y las traducciones entre ellas
en la comprension matemadtica (Font & Peraire 2001), pero se adopta una posicion
antropologica - pragmatista sobre esta cuestion (Font, Godino, & Contreras, 2008). Para el
EOS, la comprension alcanzada por un sujeto en un momento dado dificilmente serd total o
nula, sino que serd parcial y progresiva. Se considera que un alumno ha comprendido un
determinado contenido cuando lo usa de manera competente en diversas practicas. Se
entiende pues, la comprension, basicamente, como una capacidad que tiene el alumno y no
tanto como un proceso mental que se produce en su mente cuando articula representaciones.
La capacidad se traduce en practicas que son evaluables publicamente', mientras que el
proceso mental es una experiencia privada de la persona.

! Desde el punto de vista del disefio, se pueden definir variables operativas y sus aspectos asociados
(indicadores y escalas, instrumentos y procedimientos de medicién, asi como las formas de expresion final para
el andlisis).
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Desde un punto de vista ontosemiotico, el problema no es si hay que introducir una sola
representacion de un objeto o mas de una, ni qué traducciones o relaciones entre
representaciones hay que tener en cuenta. El problema estd realmente en determinar si las
representaciones introducidas facilitan, o no, la realizacion de las practicas que interesan que
formen parte del significado global del alumno, en saber si aumentan o disminuyen la
complejidad semidtica y también en saber si hacen emerger o no conflictos semidticos
innecesarios.

Asi, por ejemplo, en el andlisis de la tarea se ha observado que los RRS utilizados por los
estudiantes no han generado las condiciones para hacer emerger la necesidad de una
demostracion formal de la féormula de la suma de los n primeros nimeros impares. La
demostracion basada en la RRF (Figura 6) supone una estrategia docente para mejorar la
idoneidad didactica (Godino, Bencomo, Font, & Wilhelmi, 2006) ya que: a) supone un
control mayor sobre la validez de la induccidon empirica (idoneidad epistéemica), b) se adectia
al significado personal adquirido por el estudiante (idoneidad cognitiva), c) parte de las
interacciones previas docente- estudiante y de la resolucion de conflictos aparecidos
(idoneidad interaccional) y, finalmente, d) contextualiza la propiedad de la suma de los n
primeros numeros impares dentro de un técnica general de demostracion (idoneidad
ecologica).
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Specific theoretical tools are necessary to analyse the school mathematical tasks, and the
several ways of solving them to understand the potential difficulties and conflicts of learning.
In this article, we focus on the epistemic and cognitive analysis of a mathematical task by
jointly applying research tools from two different theoretical frameworks: the theory of
registers of semiotic representation (TRSR) and the onto-semiotic approach to mathematical
cognition and instruction (OSA). The aim of this research is to study the comparison and
articulation possibilities of these two theoretical frameworks by using specific tools of each of
them, and, at the same time, to establish the potential of each framework and identify their
methodological limitations.

Using a task that requires the formulation and proof of a conjecture, and using figural and
algebraic representations, we, first of all, provide a possible expert solution, highlighting the
necessary mathematical operative as well as discursive actions system. We then, perform an
epistemic analysis using each of these theoretical framework to identify the web of knowledge
that are put into play in solving the task. This analysis allows us to show the various registers
of semiotic representation, their treatments and conversions used in each of the practices,
which is completed with the configuration of the mathematical objects, which are mobilized
in such practices. In addition, we analyse the interpretation and understanding processes
required, through the semiotic function notion.

Additionally, we select an answer to the previously analysed same task, provided by a
student —a prospective secondary education mathematics teacher; in this way we continue
performing a cognitive analysis of this solution by applying the theoretical tools of each
theoretical framework.

With the OSA tools it is possible to provide an explanation, from the epistemic point of
view, of the student’s knowledge gaps about a particular problem, and to identify and describe
in detail the mathematical objects and processes involved in the operative and discursive
mathematics practices.

The results reveal some complementarities that allowed us to show the usefulness of the
epistemic analysis carried out, identifying effective or potential difficulties and knowledge
taking place in the learning processes, and providing teaching strategies to improve the
didactical suitability. This article concludes by showing the potential synergy between these
tools and the possibility to progress toward the articulation of the corresponding theoretical
frameworks.
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