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Pensamiento algebraico temprano de estudiantes de educacién primaria (6-12 afios) en
problemas de generalizacién de patrones lineales.

Resumen

Este trabajo identifica caracteristicas del pensamiento algebraico en alumnos de educacion
primaria (6 a 12 afios) cuando resuelven un problema de generalizacion de patrones lineales con una
sucesion de figuras. Los resultados indican que el pensamiento algebraico se puede iniciar con la
coordinacion de la estructura espacial y numérica puesta de manifiesto por el uso de representaciones
grdficas para hacer un recuento. El cambio de una representacion grdfica a una estrategia funcional
supone un salto cualitativo ya que implica apoyarse en una figura particular para explicar los calculos
usando deicticos espaciales, o dar explicaciones sobre las figuras en general usando la
indeterminacion.
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Pensamento algébrico precoce de estudantes do ensino basico (6-12 anos) em problemas de
generalizacio de padrdes lineares

Resumo

Este trabalho identifica caracteristicas do pensamento algébrico em alunos de ensino basico (6 a
12 anos) quando resolvem um problema de generalizacdo de padroes lineares com uma sucessdo de
figuras. Os resultados indicam que o pensamento algébrico se pode iniciar com a coordenagdo da
estrutura espacial e numérica evidenciada pelo uso de representacdes grdficas para fazer uma
contagem. A passagem de uma representa¢do grdfica a uma estratégia funcional exige um salto
qualitativo, uma vez que implica apoiar-se numa figura particular para explicar os calculos usando
deiticos espaciais, ou dar explicagées sobre as figuras em geral usando a indeterminagdo.
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Early algebraic thinking of primary school pupils (6-12 years) related to linear patterns
generalizing problems.

Abstract

This paper identifies characteristics of primary school pupils (6-12 years) algebraic thinking when
solving a linear patterns generalizing problem with a succession of figures. Results show that algebraic
thinking starts with the coordination of spatial and numerical structures. It is evidenced in students’ use
of graphical representation to do a recount. The change from a graphical representation to a functional
strategy implies a qualitative step since these students relied on a particular figure to explain their
calculations using spatial deictic or they give general explanations of figures using the indeterminacy.

Key words. Algebraic thinking; generalization; linear patterns; strategies; problem solving.

Pensée algébrique précoce d’étudiants d’éducation primaire (6-12 ans) dans des problémes de
généralisation de patrons linéaires.

Résumé

Ce travail identifie des caractéristiques de la pensée algébrique chez des éleves d’éducation
primaire (6-12 ans) quand ils résolvent un probleme de généralisation de patrons linéaires avec une
succession de figures. Les résultats indiquent que la pensée algébrique peut s’initier avec la
coordination de la structure spatiale et numérique mise en évidence par l'usage de représentations
graphiques pour faire un comptage. Le changement d’une représentation graphique a une stratégie
Jfonctionnelle suppose un saut qualitatif puisque cela implique s’appuyer sur une figure en particulier
pour expliquer les calculs en utilisant des déictiques spatiaux, ou donner des explications sur les figures
en général en utilisant l'indétermination.

Mots clés: Pensée algébrique; généralisation; patrons linéaires; stratégies; résolution de
problémes.

1. Introduccion

Un foco importante de la investigacion en educacion matematica en los ultimos
afios ha sido el desarrollo del pensamiento algebraico en los primeros niveles de
ensefianza (Radford, 2014), que apoya la introduccion del Algebra temprana en el
curriculum de educacion primaria (Cai & Knuth, 2011; Carraher & Schliemann, 2007;
Godino, Aké, Gonzato & Wilhelmi, 2014; Socas, 2011). Con esta perspectiva se
propone organizar la ensefianza de la aritmética y del algebra sin saltos ni rupturas,
tratando de que haya una continuidad sin necesidad de introducir nuevos topicos.

Kieran (2004, p. 49) indica que el pensamiento algebraico en las primeras etapas
escolares “deberia incluir el desarrollo de formas de pensar sobre la relacion entre
cantidades, la identificacion de estructuras, el estudio del cambio, la generalizacion,
la resolucion de problemas, la modelacion, la justificacion, la prueba y la
prediccion”.

Centrandonos en la generalizacion, ésta ha sido conceptualizada desde diferentes
puntos de vista. Segin Polya (1965) “la generalizacion consiste en pasar del examen
de un conjunto limitado de objetos al de un conjunto mas extenso que incluya al
conjunto limitado” (p. 97). Para Dreyfus (1991) “la generalizacion consiste en derivar
o inducir desde lo particular, identificar lo que es comun y extender dominios de
validez para incluir un conjunto mas amplio de casos” (p. 35). De la misma manera,
Kaput (1999), entiende por generalizacion:
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“... extender deliberadamente el rango de razonamiento o comunicacion mas alla
del caso o casos considerados, identificando explicitamente y exponiendo similitud
entre casos, o aumentando el razonamiento o comunicacion a un nivel donde el
foco no son los casos o situacion en si mismos, sino los patrones, procedimientos,
estructuras, y las relaciones entre ellos” (p. 136).

Un componente del pensamiento algebraico es el uso del simbolismo algebraico ya
que “para caracterizar de forma significativa el pensamiento algebraico no es
suficiente ver lo general en lo particular, sino que se debe ser capaz también de
expresarlo algebraicamente” (Kieran, 1989, p.165). Pero como sefialan English y
Warren (1998) hay un desfase entre la habilidad de los estudiantes para reconocer y
expresar verbalmente un cierto grado de generalidad y la habilidad para emplear la
notacion algebraica, pues el uso de esta notacion suele plantear dificultades. La
generalizacion de patrones es uno de los contextos en los que es posible empezar a
desarrollar formas de pensamiento algebraico. Asi, segun Radford (2011), “El
pensamiento algebraico temprano se considera que esta basado en las posibilidades
del estudiante para comprender patrones en formas co-variacionales desarrolladas
culturalmente y usarlos para tratar con cuestiones de términos lejanos o no
especificados” (p. 23).

1.1. Generalizacion de patrones

En las tareas de generalizacion de patrones se presenta una sucesion de figuras y
se pide continuar la sucesion o determinar el nimero de elementos que componen una
figura dada o no especificada; o dado el nimero de elementos de una figura identificar
qué posicion ocupa dicha figura en la sucesion. Stacey (1989) distingue aquellas tareas
en la que se pide la busqueda del siguiente término u otro término al cual se pueda
llegar mediante recuento, una tabla o un dibujo (generalizacidon cercana) y, por otro,
aquellas en los que los procedimientos anteriores resultan laboriosos y es necesario la
identificacion de un patron o regla general (generalizacion lejana).

En este estudio nos centraremos en un caso particular de las tareas de
generalizacion de patrones, las de patrones lineales definidas como:

“aquellos que describen una situacion que contiene en el enunciado un dibujo o

figura que proporciona los primeros términos f(1), f(2), f(3), ... de una progresion
aritmética y se pide a los alumnos calcular f(n) para n “pequerio” y para n
“grande” y obtener la regla general. El término general viene dado por una
funcion lineal o afin” (Zapatera 'y Callejo, 2011; p. 600).

Las investigaciones sobre como los alumnos de primaria identifican el patréon de
una sucesion donde se dan los primeros términos en forma grafica, han puesto de
relieve algunos aspectos importantes del desarrollo del proceso del pensamiento
algebraico (Radford, 2011; 2014; Rivera, 2010; Vergel, 2014; Warren, 2005):

* La coordinacion entre la estructura espacial y la numérica: Para continuar una
sucesion los estudiantes necesitan identificar una regularidad que relacione dos
estructuras diferentes: una espacial (distribucion espacial de los elementos de las
figuras) y otra numérica (niimero de elementos que componen cada figura).

* La relacion funcional: Para identificar un término lejano (o no especificado) se
debe establecer una relacion funcional entre el término de la sucesion que ocupa la
figura y la cantidad de elementos que la forman.
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* El proceso inverso: Para identificar el término de la sucesion que ocupa una figura
conocido el numero de elementos que la forman, es preciso establecer una relacion
funcional inversa de la anterior.

Las investigaciones de Radford (2011) con alumnos de 2° a 4° grado (de 7 a 10
afios) han mostrado que algunos alumnos no llegaban a coordinar las estructuras
espacial y numérica de una sucesion formada por figuras, otros si eran capaces de
coordinar las dos estructuras e identificar una regla que permitiera calcular el nimero
de elementos de un término especifico, y en grados posteriores algunos estudiantes
llegaban a escribir pseudo-formulas para expresar la generalidad. Radford interpreta
estos resultados desde una perspectiva semiotica subrayando la manera en la que los
estudiantes se refieren a /o indeterminado al centrar la atencién en como expresan la
incognita o variable.

Aunque investigaciones recientes han empezado a mostrar que los estudiantes de
los primeros grados son capaces de comprender algunos aspectos de la generalizacion
de patrones antes de introducir el algebra formal (Cooper & Warren, 2011; Radford,
2011; Rivera & Becker, 2011; Vergel, 2014), son necesarias mas investigaciones que
aporten informacion sobre las caracteristicas del pensamiento algebraico temprano y
en particular sobre como los estudiantes de educacion primaria se refieren a lo
indeterminado.

2. Marco teorico

Para Radford (2010) las formas de pensamiento algebraico permiten comprender
las actuaciones (estrategias/procedimientos) de los estudiantes a través de los medios
semiodticos de objetivacion que movilizan cuando se enfrentan a tareas en el contexto
de la generalizacion de patrones. La teoria de la objetivacion parte de considerar al
individuo no solo como un sujeto pensante sino como un sujeto que vive, piensa y
actiia en el marco de una cultura, y de la premisa de que la base de la cognicion se
encuentra en la praxis social, entendida esta praxis como una actividad humana
sensitiva y concreta. Segiin Radford lo que distingue el pensamiento numérico del
algebraico es que este ultimo trata con cantidades indeterminadas o no especificadas
como si fueran conocidas y se realizan céalculos con ellas como se hace con los
nameros (analiticidad). Los tres elementos que caracterizan el pensamiento algebraico
son: el sentido de indeterminacion, la analiticidad y la expresion semidtica de sus
objetos.

Desde una perspectiva semiodtica Radford (2003) identifica tres formas de
pensamiento algebraico: factual, contextual y simbolica. En el pensamiento algebraico
factual la generalidad se basa en acciones realizadas sobre nimeros y las actuaciones
constan de palabras, gestos y de actividad perceptual. Un ejemplo de esta forma de
pensamiento se muestra en la Figura 1 donde se le pregunta a un alumno por el numero
de circulos que componen la figura 5 de una sucesion (Vergel, 2015, p. 14). Este
alumno “en la figura de la izquierda moviliza un gesto indexical sefialando los
circulos horizontales. La figura del centro muestra el recurso de Esneider del numero
de circulos horizontales de la figura anterior. Finalmente en la figura de la derecha,
se muestra como el estudiante retorna a la figura 5 y hace un deslizamiento para
describir la posicion y el numero de circulos que deben ir en la posicion vertical”.
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F igur 1.

En el pensamiento algebraico contextual la formulacion algebraica es una
descripcion del término general donde los gestos se sustituyen por términos
descriptivos claves, como ‘arriba’, ‘abajo’, ‘extremos’, ‘horizontal’, ‘vertical’, etc. Por
ejemplo, el nimero de circulos de cualquier figura de la sucesion del ejemplo anterior
se podria expresar de la siguiente forma: en la figura se suman los circulos de abajo,
que es igual al numero de la figura, con los de arriba, pero arriba hay un circulo
menos que abajo. En este caso se utilizan los términos arriba y abajo y en la respuesta
subyace el esquema n + (n-1). Finalmente, el pensamiento algebraico simbolico utiliza
el simbolismo algebraico, aunque sea incipiente, para expresar la generalidad. El
ejemplo de la Figura 2, tomada de Radford (2011) muestra cémo un alumno representa
mediante una formula lo que escribid: “Necesita poner [tantos cuadrados blancos
como] el numero de la figura arriba y abajo, mas un cuadrado negro arriba”.
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Figura 2. Ejemplo de forma de pensamiento simbolico. Tomado de Radford (2011, p. 187)

Las investigaciones de Radford (2010) muestran que el desarrollo del pensamiento
algebraico temprano se mueve desde lo factual a lo contextual y a lo simbolico.

Teniendo en cuenta este marco de referencia y la necesidad de aportar mas
informacion acerca de las caracteristicas del pensamiento algebraico temprano, el
objetivo de nuestra investigacion es identificar caracteristicas del pensamiento
algebraico de estudiantes de educacion primaria (de 6 a 12 afos) cuando resuelven
problemas de patrones lineales, como un contexto en el que los alumnos deben
expresar de alguna manera lo indeterminado. La manera en la que los estudiantes
desde 1° a 6° curso se refieren a lo indeterminado puede aportar informacion sobre una
trayectoria hipotética de aprendizaje del proceso de generalizacion en la educacion
primaria, entendida como un camino hipotético a través del cual el aprendizaje de los
estudiantes puede progresar.

Por otra parte, otro aspecto importante que puede aportar informaciéon sobre la
manera en la que los estudiantes de educacion primaria conceptualizan la
generalizacion de patrones lineales tiene que ver con la relacion entre las actuaciones
(estrategias) de los estudiantes al responder a las cuestiones de generalizacion lejana y
la manera en la que son capaces de invertir este proceso, es decir, averiguar la posicion
de una figura dado el nimero de elementos que la componen. De esta manera, nos
planteamos las siguientes preguntas de investigacion:

* ;Qué estrategias utilizan los estudiantes de educacién primaria para
expresar la indeterminacion en la generalizacion lejana?
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* Coémo influye la estrategia utilizada en la generalizacion lejana en la
obtencion de la inversion y la regla general?

3. Método

A continuacion presentamos los participantes, los instrumentos de recogida de
datos y el analisis realizado.

3.1. Participantes

Los participantes fueron 264 alumnos de educacion primaria de un centro publico
de la provincia de Alicante distribuidos de la siguiente manera: 43 de primer curso, 53
de segundo, 46 de tercero, 41 de cuarto, 35 de quinto y 46 de sexto curso. Estos
alumnos no habian recibido ninguna formacion especifica sobre la generalizacion de
patrones.

3.2. Instrumentos de recogida de datos

Los estudiantes de los diferentes cursos resolvieron un problema de generalizacion
de patrones lineales que mantenia siempre la misma estructura (Figura 3). En el
enunciado del problema propuesto se dan los tres primeros términos de una sucesion
de forma grafica y se plantean las cuestiones siguientes:

* Cuestion 1: Representar el siguiente término de la sucesion.

* Cuestion 2: Calcular el nimero de elementos que componen los dos siguientes
términos.

* Cuestion 3: Calcular el nimero de elementos que compone un término lejano.

* Cuestion 4: Identificar cual es el término que tiene un nimero dado de
elementos.

* Cuestion 5: Identificar la regla general.

En el disefio del instrumento consideramos dos variables: las cuestiones
planteadas, y el nimero usado en la cuestion de generalizacion lejana. En relacion a la
primera variable, realizamos dos formatos adaptandolo a la edad de los estudiantes
(version A, 1°y 2° curso, y version B, de 3° a 6° curso). En la version A solo se
preguntaban las tres primeras cuestiones -hasta la generalizacion lejana- y en la version
B se preguntaban todas las cuestiones. En relacion a la segunda variable, el numero
usado en la cuestion sobre la generalizacion lejana, era mayor en funcion del ciclo. En
la version A el numero usado fue el 15, y en la version B el 18. La Figura 3 presenta la
version B del cuestionario que incluye las cinco cuestiones y se solicita el término 18
en la cuestion de generalizacion lejana.
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Figura 3. Problema para alumnos de 3° a 6° curso

En el problema propuesto se presenta una sucesion de figuras con mesas en fila y
con sillas alrededor de las mesas, indicando en los tres primeros términos el nimero de
mesas y de sillas. En las dos primeras cuestiones se pide continuar la sucesion de
figuras para 4 mesas y el célculo de sillas para 5 y 6 mesas respectivamente. La tercera
cuestion es de generalizacion lejana, dado el numero de mesas (el término de la
sucesion) calcular el nimero de sillas. En la cuarta cuestion se da el nimero de sillas y
se pide el numero de mesas (proceso inverso). En la quinta y ultima se pide la regla
general que relaciona el nimero de mesas con el de sillas (relacion funcional). Las
cuatro primeras se refieren a casos particulares y la tltima al caso general.

Las cuestiones fueron propuestas para indagar sobre aspectos del desarrollo del
pensamiento algebraico de los estudiantes puestos de manifiesto al manejar lo
indeterminado: la coordinacion de las estructuras espacial y numérica, la relacion
recursiva construyendo un término a partir del anterior, la relacion funcional entre el
nimero de mesas y el nimero de sillas para casos particulares, la relacion funcional
inversa entre el nimero de sillas y el nimero de mesas para casos particulares y la
manera en la que los estudiantes desarrollan formas de expresion semiotica de estas
relaciones. La articulacion de las estructuras espacial y numérica se pone de manifiesto
desde la primera cuestion; estas estructuras sirven de referencia para responder a las
siguientes cuestiones que a su vez pueden poner de manifiesto otros aspectos del
pensamiento algebraico como son la relacion funcional y el proceso inverso, asi como
la manera en la que los estudiantes manejan lo indeterminado.

AIEM, numero 10, Noviembre de 2016 11



Pensamiento algebraico temprano

3.3. Analisis

En este estudio se presenta el andlisis de las tres ultimas cuestiones. El interés
radica en que las respuestas a estas cuestiones permiten indagar sobre las formas de
pensamiento algebraico temprano. Este analisis se realiz6 en dos fases.

En la primera fase se realizd un anélisis inductivo en el que tres investigadores
realizaron un primer analisis de las respuestas de los estudiantes a la cuestion de
generalizacion lejana obteniendo cuatro categorias de estrategias: (1) representacion
grafica o recuento directo sobre un dibujo de la figura pedida, (2) estrategia recursiva o
construccion de la sucesion numérica hasta el término buscado anadiendo a cada
término la diferencia constante para obtener el siguiente, a,.1=a,*+d, (3) relacion
funcional no proporcional, agrupando mentalmente las sillas de la figura pedida y
relacionando el niimero de mesas con el de sillas, asumiendo implicitamente que
f(n)=an+b, b#0, y (4) razonamiento proporcional, entendiendo implicitamente que hay
una relacion de proporcionalidad entre el nimero de mesas y el de sillas, f{n)=an.
Estas estrategias muestran distintos aspectos del pensamiento algebraico como son, por
una parte, la coordinacion entre la estructura espacial y la numérica al representar
graficamente un término particular, la relacion funcional al asociar el nimero de mesas
con el de sillas, y el proceso inverso al relacionar el nimero de sillas con el de mesas;
por otra parte, desde una perspectiva semidtica se pueden contemplar distintas formas
de expresar la generalidad (Radford, 2003).

Para garantizar la validez y fiabilidad del analisis, cada uno de los investigadores
realizo un primer andlisis de las respuestas de los estudiantes. A continuacion el grupo
de investigadores discutio las categorias de estrategias identificadas. Los desacuerdos
y acuerdos fueron discutidos con el objetivo de consensuar las categorias y los
aspectos del pensamiento algebraico que mostraban las estrategias. Ejemplos de estas
estrategias se presentan en el apartado de resultados.

En la segunda fase se relacionaron las estrategias usadas por los estudiantes para
responder a la cuestion de generalizacion lejana (cuestion 3) con el éxito en las
cuestiones en que se pedia el numero de mesas dado el numero de sillas (proceso
inverso) (cuestion 4) y en la cuestion en que se pedia la regla general (cuestion 5).

4. Resultados

Los resultados se presentan en tres secciones. En primer lugar se muestran las
estrategias utilizadas por los estudiantes de primaria en la generalizacion lejana que
evidencian aspectos del pensamiento algebraico. En segundo lugar se muestra el uso
de estas estrategias a lo largo de los cursos. En tercer lugar se presenta la relacion entre
el tipo de estrategia utilizada en la generalizacion lejana y el nivel de éxito de la
inversion y en la obtencion de la regla general (de 3° a 6° curso).

4.1. Estrategias utilizadas por los estudiantes que evidencian aspectos del
pensamiento algebraico

Los alumnos utilizaron diferentes tipos de estrategias al intentar responder a la
cuestion de generalizacion lejana que muestran diferentes aspectos del pensamiento
algebraico. Presentamos los resultados agrupados por las estrategias utilizadas.
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4.1.1. Representacion grafica

La estrategia mas frecuente usada por los estudiantes fue hacer una representacion
grafica para visualizar el patron de la secuencia y hacer un recuento directo del nimero
de sillas sobre el dibujo (189 estudiantes- Tabla 1, 71.6%). De esta manera los
estudiantes representaron la relacion entre las mesas y las sillas como pedia la cuestion
planteada. Un ejemplo de resolucion correcta se muestra en la figura 4 (alumno de 2%
curso).

3 En wno fiestos se hon colocade 15 mesas  ouo cmww[w/wtwf sillas. b(lu‘lm,tmz
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Figura 4. Representacion grafica utilizada por un estudiante de segundo curso.

Esta estrategia pone de manifiesto un aspecto importante del desarrollo del
pensamiento algebraico: la coordinacion entre las estructuras espacial y numérica.

De los 189 estudiantes, 102 respondieron correctamente (53.9%), los demas
cometieron varios tipos de errores. El mas frecuente fue no respetar la estructura
espacial ni la estructura numérica (Ejemplo 1, Figura 5). Otros errores fueron respetar
la estructura espacial pero no la numérica, pues no representaron el nimero de mesas
pedido (Ejemplo 2, Figura 5 donde el estudiante dibuja 16 mesas en lugar de 15), o
respetar la estructura espacial y la numérica pero equivocarse en el conteo (Ejemplo 3,
Figura 5).
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Ejemplo 1 (estudiante 2° curso) ‘ Ejemplo 2 (estudiante 1° curso)
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Ejemplo 3 (estudiante 2° curso)

Figura 5. Ejemplos de resoluciones graficas que no respetaban la estructura espacial y/o
numérica.

4.1.2. Identificacion de la recursividad
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Solo 3 estudiantes (1.1%) hallaron el niimero de sillas haciendo uso del caracter
recursivo de la pauta lineal, es decir, sumando 2 sillas por cada mesa afadida. Esta
estrategia pone de manifiesto la analiticidad, identificando la diferencia constante de la
sucesion y el uso de procedimientos de contar que lo evidencian. La Figura 6 muestra
un ejemplo de resolucion correcta donde el estudiante construye una tabla.
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Figura 6. Estrategia recursiva utilizada por un estudiante de sexto curso.

De los 3 estudiantes s6lo 1 respondié correctamente, pues los otros dos no
identificaron la diferencia constante. Por ejemplo un estudiante de 3® curso (Figura 7),
considerd que “cada mesa mas es una silla mas.” Este estudiante usdé una
manifestacion discursiva para dar cuenta de la relacion identificada (en este caso
equivocada) y consideramos que su respuesta evidencia un incipiente sentido de la
indeterminacion al referirse a la cantidad indeterminada de mesas como si fueran
conocidas; en su expresion subyace el esquema n+1/ para calcular el nimero de sillas a
partir del término anterior de la sucesion.
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Figura 7. Estrategia recursiva erronea utilizada por un estudiante de tercer curso.

4.1.3. Relacion funcional no proporcional

43 estudiantes (16.3%) identificaron una relacion funcional no proporcional entre
el numero de mesas y el nimero de sillas usados y realizan los calculos para
determinar el numero de sillas en funcion del nimero de mesas. La forma en la que los
estudiantes evidencian el reconocimiento de la relacion funcional entre el nimero de
mesas y sillas ha sido variado, dependiendo de la forma de agrupar las mesas y las
sillas. Al explicar los célculos realizados han utilizado deicticos espaciales con
expresiones como arriba, abajo, en medio, extremos, entre otras, que son muestras del
pensamiento algebraico temprano en cuanto que mas adelante permitiran interpretar el
significado de las formulas (Vergel, 2014). Ademads algunos estudiantes al explicar lo
que han hecho hablan del numero de mesas sin especificar la cantidad, lo que es un
indicio mas del desarrollo del pensamiento algebraico en cuanto que muestran sentido
de la indeterminacion al referirse al nimero de mesas. Esto pone en evidencia la forma
de pensamiento algebraico contextual.

Se han observado tres formas de evidenciar el reconocimiento de esta relacion y en
ellas dos maneras de manifestar el pensamiento algebraico. En la primera forma de
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reconocer la relacion los estudiantes multiplican el numero de mesas por dos para
obtener el nimero de sillas situadas arriba y abajo, y le suman dos que son las sillas de
los extremos (Figura 8). El ejemplo de la Figura 8 pone de manifiesto que el estudiante
usa simultdneamente la expresion verbal y los niimeros para dar cuenta de la relacion
encontrada, pero su expresion verbal va mas alld de la descripcion de las operaciones
realizadas, pues el estudiante no se refiere a las 18 mesas sino que dice “en cada
numero de mesas”, y expresa verbalmente la regla que permite calcular el nimero de
sillas para cualquier nimero de mesas usando los deicticos arriba, abajo y lados, lo
que es una muestra de pensamiento algebraico contextual.

Figura 8. Estrategia funcional tipo 1 utilizada por un estudiante de 4° curso.

En la segunda forma de reconocer la relacion, los estudiantes diferencian entre las
mesas de los extremos —con tres sillas— y las de en medio —con dos sillas cada una—,
realizan una multiplicacion en cada caso y suman los resultados obtenidos (Figura 9).
En el ejemplo de la Figura 9 también aparecen los dos modos de representacion,
numérico y verbal, pero a diferencia del ejemplo anterior el discurso verbal es una
simple descripcion de las operaciones realizadas y no da muestra de sentido de la
indeterminacion.
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Figura 9. Estrategia funcional tipo 2 utilizada por un estudiante de tercer curso.

En la tercera forma de evidenciar la relacion los estudiantes separan una de las
mesas de los extremos como si estuviera completa con cuatro sillas, pues le afiaden la
silla del otro extremo, multiplican el resto de mesas por dos y concluyen realizando la
suma (Figura 10). El ejemplo de la Figura 10 también muestra la forma de
pensamiento algebraico contextual.

AIEM, numero 10, Noviembre de 2016 15




Pensamiento algebraico temprano

A x =04 4 Y= 238

ﬂ“” £
.‘ ANERG Qp Cl_Lu? ﬂc\ Meno. Que ngp (« %gﬁoﬁ o8 muﬁpim

b
;U}f (11’(} p;@; 5
lon L il e ¥.of tellado e cumo b mepo N

Figura 10. Estrategia funcional tipo 3 utilizada por un estudiante de sexto curso.

Solo 10 estudiantes que utilizaron la estrategia funcional no obtuvieron éxito
(23.2%). Los errores mas frecuentes fueron: identificar que cada mesa tiene dos sillas,
pero olvidarse de las sillas de los extremos (Ejemplo 1, Figura 11), o multiplicar por
las sillas de los extremos en vez de sumarlas (Ejemplo 2, Figura 11), o sumar una
cantidad errénea de sillas de los extremos (Ejemplo 3, Figura 11) o cometer un error de
calculo (Ejemplo 4, Figura 11). Los ejemplos de la Figura 11 no muestran evidencias
de pensamiento algebraico contextual, pues los estudiantes se limitan a describir las
operaciones realizadas.
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Ejemplo 1 (estudiante 4° curso) Ejemplo 2 (estudiante 3° curso)
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Ejemplo 3 (estudiante 6° curso) Ejemplo 4 (estudiante 4° curso)

Figura 11. Dificultades en la utilizacion de la estrategia funcional.

4.1.4. Estrategia incorrecta usando relaciones de proporcionalidad

14 estudiantes (5.3%) trataron de buscar una relacion funcional entre el nimero de
mesas y el de sillas, pero utilizaron un razonamiento proporcional obteniendo asi un
nuamero erréoneo de sillas en relacion con el numero de mesas. En unos casos
multiplicaron por 2 ignorando las sillas de los extremos, y en otro por 3, como el caso
del ejemplo de la Figura 12. Estos estudiantes solo se fijaron en una parte de la
informacion proporcionada por el texto y por el dibujo asumiendo una relacion de
linealidad.
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Figura 12. Razonamiento proporcional utilizado por un estudiante de cuarto curso.

Los 15 estudiantes restantes (5.7%) utilizaron estrategias incorrectas sin sentido o
lo dejaron en blanco. Estas estrategias han sido clasificadas como “otras”.

4.2. Uso de las estrategias en la generalizacion lejana por curso

La Tabla 1 muestra el uso de las estrategias en la generalizacion lejana a lo largo
de los cursos. El primer nimero de cada celda corresponde al total de alumnos de
educacion primaria que utilizé la estrategia, y entre paréntesis se indica el numero de
estos estudiantes que tuvieron éxito utilizando esa estrategia.

Tabla 1. Nivel de éxito en la generalizacion lejana (cuestion 3) en funcion de la estrategia
utilizada.

Estrategias
utilizadas en la 0 NI I 0 NI 0 IN— N — Total
generalizacién 1° (N=43) 2°(N=53) 3° (N=46) 4°(N=41) 5°(N=35) 6° (N=46) (N=264)
lejana
Representacion
grifica 40 (10) 51(27) 36 (19) 25(17) 16 (11) 21 (18) 189(102)
Recursiva 0(0) 0(0) 1 (0) 1 (0) 0 (0) 1(1) 3(1)
Funcional no
proporcional 0(0) 0(0) 7(4) 10 (7) 10 (7) 16 (15) 43(33)
Proporcional 0(0) 0(0) 1 (0) 2(0) 5(0) 6 (0) 14(0)
Otras 3(0) 2 (0) 1 (0) 3(0) 4(0) 2 (0) 15(0)

La representacion grafica fue la unica estrategia que aparecio en todos los cursos y
ademds de manera mayoritaria. Su uso disminuy6 de primero a sexto pero aumento el
nivel de éxito, y fue practicamente la inica que usaron los alumnos mas jovenes (1¢y
2% curso). Esta estrategia pone de manifiesto como los estudiantes coordinan las
estructuras espacial y numérica, como un aspecto del pensamiento algebraico
temprano, y se puede observar que esta coordinacién va mejorando a lo largo de los
afios. La disminucion del uso de esta estrategia a lo largo de los cursos muestra de qué
manera los estudiantes pasan de la representacion grafica de un caso particular a
identificar relaciones funcionales que expresan con célculos especificos y a identificar
una regla general que expresan de forma verbal, lo que muestra una forma de
pensamiento algebraico contextual, como paso previo para desarrollar el pensamiento
algebraico simbolico.

A partir de tercero se amplid la variedad de estrategias apareciendo la recursiva,
funcional y proporcional; de ellas la funcional es la que aparece mayoritariamente y su
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uso y nivel de éxito se incrementa de tercer curso a sexto curso. El paso de la
representacion grafica, que ilustra la situacion del enunciado y se basa en un recuento,
a la estrategia funcional que pone en relacion dos cantidades mediante operaciones,
supone un salto cualitativo importante. Este salto cualitativo se puso de manifiesto en
las explicaciones que dieron algunos estudiantes para justificar su respuesta a la
cuestion de generalizacion lejana, pues en lugar de referirse a una figura en particular,
la formada por 18 mesas, se referian al numero de mesas apareciendo asi de forma
intuitiva la idea de indeterminacion, y usaron deicticos espaciales para describir la
posicion de las sillas en la regla general como ya hemos visto en algunos ejemplos
(Figura 6).

El uso de otras estrategias incorrectas fue minimo y el uso de la estrategia
proporcional fue aumentando a lo largo de los cursos lo que se puede explicar por la
aparicion en el curriculum de contenidos vinculados al razonamiento proporcional.

4.3. Relacion entre la estrategia utilizada en la generalizacion lejana y la
obtencion de la inversion y la regla general

Las cuestiones relativas a la inversion y a la regla general solo se propusieron a los
alumnos de 3° a 6° (8 a 12 afios). La Tabla 2 muestra la relacion entre las estrategias
utilizadas en la generalizacion lejana y el éxito —o no—en las cuestiones donde se pedia
identificar el nimero de mesas dado el numero de sillas (cuestion 4, inversion) y la
regla general (cuestiéon 5). También en esta tabla el primer numero de cada celda
corresponde al total de estudiantes que utilizo esa estrategia en la generalizacion lejana
y el numero entre paréntesis el total de ellos que tuvo éxito en la/s cuestion/es
indicada/s. En esta tabla no se ha incluido la categoria “otras” pues ningun estudiante
que utilizo estrategias incorrectas sin sentido o lo dejé en blanco fue capaz de obtener
la inversion o la regla general.

Tabla 2. Niveles de éxito en las cuestiones 4 y 5 en funcion de la estrategia utilizada en la
cuestion 3.
Estrategias utilizadas

e ey Respuestas 0 (N— o (N— 0 (N 0 (N=
en la gfl:::ljear::zacwn correctas 3°(N=46) 4° (N=41) 5° (N=35) 6° (N=46) Total
Solo cuestion 4:
Inversién 36 (11) 25 (2) 16 (7) 21(5) 98(25)
Representacion Solo cuestion 5:
grifica Regla general 36 (0) 25 (5) 16 (0) 21 (4) 98 (9)
Cuestion 4y 5 36 (2) 25 (1) 16 (2) 21 (2) 98 (7)
Solo cuestion 4:
Inversién 1 (0) 1 (0) 0 (0) 1 (0) 3 (0)
. Solo cuestion 5:
Recursiva Regla general 1(0) 1(0) 0(0) 1(0) 3(0)
Cuestion 4y 5 1 (0) 1 (0) 0 (0) 1(1) 3()
Solo cuestion 4:
Inversién 7(2) 10 (0) 10 (0) 16 (1) 43(3)
Funcional Solocuestion S: )5y 90 16(3) 4307

Regla general
Cuestion 4y S 7(1) 10 (4) 10 (4) 16 (10) 43 (19)
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Solo cuestion 4:

Inversién 1 (0) 2 (0) 5(0) 6 (0) 14(0)

. Solo cuestion 5:
Proporcional Regla general 1(0) 2 (0) 5(0) 6(3) 14 (3)
Cuestion 4y 5 1 (0) 2 (0) 5(0) 6 (0) 14 (0)

En la Tabla 2 observamos que los estudiantes que usaron una representacion
grafica resolvieron con mas éxito la cuestion donde se pedia la inversion (32.6%) que
la cuestion donde se pedia la regla general (16.3%). Esto se puede explicar por el
hecho de que el 76.7% utilizo con éxito la representacion grafica, lo que indica que
coordinaban la estructura espacial y la numérica, y esto les pudo ayudar a relacionar el
numero de sillas con el de mesas apoyandose en el esquema espacial. Sin embargo, la
coordinacion de estas estructuras no fue suficiente para identificar la regla general ya
que para ello hay que identificar una funcion que relaciona dos cantidades, lo que
supone un salto cualitativo importante como ya hemos indicado.

Por otro lado se observa que cuando los estudiantes usaron la estrategia funcional,
mayoritariamente resolvieron correctamente la inversion y la regla general (44.2%).

Los estudiantes que utilizaron una estrategia funcional tuvieron mas éxito en
ambas cuestiones que aquellos que emplearon una estrategia recursiva (33.3%) o una
representacion grafica (7.1%). Ademas, el niimero de alumnos que usaron una
estrategia funcional y tuvieron éxito en ambas cuestiones fue aumentando en relacion
al curso, pasando de 1 sobre 7 estudiantes en tercero a 10 sobre 16 en sexto; mientras
que, con el resto de estrategias, en ningiin caso hubo mas de 2 estudiantes que tuvieran
éxito en ambas cuestiones. Estos datos indican que la identificacion de la relacion
funcional no proporcional, que es un aspecto importante del desarrollo del
pensamiento algebraico, sirvid de punto de apoyo para explicitar otras formas de
pensamiento algebraico mas elaboradas como obtener la relacion funcional inversa o la
regla general convirtiéndose asi en un elemento clave en el desarrollo conceptual de la
generalizacion de patrones lineales en la educacion primaria.

Finalmente, los estudiantes que utilizaron para la generalizacion lejana una
estrategia proporcional tuvieron éxito diferente en la inversion y en la regla general. En
este caso, tres estudiantes que usaron una estrategia proporcional errénea para la
resolucion de la generalizacion lejana pudieron obtener una regla general porque
cambiaron a una estrategia funcional dando muestra de la flexibilidad del uso de
estrategias.

5. Discusion y conclusiones

En este trabajo se identifica caracteristicas del pensamiento algebraico de alumnos
de educacion primaria cuando resuelven un problema de generalizacion de patrones
lineales. Hemos analizado en primer lugar las estrategias usadas por los estudiantes de
educacion primaria en la generalizacion lejana y, en segundo lugar, hemos
caracterizado la influencia de la estrategia utilizada en la generalizacion lejana para la
obtencion de la inversion y la regla general. Los resultados obtenidos nos proporcionan
caracteristicas del desarrollo conceptual de la generalizacion de patrones lineales en
educacion primaria y los elementos clave en este desarrollo.
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5.1. Caracteristicas del desarrollo conceptual de la generalizacion de patrones
lineales en educacion primaria

Las respuestas de los estudiantes a las cuestiones sobre generalizacion de patrones
lineales muestran como emergen distintas formas de pensamiento algebraico temprano.
Los alumnos en los primeros cursos (1° y 2° 6-7 anos) llegaron a coordinar las
estructuras espacial y numérica. Esta coordinacion es un punto de referencia
importante para el desarrollo de otras formas de pensamiento algebraico mas
elaboradas. La coordinacion de estas estructuras se puso de manifiesto en el uso casi
exclusivo de la representacion grafica para responder a las cuestiones planteadas
haciendo el recuento de sillas de las figuras, quizd por influencia de la primera
cuestion donde se pedia representar el siguiente término de la sucesion. El uso de una
representacion grafica para responder a la cuestion sobre la generalizacion lejana fue
disminuyendo a lo largo de los cursos (del 93.0% en 1° al 45.6% en 6°). Al mismo
tiempo aumento6 el porcentaje de respuestas correctas a lo largo de los cursos (del
25.0% al 85.7%) indicando que los estudiantes eligen otras estrategias y que coordinan
mejor las estructuras espacial y numérica.

El cambio de una representacion grafica a una estrategia funcional implica un salto
cualitativo en la medida en que los estudiantes relacionan dos cantidades. Al usar esta
estrategia los estudiantes se apoyan en la estructura espacial y numérica de la figura,
descomponiéndola y recomponiéndola para hacer los calculos mediante operaciones y
no por simple recuento como en el caso de las representaciones graficas. La
explicacion de lo que hicieron muestra un modo de pensamiento algebraico mas
elaborado que puede ser local (cuando dan la explicacion del célculo para nimeros
concretos apoyandose en una figura especifica, aunque no la dibujen) o una forma de
pensamiento algebraico contextual (cuando no dan la explicacion sobre una figura
particular sino sobre una figura cualquiera, lo que se puso de relieve con el uso de
expresiones para referirse a la indeterminacién como por ejemplo el numero de mesas,
y expresando verbalmente la regla general). En ambos casos usaron deicticos
espaciales arriba, abajo, los extremos, en medio, para referirse al significado de las
operaciones. Esto confirma los resultados de Vergel (2014) con alumnos de 5 y 6
grado (11-12 afios) sobre formas de pensamiento algebraico temprano. Este autor
subraya que esto es una evidencia de la emergencia del pensamiento algebraico
temprano en cuanto que:

“en una formula algebraica estas expresiones quedan implicitas en su estructura y
ésta no deja ver quizas las maneras como han evolucionado las formas corporeas
que se han expresado a través de acciones (por ejemplo, gestos, ritmos, miradas,
palabras) y que se despliegan en el espacio y el tiempo. Este elemento diddctico es
un indicador que nos brinda informacion valiosa sobre la emergencia del
pensamiento algebraico temprano” (Vergel, 2014, p. 184).

Nuestro estudio extiende el de Vergel, pues se ha realizado con alumnos de 1°a 6°
grado, lo que nos ha permitido constatar tanto manifestaciones primitivas del
pensamiento algebraico temprano, por ejemplo la coordinacion de la estructura
espacial y la numérica puesta de relieve en las representaciones graficas, como otras
mas elaboradas como la relacion funcional usando deicticos espaciales y en algunos
casos sentido de la indeterminacion.
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Sin embargo, no siempre los estudiantes tienen éxito en el paso de una
representacion grafica a una estrategia funcional, pues a veces usan una estrategia
proporcional incorrecta (Stacey, 1989). Esta estrategia aparece en nuestra
investigacion a partir de tercer curso, que es cuando se introduce en el curriculum la
proporcionalidad numérica. El uso abusivo de la proporcionalidad en contextos no
adecuados ya ha sido descrito en otros estudios (Fernandez y Llinares, 2012; Van
Dooren, De Bock, Janssens & Verschaffel, 2008).

Otro aspecto a destacar es que los estudiantes que usaron la representacion grafica
resolvieron con mas éxito la cuestion donde se pedia la inversion que la cuestion
donde se pedia la regla general. Este dato parece indicar que la coordinacion de las
estructuras espacial y numérica les pudo ayudar a encontrar la relacion funcional
inversa apoyandose en el esquema espacial; sin embargo la coordinacion de estas
estructuras no fue suficiente para identificar la regla general. Lo que estos datos
parecen indicar es que la posibilidad de generar estrategias alternativas a la
representacion grafica de manera espontdnea parece ser un indicador del desarrollo
conceptual de la generalizacion de patrones lineales en los estudiantes de educacion
primaria. Esta inferencia viene apoyada por el hecho de que a partir del tercer curso
(alumnos de 8 afios) los alumnos utilizaron estrategias funcionales, en unos casos
identificando el patréon de la sucesion y en otros no, por ejemplo, considerando una
relacién proporcional. Este resultado de la relacion entre la estrategia usada en la
generalizacion lejana y el éxito para encontrar la regla general o la relacion inversa, es
una aportacion novedosa de nuestra investigacion.

5.2. Elementos clave en el desarrollo conceptual de la generalizacion de
patrones lineales en educacion primaria

La identificacion de la relacion funcional no proporcional sirvié de punto de apoyo
para explicitar otras formas de pensamiento algebraico mas elaboradas como obtener
la relacion funcional inversa o la regla general. Este hecho, permite identificar un salto
cualitativo en la forma de proceder de los estudiantes ya que usar, aunque sea de
manera implicita, la relacion funcional puede ser entendida como un elemento clave en
el desarrollo conceptual de la generalizacion de patrones lineales en educacion
primaria.

Por tanto, el desarrollo de la estrategia funcional puede ser considerado un
elemento clave en la caracterizacion de una trayectoria de aprendizaje del pensamiento
algebraico de los estudiantes de educacion primaria en el contexto de la generalizacion
de patrones lineales (Stacey, 1989; NCTM, 2000).

Esta investigacion aporta informacion sobre el desarrollo conceptual de la
generalizacion de patrones lineales de los estudiantes de educacion primaria (1° a 6°
curso). Esta informacion nos ha permitido identificar caracteristicas de una trayectoria
de aprendizaje de la generalizacion lineal como un aspecto particular del desarrollo del
pensamiento algebraico en alumnos de 6 a 12 afos. Esta trayectoria de aprendizaje
vincula el uso de estrategias en la resolucion de problemas de identificacion de
patrones lineales y formas de pensamiento algebraico temprano. Este es otro resultado
novedoso de nuestro estudio, pues las investigaciones sobre generalizacion de patrones
lineales se han ocupado de estos aspectos por separado, ya que han puesto el énfasis en
las estrategias (Stacey, 1989; Warren, 2005) o en las formas de pensamiento algebraico
(Radford, 2011; 2014; Vergel, 2014). La conexidon entre ambos aspectos tiene
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implicaciones importantes en la ensefianza, pues las estrategias que usan los
estudiantes en la resolucion de problemas de generalizacion de patrones lineales
evidencian formas de pensamiento algebraico temprano que el maestro debe identificar
para favorecer y potenciar esta forma de pensamiento. Nuestro estudio presenta
ejemplos de manifestaciones de los estudiantes de educacion primaria.

Estos resultados pueden utilizarse en la formacion inicial de maestros. Por una
parte, porque aportan evidencias de que el pensamiento algebraico se puede desarrollar
en la educacion primaria. Por otra parte, las producciones de los alumnos pueden servir
para disefiar materiales docentes en los programas de formacion dirigidos a desarrollar
la competencia docente para mirar profesionalmente el pensamiento matematico de los
estudiantes (Jacobs, Lamb & Philipps, 2010; Sanchez-Matamoros, Fernandez &
Llinares, 2015). Estos materiales docentes pueden ayudar a que los estudiantes para
maestro aprendan a identificar y a describir las estrategias utilizadas por los alumnos
de educacion primaria cuando resuelven este tipo de problemas y a identificar los
elementos matematicos significativos para el desarrollo del pensamiento algebraico al
interpretar las producciones de los estudiantes (Zapatera & Callejo, 2014).

Por ultimo, nuestro estudio transversal con estudiantes de diferentes edades nos ha
permitido observar algunas caracteristicas del pensamiento algebraico temprano; en
futuras investigaciones los resultados obtenidos se podrian contrastar con un estudio
longitudinal haciendo el seguimiento de los estudiantes durante un determinado
periodo de tiempo.
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A main focus of research in mathematics education in recent years has been the
development of algebraic thinking in the early grades of education (Radford, 2014)
that supports the introduction of early algebra in the primary education curriculum
(Cai & Knuth, 2011; Carraher & Schliemann, 2007; Godino, Ake, Gonzato &
Wilhelmi, 2014; Socas, 2011). Although recent research has begun to show that
students of the early grades are able to understand some aspects of patterns
generalization before introducing formal algebra (Cooper & Warren, 2011; Radford,
2011; Rivera & Becker, 2011; Vergel, 2014), further investigations are needed to
provide characteristics of primary school pupils algebraic thinking when solving linear
generalizing problems.

Our research questions are: (i) which strategies do primary school students use to
express the indeterminacy in the further generalization? (ii) How does the strategy
used in the further generalization influence on obtaining the inversion and the general
rule?

The participants were 264 primary school pupils. These participants solved a linear
generalizing problem with a succession of figures. We provided them with the first
three terms of the succession (graphical representation). Then, they had to answer five
questions: (i) a graphical representation of the next term of the succession, (ii) the
number of elements of the two next terms, (iii) the number of elements of a further
term, (iv) the term that has a given number of elements, and (v) the general rule.

Results show that algebraic thinking starts with the coordination of spatial and
numerical structures. It was evidenced in students’ use of graphical representation to
do a recount. The change from a graphical representation to a functional strategy
implies a qualitative step since these students relied on a particular figure to explain
their calculations using spatial deictic or they give general explanations of figures
using the indeterminacy. Identifying the functional strategy helps students to identify
other forms of algebraic thinking more elaborated such as obtaining the inverse
functional relationship or the general rule. So, the functional strategy can be
considered a key element in the characterization of a primary school students learning
trajectory of the algebraic thinking in the context of linear generalization.

These results can be used in teachers training programs to introduce learning
trajectories of algebra thinking in the early grades as a reference in teachers’ learning
of students’ mathematical thinking.
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