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de modelacion computacional

Resumen

Reportamos resultados de una investigacion con un grupo de estudiantes de ciencias sociales que
tomaban un curso introductorio de probabilidad, cuyo propdsito era explorar el razonamiento ligado a
las conexiones entre la probabilidad teorica y la estimacion frecuencial de la probabilidad de eventos
simples y compuestos en un ambiente de modelacion computacional. Los resultados muestran que el
proceso de modelacion fue una actividad sencilla para la mayoria de los estudiantes cuando las
probabilidades del problema eran conocidas (del enfoque clasico al enfoque frecuencial). Sin embargo,
en la direccion opuesta (del enfoque frecuencial al enfoque clasico), la variabilidad de los resultados
fue uno de los principales obstaculos para identificar el modelo tedrico subyacente, particularmente en
aquellos estudiantes que utilizaron menos de 1,000 simulaciones. Los estudiantes que utilizaron 5,000 o
mads simulaciones, desarrollaron una comprension intuitiva de la ley de los grandes numeros y
ajustaron las frecuencias al modelo tedrico correcto que ellos generaron.
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Conexdes entre probabilidade tedrica e a probabilidade frequencial num ambiente de
modelacio computacional

Resumo

Reportamos resultados de uma pesquisa com um grupo de estudantes de ciéncias sociais que
tomavam um curso introdutorio de probabilidade, cujo fim era explorar o razoamento ligado as
conexoes entre a probabilidade tedrica e probabilidade frequencial de eventos simples e compostos
num ambiente de modela¢do computacional. Os resultados mostram que o processo de modelagdo ndo
foi uma atividade complexa para a maioria dos estudantes quando as probabilidades do problema eram
conhecidas (do enfoque teorico ao enfoque frequencial), mas na dire¢do oposta (do enfoque frequencial
ao enfoque teorico), a variabilidade dos resultados foi um dos principais obstdaculos para identificar o
modelo teorico subjacente, particularmente naqueles estudantes que utilizaram menos de 1,000
simulagoes. Os estudantes que utilizaram 5,000 ou mais simula¢des desenvolveram uma compreensdo
intuitiva da lei dos grandes numeros e ajustaram as frequéncias ao modelo teorico certo que eles
geraram.
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Connections between classical probability and the frecuentist estimate of probability in a
computer modelling environment

Abstract

We report results of a study with a group of social science students taking an introductory course
in probability. The purpose was to explore the reasoning linked to the connections between the
theoretical probability and experimental probability in an environment modelling. The results show that
the modelling process was not a complex activity for most students when the probabilities of the
problem are known (from theoretical approach toward the frequency approach), but in the opposite
direction (from frequency approach toward the theoretical approach), the variability of the results was
one of the main obstacles to identify the theoretical model underlying, particularly in those students who
used 1,000 or fewer rumns. The students who used 5,000 or more runs developed an intuitive
understanding of the law of large numbers and adjusted the frequencies to the correct theoretical model
that generated.

Key words. Probability, modelling, computer environment, simulation

Connexions entre la probabilité théorique et la probabilité fréquentielle dans un
environnement de modélisation informatique

Résumé

Nous présentons les résultats d'une étude avec un groupe d'étudiants en sciences sociales qui
prenant un cours d'introduction en probabilité, dont le but était d'explorer les liens liés entre la
probabilité théorique et la probabilité fréquentielle d'événements simples et composés dans un
environnement de modélisation informatique. Les résultats montrent que le processus de modélisation
n'a pas été une activité complexe pour la plupart des étudiants quand les probabilités du probleme ont
été connus (l'approche théorique a l'approche fréquentielle), mais dans le sens opposé (I’approche
fréquentielle a l'approche théorique), la variabilité des résultats a été un des principaux obstacles pour
identifier le modele théorique sous-jacent, en particulier dans les étudiants qui ont utilisé moins de
1,000 simulations. Les étudiants qui ont utilisé 5,000 ou plusieurs simulations, ont développé une
compréhension intuitive de la loi des grands nombres et ont ajustées les fréquences au modéle théorique
correct qu'ils ont généré.

Mots clés. Probabilité, modélisation, environnement informatique, simulation

1. Introduccion

Entre los principales obstaculos identificados para el desarrollo del razonamiento
probabilistico de los estudiantes, se encuentra el excesivo énfasis que algunos
profesores hacen en el enfoque clasico de la probabilidad, con frecuencia centrado en
el uso de procedimientos rutinarios y técnicas combinatorias para el calculo de
probabilidades (Godino, Batanero y Cafiizares, 1996); restando importancia a los
enfoques frecuencial y subjetivo de la probabilidad, que de manera conjunta pueden
contribuir al desarrollo de una mejor intuicidén y razonamiento probabilistico. Diversos
investigadores (Batanero, Henry & Parzysz, 2005; Eichler & Vogel, 2014) proponen
que la ensenanza de la probabilidad debe tener en cuenta los enfoques clasico,
frecuencial y subjetivo de la probabilidad de manera interrelacionada; en particular, se
deben explorar y hacer explicitas las conexiones entre los enfoque clésico y frecuencial
(Chaput, Girard y Henry, 2011; Fischbein y Gazit, 1984). En estas ideas, el enfoque de
modelacion y simulacion en la ensefianza de la probabilidad surge como el elemento
integrador de estas propuestas.

Con el desarrollo de la tecnologia y herramientas de software educativo cada vez
mas dindmicas, interactivas, con representaciones multiples ligadas entre datos y
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resultados, y con capacidad de simulacién flexible de modelos, el enfoque de
modelacion y simulacion ha llamado la atencion de investigadores y profesores como
alternativa de ensefianza de la probabilidad en todos los niveles educativos (Konold &
Kazak, 2008; Pratt, Davies & Connor, 2011). Es asi como estudios didacticos recientes
apoyan una ensefanza basada en el proceso de modelacion y simulacion (Biehler &
Promel, 2010; Pratt, 2005). En esta misma direccién, Batanero, Henry y Parzysz,
(2005, p. 32) sefalan que “interpretar situaciones aleatorias en términos de modelos
probabilisticos pueden ayudar a superar la controversia entre enfoque clasico, subjetivo
y frecuencial”. De esta manera, “es posible presentar a la probabilidad como una
herramienta de modelacién que refleja la mentalidad de un experto cuando utiliza
probabilidad para modelar comportamientos aleatorios en contextos del mundo real”
(Prodromou, 2014, p. 417). Sin embargo, Borovcnick (2012) sefala que aunque la
respuesta usual a muchas dificultades experimentadas en el aprendizaje de la
probabilidad es simplificar los conceptos a través del método de simulacion, el cual
explota la relacion cerca entre probabilidades y frecuencias relativas; previene que el
uso extensivo que se estd haciendo de la simulacion actualmente puede inducir un

sesgo hacia la interpretacion frecuencial de la probabilidad y mostrar s6lo una cara de
la probabilidad.

Los modelos probabilisticos que se asumen en los enfoques clasico y frecuencial y
los resultados que se generan a través de ellos, pueden ser analizados a través de un
proceso bidireccional, comparando las frecuencias observadas en los experimentos o
simulaciones con las probabilidades obtenidas con el enfoque clasico y viceversa
(Pfannkuch & Ziedine, 2014; Prodromou, 2012). En dicho proceso se ponen en juego
importantes conceptos y propiedades (por ejemplo: aleatoriedad, variabilidad, tamafio
de muestra, ley de los grandes numeros) que pueden ayudar a los estudiantes a
desarrollar su razonamiento probabilistico y comprender el papel de los modelos en la
prediccion de la incertidumbre y la aleatoriedad. En este mismo sentido, Garcia,
Medina y Sénchez (2014) recomiendan evitar la tendencia a refugiarse solo en el
calculo de probabilidades evitando los dificiles conceptos de aleatoriedad y
variabilidad, sugieren complementar la ensefianza, planteando a los estudiantes
actividades donde hagan observaciones sobre variables aleatorias y reflexionen sobre
lo que ocurre con las frecuencias cuando un experimento se repite muchas veces.

La revision de la literatura muestra pocos estudios sobre la perspectiva de
modelacion y simulacion para la ensefianza de la probabilidad en el nivel universitario,
y la conexion conceptual entre enfoque clasico y enfoque frecuencial, por lo que
nuestra investigacion se enfoca a explorar las relaciones y conexiones conceptuales
que estudiantes universitarios de ciencias sociales establecen cuando abordan Ia
probabilidad desde las perspectivas clasica y la frecuencial en un ambiente
computacional como el proporcionado por el software TinkerPlots (Konold y Miller,
2011). En particular exploramos la forma como los estudiantes razonan y establecen
relaciones entre la probabilidad clasica y la estimacion frecuencial de la misma en
situaciones de modelacion que involucran eventos simples y compuestos. En
especifico nos planteamos las siguientes preguntas de investigacion:

* /Qué conexiones establecen los estudiantes entre modelos,
probabilidades y frecuencias relativas, cuando resuelven problemas donde
utilizan el enfoque clasico y el enfoque frecuencial de la probabilidad en forma
complementaria?

* /Pueden estudiantes universitarios establecer una conexion conceptual
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correcta entre las aproximaciones clésica y frecuencial de la probabilidad en un
ambiente de simulacién computacional?

2. Antecedentes

La revision de la literatura muestra algunos trabajos que exploran el uso de
modelos y las conexiones entre los enfoques clasico y frecuencial de la probabilidad en
ambientes computacionales; la mayor parte de ellos se han realizado en niveles
preuniversitarios. Por ejemplo, Ireland y Watson (2009), en una investigaciéon con
estudiantes de grado 5 y 6, en la que utilizaron el software TinkerPlots, sefialan que
muchos estudiantes pudieron conectar adecuadamente los resultados experimentales
con el modelo tedrico correspondiente y demostraron una comprension intuitiva de la
ley de los grandes numeros. Sin embargo, la falta de comprension de las ideas
subyacentes al concepto de equidad en los eventos, fue una barrera para que muchos
estudiantes conectaran la probabilidad tedrica con su estimacion frecuencial.

En otro contexto, y con estudiantes para profesores como sujetos de estudio,
Prodromou (2012) se propuso explorar el razonamiento y la manera como establecian
la conexién bidireccional entre la probabilidad tedrica (distribucion de probabilidad) y
su estimacion frecuencial (distribucion de frecuencias). Los resultados sefialan que al
hacer la conexion desde la grafica de la distribucion de frecuencias hacia la grafica de
la distribucion de probabilidad, los profesores en formacion identificaron la tendencia
como un patréon global que podia emerger desde la distribucion de frecuencias. Los
profesores atendieron la variabilidad omnipresente en las graficas de frecuencias y
apreciaron la repeticion de ensayos que se tradujeron en la estabilizacién de las
frecuencias. Al hacer la conexion desde la distribucion de probabilidad hacia la
distribucion de frecuencias, los profesores en formacion percibieron la distribucion de
probabilidad como el resultado esperado y la distribucion de frecuencias como el
resultado observado. Esto sugiere que en la conexion realizada, la probabilidad tedrica
genera en algin sentido las frecuencias experimentales. Cuando los estudiantes
compararon las frecuencias relativas experimentales con probabilidades teodricas, la
mayoria logré distinguirlas, pero no siempre pudieron coordinar estos dos enfoques
diferentes de la probabilidad debido a sus diferentes roles.

Con estudiantes de primaria de grado 6 (12-13 afios), Nilsson (2014) realizé un
experimento en el cual se propuso explorar aspectos criticos de la ensefianza de la
probabilidad que se involucran en la produccion y experimentacion con datos. Entre
los resultados de su investigacion destaca varios desafios para la ensefianza de la
probabilidad a través de experimentaciones en el nivel de primaria. Por ejemplo, los
estudiantes enfatizaron en frecuencias absolutas y relaciones parte-parte, la cual les
hizo dificil comprender la condicion de reemplazo de los elementos de la urna y uso de
valores numéricos para estimar probabilidades. Concluye que para comparar y ver la
relacion entre probabilidad tedrica y su estimacion empirica, los estudiantes necesitan
desarrollar una comprensiéon de la relacion parte-todo, y deben iniciarse en la
experimentacion con una buena comprension de proporciones y porcentajes. El estudio
muestra que una ensefianza de la probabilidad basada en experimentacién no es una
empresa facil —sobre todo si se realiza sin uso de tecnologia- y que la experimentacion
en si misma no necesariamente estimula a los estudiantes a reflexionar sobre el
propésito de los datos, ver la informacion estadistica como evidencia util para
conseguir una imagen de una poblacion o hacer predicciones de probabilidad para
situaciones aleatorias.
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Por su parte, Konold et al. (2011) realizan una critica a la practica de muchos
profesores de introducir a los estudiantes a la probabilidad tedrica y su estimacion
frecuencial, con la expectativa que los estudiantes observen sin mayor dificultad, que
las frecuencias convergen a la probabilidad conforme crece el numero de
observaciones o repeticiones de un experimento. Sin embargo, al igual que Nilsson
(2014), advierten que la conexion entre ambos enfoques de la probabilidad representa
desafios conceptuales a muchos estudiantes. Sefalan ademas algunos errores en
materiales curriculares sobre el tema, en los cuales definen la “probabilidad
experimental” (concepto que no existe en matematicas) como la razén del numero de
ensayos favorables con el nimero total de ensayos, omitiendo la pieza critica de
informacion, que esta razon (frecuencia relativa), es una estimacion de una
probabilidad no conocida del resultado de interés.

3. Marco teorico

En el enfoque clasico de la probabilidad, “la probabilidad es obtenida por la
fraccion de resultados favorables a un evento en un espacio muestral; bajo el supuesto
implicito de igual probabilidad de todos los resultados individuales del espacio
muestral” (Borovnick, Bentz & Kapadia 1991, p. 41). Por su parte, el enfoque
frecuencial de la probabilidad esta basado en la Ley de los Grandes Numeros, y define
la probabilidad de un evento como la probabilidad estimada a partir de las frecuencias
relativas de los resultados favorables en un experimento aleatorio que es repetido bajo
las mismas condiciones un nimero suficientemente grande de veces.

En el contexto de la probabilidad, Henry (1997, p. 78) senala que “un modelo es
un ente abstracto, simplificado e idealizado de un objeto real, un sistema de relaciones
0 un proceso evolutivo dentro de una descripcion de la realidad”. El autor considera la
simulacion como un proceso de modelizacién que consta de diferentes etapas: a)
descripcion y simplificacion de la realidad (partir de observaciones empiricas y decidir
qué variables o hipotesis retener), b) construccion de un modelo, que puede ser la
simulacion; en esta etapa comienza la matematizacion y formalizacion (traducir las
hipotesis de trabajo al modelo, en nuestro caso de probabilidad) c) trabajo con el
modelo para obtener los resultados matematicos o de simulacion; d) validacion de los
resultados e interpretacion en el contexto (si es necesario realizar ajustes del modelo de
probabilidad).

Promodou (2012) basada en las componentes de una investigacion estadistica
propone un marco para describir la relacion bidireccional entre la estimacion empirica
de la probabilidad en la aproximacion frecuencial y la probabilidad clasica (ver figura

).

4. Metodologia

Para el desarrollo de la presente investigacion, hemos elegido una metodologia de
tipo cualitativo (Miles y Huberman, 1994), en tanto se adapta bien para responder las
preguntas que nos hemos planteado. Nos permite interpretar,  describir y comprender
significados que los estudiantes construyen cuando realizan conexiones conceptuales
entre las aproximaciones clésica y frecuencial de la probabilidad en un ambiente de
simulaciéon computacional. El estudio tiene un alcance exploratorio y se desarrollé en
el contexto de una aula de clase en la que el investigador funge también como docente.

AIEM, niimero 11, mayo de 2017 73



Conexiones entre las aproximaciones cldsicas y frecuencial de la probabilidad
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Figura 1: Un modelo para conectar las perspectivas frecuencial y clasica de probabilidad

El estudio se llevd a cabo con un grupo de 15 estudiantes (18-19 afios) que
cursaban la carrera de Estudios Internacionales en la Universidad Auténoma de
Sinaloa, mientras tomaban el curso de probabilidad en el semestre II del ciclo 2015-
2016. El curso fue disefiado para abordar el enfoque clasico y el enfoque frecuencial de
la probabilidad en forma complementaria con apoyo del software TinkerPlots e iniciar
a los estudiantes en el enfoque de modelos y simulacién. Los antecedentes de los
estudiantes en temas de probabilidad eran muy bésicos en tanto apenas se iniciaba el
curso, y unicamente tenian ideas superficiales sobre el enfoque clasico de Ia
probabilidad adquiridos en el bachillerato.

Los resultados que presentamos en este articulo, fueron obtenidos de una actividad
al inicio del curso. La primera parte de la actividad trataba de tres lineas de revision de
seguridad (A, B y C) en un aeropuerto a las que los pasajeros eran asignados en forma
aleatoria antes de su ingreso a la sala de espera; la segunda parte consideraba ademas
del cruce de los pasajeros por las lineas de seguridad, el cruce por un semaforo de
aduanas para revision de mercancias (ver Anexo).

La actividad fue desarrollada en dos sesiones de 1.5 horas cada una. La primera
parte de la actividad tenia el proposito de explorar las conexiones desde el enfoque
frecuencial hacia el enfoque clasico e investigar si los estudiantes podian aislar la
variabilidad de los resultados e identificar el patron de tendencia de las frecuencias,
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relacionandolo en forma correcta con la cantidad de observaciones (cruces por las
lineas de revision), y si era posible ademas, que hicieran una buena estimacion de las
probabilidades del modelo implementado en el simulador que generaba los resultados
(frecuencias), mismo que se encontraba oculto a la vista de los estudiantes y que
debian identificar tal cual o uno equivalente. En este contexto, consideramos a un
simulador construido por los estudiantes (por ejemplo, una ruleta con diferentes areas)
como un “modelo” que permite generar los datos proporcionados.

La segunda parte de la actividad tenia el proposito de explorar las conexiones que
los estudiantes establecen desde el enfoque clasico hacia el enfoque frecuencial, para
lo cual, a partir de probabilidades conocidas de asignacion de pasajeros a las lineas de
seguridad y cruce del semaforo, se solicitaba a los estudiantes la construccion de tres
modelos de simulador equivalentes utilizando los diferentes dispositivos del software.
Se pedia que realizaran simulaciones con los modelos construidos por ellos,
contrastaran los resultados y validaran su equivalencia, tomando en consideracion la
similitud o diferencia entre las frecuencias observadas en cada uno de ellos; esto con la
idea que comprendieran que modelos con estructuras diferentes pueden producir
resultados similares. La idea era que relacionaran de forma correcta la relacion entre el
numero de observaciones o corridas del modelo con la estabilidad de las frecuencias
relativas, base para hacer buenas estimaciones de la probabilidad. La idea de
equivalencia de modelos de simulador tenia la intencion de que relacionaran patrones
de variabilidad y tendencia equivalentes para modelos equivalentes. Adicionalmente,
en esta segunda parte, se solicitaba que calcularan la probabilidad teérica de que un
pasajero cruzara por la linea A y que encendiera la luz verde del semaforo, para lo cual
debian aplicar la regla del producto de probabilidades. La comparacion de la
probabilidad teodrica con las frecuencias generadas por los modelos era otro elemento
de validacion para la equivalencia de los modelos, ademés de la comprension de las
conexiones entre probabilidades tedricas y frecuencias relativas a medida que
aumentaba el nimero de simulaciones.

Los instrumentos de recoleccion que se utilizaron para la recopilacion y andlisis de
la informacién fueron una hoja de trabajo con la actividad y preguntas planteadas que
requerian algunas justificacion (ver Apéndice), y los archivos con la actividad
desarrollada con el software. Al final de las actividades algunos estudiantes fueron
entrevistados con la idea de tener mas elementos sobre su razonamiento probabilistico.
Para la seleccion de los entrevistados se tomo en cuenta las respuestas que dieron a los
diferentes preguntas de la actividad y el trabajo realizado con el software, tales como el
tipo de modelo de simulador construido y la cantidad de simulaciones realizadas, las
cuales a juicio del investigador incluian aspectos conceptuales que debian ser
investigados con mayor profundidad. Respecto al uso del software al comienzo de las
actividades, cabe sefalar que los estudiantes habian tenido una par de sesiones de
familiarizacion con sus principales dispositivos, pues la investigacion tuvo lugar
apenas iniciando el curso de probabilidad.

5. Resultados y discusion

5.1. Conexiones desde el enfoque frecuencial (datos) hacia el enfoque tedrico
(modelo)

Para explorar estas conexiones, se presentaron a los estudiantes tres distribuciones
de frecuencias que fueron obtenidas cuando pasaron 100, 500 y 1,000 pasajeros a
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través de las lineas de revision A, B y C (ver Apéndice). Se solicitaba a los estudiantes
que con base en la informacion de las graficas, estimaran la probabilidad con la que el
sistema asigna a los pasajeros a cada una de las lineas de revision. Una vez hecha la
estimacion, los estudiantes abrieron el archivo TinkerPlots que contenia un simulador
(considerado en este trabajo como modelo) que generaba los resultados de las graficas,
el cual estaba oculto y los estudiantes no lo podian ver; enseguida hicieron varias
corridas del simulador, para finalmente proponer un nuevo simulador (modelo) que
generara resultados similares a los que generaba el oculto, es decir, un modelo de
simulador equivalente.

En cuanto a la estimacion de las probabilidades del modelo, todos los estudiantes
identificaron que la linea A es mucho mas probable que las lineas B y C, y que esta
ultimas tenian la misma probabilidad; pero so6lo cuatro estudiantes lograron identificar
la convergencia a los valores correctos (50%-25%-25%), los cuales tienen en comun
haber utilizado més de 5,000 corridas del modelo. Cabe sefialar que para 5000 corridas
se pueden presentar valores ligeramente diferentes a los anteriores, sin embargo, a los
estudiantes les parecié que los valores correctos podrian ser 50%-25%-25%. Entre
estos estudiantes se encuentran Rafael y Anaid, quienes mostraron una adecuada
compresion de la variabilidad como una propiedad intrinseca de los eventos aleatorios
que guarda relacién con la cantidad de observaciones o corridas de un modelo. A
continuacion mostramos sus respuestas:

Rafael: La linea A tiene una probabilidad cercana a 50%, las lineas B y C; parecen tener la

misma probabilidad.

Anaid: De las tres graficas se observa que, conforme pasan mas pasajeros, las frecuencias
son mas precisas, y aparece el 50%-25%-25%, como una tendencia del 51%-
25%-24% que se observa en la ultima grafica. Tiene un rango de variabilidad
porque es aleatoria.

En cuanto a la identificacion del modelo de simulador que generaba los resultados
(frecuencias), solo cuatro fueron correctos (ver la Figuras 2a y 2b). Se identificaron
dos tipos de modelos incorrectos: los que contemplaban probabilidades iguales a las
tres lineas (equiprobabilidad) y los que contemplaban probabilidades cercanas a los
resultados obtenidos en las corridas del modelo (ver Figura 2¢). Los dispositivos
utilizados para construir los modelos de simulador consistieron principalmente de
ruletas y urnas.
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Figura 2: Algunos ejemplos de modelos (simulador) construidos por los estudiantes

Los estudiantes que generaron un modelo de simulador similar al 2¢, no lograron
superar la barrera que representa la variabilidad para identificar la convergencia de las
frecuencias a las probabilidades, aun cuando el software les permitia hacer una gran
cantidad de corridas para estabilizar las frecuencias e identificar su patron de
comportamiento de manera mdas precisa. Tal fue el caso de Katya quien hizo tres
corridas de 1,000 casos y propuso un modelo aproximado al correcto. En una
entrevista con el investigador respondid lo siguiente:

Investigador: {Como obtuviste el modelo 54% -25% -21%?

Katya: Hice tres corridas de 1,000 y observé que las frecuencias de la linea C eran
las mas bajas, asi que puse un 4% debajo de 25%. Mi modelo considera una
pequeiia variacion en cada resultado debido a que hay 50% -25% -25%.

De lo anterior puede verse que Katya es consciente que la tendencia de los resultados
del simulador era 50%-25%-25%; sin embargo, la variabilidad que observa en los
resultados le hacen proponer el modelo 54%-25%-21%, -como agregando un factor de
variabilidad al modelo correcto-.

Por su parte, Naxely realizéo 10,000 corridas del modelo de simulador construido
por ella y respondid las siguientes preguntas:
Investigador: ;Por qué utilizaste 10,000 corridas para explorar el modelo?

Naxely: Porque entre mas repeticiones del modelo, los resultados tienen menos
variabilidad.

Investigador: {En qué te basaste para proponer el modelo 50% -25% -25%7?
Naxely: En la ultima grafica que tiene frecuencias 50% -25% -25%.
Investigador: ;Qué pasa si realizas 10,000 corridas del modelo en forma repetida?

Naxely: Se mantendran las frecuencias cercanas. Por ejemplo las frecuencias de la
linea A seran cercanas al 50% y las otras cercanas al 25% y 25%.

En el caso de Anaid utiliz6é 5,000 corridas del modelo:
Investigador: Para 5,000 corridas obtuviste los resultados 50%-25%-25%. (En qué te
basaste para construir el modelo 50%-25%-25%"7?

Anaid: Cuando hice 1,000 corridas las frecuencias fueron 53% -23% -24%, entonces
incrementé a 5,000 corridas y obtuve 50% -25% -25% casi siempre, asi que
considero que el modelo es 50% -25% -25%.

La respuesta Anaid muestra que comprende el efecto del numero de corridas o
cantidad de observaciones en la variabilidad de los resultados, por eso incrementd de
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1,000 a 5,000 corridas del modelo del modelo de simulacion. Reconoce la variabilidad
que se presenta aun para 5,000 corridas, pero identifica claramente la tendencia hacia
la cual los resultados se estabilizan.

De los resultados anteriores puede observarse que los estudiantes lograron
identificar, en las exploraciones del simulador que generaba los resultados de las tres
lineas de seguridad, que la linea A tenia mayor probabilidad y que las lineas By C
podrian tener probabilidades iguales, lo cual constituye una primera aproximacion al
modelo tedrico del sistema de asignacion de pasajeros para su revision de seguridad.
Los estudiantes que incrementaron el numero de corridas del simulador, identificaron
que la variabilidad de los resultados disminuia, y asi lograron estimar las
probabilidades verdaderas del modelo; es decir, relacionaron de manera correcta el
tamafio de muestra nimero de corridas con la variabilidad y la precision de la
estimacion de la probabilidades, lo cual representa una nocion correcta de la Ley de los
Grandes Numeros. Ello fue la base para que los estudiantes identificaran correctamente
el modelo oculto o propusieran un modelo equivalente. Sin embargo, la variabilidad
constituyd una barrera que muchos estudiantes no lograron pasar para estimar las
probabilidades de forma precisa y plantear el modelo subyacente al sistema.

Los resultados anteriores comparen algunas similitudes con los obtenidos por
Ireland y Watson (2009) quienes en una investigacion sobre la construccion de
conexiones entre el enfoque clasico y frecuencial de la probabilidad con estudiantes de
grado 5y 6, y en la cual se utilizd el miso software TinkerPlots, encontraron que un
tercio de los estudiantes tuvieron una buena apreciacion de la probabilidad y algunos
intuiciones sobre la variacion involucrada en un escenario experimental. Un porcentaje
cercano al 70% aprecié correctamente el comportamiento de los resultados
experimentales conforme se incrementa el tamafio de muestra.

5.2 Conexiones desde el enfoque tedrico (modelo) hacia el enfoque frecuencial
(datos)

Para analizar estas conexiones, utilizamos una extension de la actividad; ademas
de la lineas de revision de seguridad, los pasajeros debian pasar por un semaforo de
aduana. Las probabilidades de las lineas de revision (A, B, C) ahora eran conocidas
(50%, 25% y 25% respectivamente), y consideramos que la probabilidad de que un
pasajero al pasar por el semaforo encendiera la luz verde era del 80%. Los estudiantes
debian construir tres modelos diferentes de simulador para representar y simular la
situacion previa. Ademas se solicitaba que verificaran si los tres modelos generaban
los mismos resultados para 1,000 y 10,000 corridas, ademas que explicaran si los
modelos eran equivalentes. Los estudiantes hicieron varias corridas del modelo para
estimar la probabilidad de que un pasajero pasara a través de la linea A y se encendiera
la luz verde del semaforo; esta estimacion fue comparada con la probabilidad teoérica
calculada mediante la regla del producto de probabilidades.
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Figura 3: Ejemplos de modelos correctos de simulador desarrollados por los estudiantes en la
segunda parte de la actividad

A diferencia de la sesion previa, en la cual los estudiantes requerian identificar el
modelo aleatorio a partir de las frecuencias que generaba, debian partir ahora de
probabilidades conocidas. Por este motivo fue mas sencillo que los estudiantes
construyeran el modelo de simulador, pues 12 estudiantes lo construyeron
correctamente utilizando de manera diferenciada los dispositivos del software. No
obstante, que ahora el modelo implicaba la concatenacion de dos eventos (el cruce por
las lineas de revision de seguridad y el semaforo de la aduana) (ver Figura 3).

Otro aspecto relevante en esta parte de la actividad fue la exploracion de modelos
equivalentes, pues la diversidad de dispositivos del software permite construir
diferentes simuladores que generan resultados similares. Se buscaba con ello que los
estudiantes observaran la variabilidad en la direccién del modelo hacia los datos y que
haciendo abstraccion de ella, identificaran la equivalencia de los modelos. Las
respuestas de algunos estudiantes se muestran a continuacion:

Katya: Aunque varian los resultados de los tres modelos, presentan un porcentaje
minimo de variacion para 1,000 repeticiones. Para 10,000 corridas los
resultados son casi idénticos, asi que los modelos son equivalentes porque
los resultados varian muy poco.

Maria José: Unicamente el modelo 1 y 2 parecen ser equivalentes, porque los resultados
del tercero son muy diferentes.

Enseguida mostramos algunas respuestas de los estudiantes en la entrevista con el
investigador (ver Figura 4):
Investigador: ;Crees que los tres modelos producen los mismos resultados?

Fernanda: Si, porque escribi los mismos datos (porcentajes) en cada seccion de la ruleta
y en cada barra, pero en las urnas no me permitid escribir los porcentajes [el
software no dispone de esta opcion]| y entonces dudé si el modelo era
correcto, pero cuando corri los modelos me dieron los mismos resultados y
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entonces me di cuenta que los tres modelos eran equivalentes.
Investigador: ;Los modelos generaban exactamente los mismos resultados?
Fernanda: Habia diferencia mas o menos del 1%, muy poca variabilidad.

Investigador: Cuéando corriste el modelo 10,000 veces, ;tuviste alguna duda si eran
equivalentes los modelos?

Fernanda: Por el contrario, pude confirmar que eran equivalentes

De las respuestas de arriba podemos ver que Maria José identifica que uno de sus
modelos de simulador no es equivalente a los otros dos, porque la distribucion de
frecuencias es diferente, mientras que Katya identifica que la variabilidad decrece con
el tamafio de muestra (nimero de corridas) y que los tres modelos son equivalentes.
Por su parte, Fernanda asegura que los modelos son equivalentes porque fue cuidadosa
al escribir los datos, pero duda del modelo de urna hasta que realiza la simulacion y
obtiene resultados similares. Cuando Fernanda corrié el modelo 10,000 veces ya no
tuvo dudas sobre la equivalencia de los modelos. La justificacion ofrecida por estos
estudiantes es una importante componente de razonamiento estadistico

En la tltima parte de la actividad los estudiantes estimaron la probabilidad que un
pasajero pasara por la linea A y se encendiera la luz verde del semaforo, la frecuencia
obtenida fue comparada con la probabilidad teérica calculada usando la regla del
producto de probabilidades. Los resultados de Fernanda y Naxely, quienes usaron
1,000 y 10,000 corridas respectivamente, son presentados en la Figura 5.
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Figura 4: Tres modelos de simulador y sus respectivos resultados para 10,000 simulaciones
desarrollados por Fernanda
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Figura 5: Resultados generados por los modelos de simulador construidos por Fernanda y
Naxely.
Investigador: ;Consideras que los tres modelos son equivalentes?

Naxely: Si, porque en cada modelo fui cuidadosa de introducir los datos correctos del
problema.

Investigador: De qué otra forma verificaste que los modelos eran correctos?

Naxely: Haciendo varias corridas y observando que los resultados no cambiaban, o

cambiaban muy poco, cuando tuve poca diferencia en los porcentajes de las
tres graficas.

Investigador: ;{No tuviste duda sobre los modelos cuando aparecian diferencias?

Naxely: Si, quiza cuando utilicé pocas repeticiones 100 o 1,000, observé que habia
diferencia, pero no mucha en las tres graficas.

Investigador: ;Cuando usaste las formulas de probabilidad y comparaste qué observaste?
Naxely: Noté que los resultados eran iguales para el caso de 10,000 repeticiones
Investigador: ; Tuviste confianza sobre que los modelos eran correctos?

Naxely: Si, fue cuando estuve segura que los modelos eran correctos, porque habia
verificado los datos de entrada al modelo cuidadosamente y ademas las
corridas producian resultados similares en los tres modelos.

Las respuestas de Naxely muestran es consciente de la variabilidad intrinseca de
los modelos que simulan situaciones aleatorias, de igual manera hace notar que esta
decrece en la medida que se incrementa el numero de simulaciones, lo que representa
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una comprension intuitiva de la ley de los grandes numeros. También da cuenta que
modelos diferentes pueden generar resultados similares, y establece su equivalencia en
funcién de la convergencia hacia valores estables generados por 10,000 repeticiones en
el mismo sistema de representacion de la simulacién, ain mas utiliza la probabilidad
teorica como elemento de validacion para asegurar que los modelos son correctos.

6. Conclusiones

En la conexion desde el enfoque frecuencial hacia el enfoque clésico, Ia
variabilidad de las graficas fue uno de los principales obstaculos para identificar el
modelo de simulador que generaba las frecuencias, particularmente en el caso de los
estudiantes que utilizaron 1,000 o menos simulaciones. En este sentido, ajustar las
observaciones empiricas en un modelo de trabajo —una de las etapas en el proceso de
modelacion que sefiala Henry (1997)- fue una tarea dificil para estos estudiantes. Sin
embargo, quienes utilizaron mas de 5,000 simulaciones del modelo, notaron que la
variabilidad de las frecuencias decrecia conforme el nimero de simulaciones se
incrementaba, a su vez, que las frecuencias convergian al valor de las probabilidades.
Estos estudiantes tuvieron éxito en identificar el modelo de simulador correcto que
generaba las frecuencias. Resultados similares fueron reportados en una investigacion
de Ireland y Watson (2009), en la cual muchos estudiantes pudieron conectar
adecuadamente los resultados experimentales con el modelo tedrico correspondiente,
ademds que demostraron una comprension intuitiva de la Ley de los Grandes
Numeros; sin embargo, varios estudiantes no lograron comprender la relacion entre
frecuencias relativas y probabilidades y el efecto del tamafo de muestra en la
variabilidad de la distribucion de frecuencias, como sucedid con nuestros sujetos de
estudio.

En la conexion desde el enfoque clasico hacia el enfoque frecuencial, los
estudiantes modelaron y simularon un evento compuesto de forma exitosa en la
mayoria de los casos, utilizando varios dispositivos aleatorios que proporciona el
ambiente computacional utilizado. En este sentido, les resultdé mas facil partir de
probabilidades conocidas de los eventos para construir el modelo de un simulador, que
identificarlas a partir de las frecuencias observadas en la primera parte de la actividad.
La construccion de los tres modelos del mismo problema, sirvié como mecanismo de
validacion para muchos estudiantes, quienes notaron la similitud en el patron de
comportamiento de las distribuciones de frecuencias, especialmente cuando el numero
de simulaciones se incrementaba, desarrollando con ello una idea correcta del efecto
del tamafio de muestra en la variabilidad de los resultados y la equivalencia de
modelos para representar un fendémeno aleatorio. Similarmente, la comparaciéon entre
probabilidades calculadas con la féormula de la regla del producto, sirvié como un
mecanismo de validacion de los modelos y conexion cercana entre frecuencias y
probabilidades. Las caracteristicas interactivas y flexibilidad del ambiente
computacional para incrementar el numero de simulaciones, repetirlas de forma
reiterada y observar los resultados de manera inmediata, fue un elemento que ayudé a
que muchos estudiantes observaran la tendencia de convergencia de las frecuencias
hacia valores estables (probabilidades), estableciendo asi una relacidén correcta entre
tamafio de muestra, variabilidad, estimacion de probabilidades y modelos equivalentes.

Los resultados obtenidos por Prodromou (2012) con profesores en formacion,
donde se utiliz6 la misma herramienta computacional guardan algunas similitudes pero
también diferencias con los resultados de este estudio En la direccion del enfoque

82 AIEM, niimero 11, mayo de 2017



S. Izunzuna Casares

frecuencial hacia enfoque clasico, -contrario a lo que sucedié en nuestro caso-, la
mayoria de los sujetos de estudio identificaron la correctamente la variabilidad en las
frecuencias y su relacion con el tamafo de muestra, por lo que no tuvieron dificultad
para identificar la tendencia a la que convergian las frecuencias relativas. Al hacer la
conexion desde el enfoque clasico al enfoque frecuencial, cuando compararon las
frecuencias relativas con probabilidades teodricas, la mayoria logré distinguirlas. En
nuestro caso, la mayoria de los sujetos de estudio también construyo sin dificultad el
modelo de simulacién e hizo conexiones correctas entre frecuencias relativas y
probabilidades.

No obstante el caracter restringido de este estudio y su caracter exploratorio, los
resultados sugieren que es posible que estudiantes con pocos antecedentes matematicos
y de probabilidad, -como es el caso de los estudiantes de ciencias sociales-, pueden
realizar conexiones correctas entre el enfoque cldsico y frecuencial de la probabilidad,
asi como apreciar el papel de los modelos en el pronodstico de probabilidades de un
evento aleatorio. Se observa sin embargo, como sefialan Konold et al (2011) y Nilsson
(2014) que la conexion entre ambos enfoques de la probabilidad representa desafios
conceptuales para muchos estudiantes, por lo que se requieren estudios mucho mas
extensos sobre el origen de estas dificultades. El potencial que proporcionan los
ambientes computacionales para la conexién entre estos ambos enfoques de la
probabilidad, -estrategia de ensefianza ampliamente sugerida en la literatura de
didactica de la probabilidad- constituye una amplia linea de investigacion que debe ser
estudiada con profundidad.
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Apéndice
Actividad

En un aeropuerto, un sistema electronico asigna en forma aleatoria a los pasajeros que
pasan por el control de seguridad a tres lineas para revision (A, B, y C). Las lineas
tienen diferente capacidad, y por consiguiente diferente probabilidades de
asignacion.

a) Las siguientes graficas fueron obtenidas cuando habian pasado 100, 500 y 1000
pasajeros respectivamente. Con base en esta informacion, ;puedes estimar la
probabilidad con la cual el sistema electronico esta asignando a los pasajeros a
cada una de las lineas de revision?
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b) En el fichero aeropuerto, aparece oculto (no lo puedes ver) un modelo de
simulador equivalente al que tiene el sistema electronico para asignar pasajeros a
las lineas de revision. Realiza diversas series de simulaciones con el simulador y
explora las frecuencias que se obtienen para cada linea de revision; a continuacion
con base en los resultados, estima la probabilidad de asignacién en cada linea.
Finalmente describe un modelo de probabilidad que podria generar las frecuencias
que se han observado.

c) Las probabilidades de las lineas de revision (A, B, C) son ahora conocidas, 0.50,
0.25 y 0.25 respectivamente. Considera que los pasajeros deben pasar ademas por
un semaforo de aduana que es independiente de las lineas de revision, el cual tiene
una probabilidad de encender la luz verde de 0.80 y de encender la luz roja de 0.20.
* Construye tres modelos de simulador diferentes para representar y simular la

situacion previa.
* Verifica si los tres modelos generan los mismos resultados para 1,000

repeticiones. Después incrementa a 10,000 repeticiones de los tres modelos y
explica si los modelos son equivalentes.

Realiza el nimero de repeticiones que consideres necesario para obtener
resultados precisos y estima la probabilidad de que un pasajero pase a través de
la linea A y la luz del seméaforo sea verde.
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Connections between classical and frequentist approaches to
probability in a computer modelling environment

Santiago Inzunza Cazares, Universidad Auténoma de Sinaloa (México)

In this paper we report results of a research with a group of 15 social science
students taking an introductory course in probability. The course was designed to
analyse the classical approach and the frequentist approach to probability with the
support of a computer environment (TinkerPlots), and to initiate students in the
modelling and simulation approach. The results presented were obtained from an
activity at the beginning of the course (see Appendix). The first part of the activity
consisted of three lines of review security (A, B and C) in an airport where passengers
are assigned randomly before admission to the boarding room; the second part also
considers the crossing of the passengers by a traffic light for inspection of tax payment.

The purpose of the first part was to explore the connections from the frequentist
approach toward the classical approach and investigate whether students could isolate
the variability of the results and identify the limit trend of frequencies presented in
three graphs, in correctly relating it with the number observations or simulations. In
addition, it was we were interested to know if they were able to provide accurate
estimations of the probabilities for the model of simulator that generated the results of
the graphs, which was hidden from the students and should be identified by them (or
an equivalent model).

The purpose of the second part was exploring the connections from the classical
approach to the frequentist approach, for which, the probabilities of assignment of
passengers on security lines and traffic light are known, and the students should build
three equivalent models of simulator. Students should perform simulations with the
models built, and test the results and validate their equivalence, taking into account the
similarity or difference between the frequencies observed in each model. The aim was
that they relate correctly the relationship between the number of observations and
model runs with the stability of the relative frequencies. Additionally, in this second
part, the students were asked to estimate the theoretical probability that a passenger
crossed the line A and to turn on the green light, where they should apply the product
rule of probabilities.

The results show that the modelling process was not a complex activity for most
students when the problem probabilities are known (from the classical approach
towards the frequentist approach), but in the opposite direction (from the frequentist
approach towards the classical approach), the variability of the results was a main
obstacles to identify the underlying simulator model; particularly in those students who
used 1,000 or fewer simulations. The students, who used 5,000 or more simulations,
developed an intuitive understanding of the Law of Large Numbers and adjusted the
frequencies to the correct theoretical model.

Despite the exploratory nature of the study, which took place just at the beginning
the probability course, the results show that students can make adequate connections
between the classical and the frequentist probability approaches when interacting with
a computer environment. This perspective of teaching probability is a very broad line
of research that should be continued.
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