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Resumen

Durante las Ultimas décadas el nimero de trabagizes el papel de la modelizacion matematica
en los procesos de ensefianza ha aumentado de ngrdficativo. La Teoria Antropolégica de lo
Didactico (TAD) concibe la modelizacion matematioeno procesos de construccion de praxeologias
de complejidad creciente y sitla el analisis dedasdiciones y restricciones que afectan su vidadi
en el centro de la actividad investigadora. Preaemts tres procesos de modelizacion en Educacion
Infantil, Secundaria y Universidad, asi como su |l ecoldgico. Mostramos las complejidades
existentes para hacer vivir tales procesos ennastuciones docentes y sus similitudes y difeeenci

Palabras clave.Modelizacibn matematica; teoria antropolégica dedidactico; recorridos de
estudio e investigacion; condiciones y restriccioeeologicas.

Conditions for teaching mathematical modelling: Cas studies across educational levels
Abstract

Over the last decades the number of papers angythie role of mathematical modelling in
teaching and learning processes has increased fgignily. The Anthropological Theory of Didactics
(ATD) conceives mathematical modelling as a proagfssonstruction of praxeologies of growing
complexity and places the analysis of the conditiamd restrictions that affect its viability at tbenter
of the research activity. We present three modgliimocesses in Early Childhood, Secondary and
University Education, as well as their ecologicalatyses. We show the existing complexities to make
such processes live in the educational institutiasisvell as their similarities and differences.

Keywords. Mathematical modelling; anthropological theory bE tdidactic; study and research
paths; ecological conditions and restrictions.

1. Introduccion

El punto de partida de nuestra investigacién eagadsobre las condiciones que
han facilitado y las limitaciones que han dificdltaque la modelizacion matematica
pueda integrarse y desarrollarse en la ensefiaglzapyendizaje de las matematicas en
los distintos niveles educativos. Distintas comada&s de investigadores vy
profesionales destacan la importancia que puedengesiar la modelizacién
matematica en la ensefianza y aprendizaje de matamgtermitiendo alternativas a
una ensefianza de la matematica util y funciona ebestudio de problemas reales.

Durante las ultimas décadas, el nimero de traligaosvestigacion sobre el papel
de la modelizacion matemética en educacion matea&i@ aumentado de manera
significativa. Los numeros especiales 4BM (2018 (1-2)) son buen ejemplo del
estado actual de desarrollo de este ambito de tigaes®n y de la presencia de
distintos enfoques que abordan de formas diversags y como se describe y analiza
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la modelizacibn matematica. Aunque algunas de ilasa$ de actuacion de estos
enfoques pueden tener cierto grado de acuerd@uia®s de partida de los enfoques
tedricos siguen presentando diferencias importaiemo se introduce en Carreira,
Barquero, Kaiser y Cooper (2019), algunas de fesali que agrupan a la comunidad
europea de investigacion en modelizacion matemaétiatan del desarrollo de
herramientas para analizar procesos de modelizatédomecesidad de desarrollar
estrategias para disefar, implementar y evaludrodigrocesos y el desarrollo de
herramientas para analizar las restricciones d@g®gl@mentacion, entre otras.

Un punto de partida bastante comun en las lineasnasstigacion es lo que
Gascon (2011) denomina el problema docente de telmacion matematica. Segun
Garcia, Gascon, Ruiz-Higueras y Bosch (2006), ¢ssformulaciones mas frecuentes
del problema son: ¢como ensefiar modelizacion m#tanay ¢como ensefar
matematicas a través de la modelizacién? En e$tellarnos situamos en el segundo.
Gascon (2011) defiende que los problemas de imaesfin son diferentes de los
problemas docentes. En el marco de la Teoria Aolibgjra de lo Didactico (TAD),
postula que los problemas de investigacion se rorest sobre los docentes a partir de
una triple problematizacion: epistemoldgica, ecoicany ecologica.

La dimension epistemoldgica del problema de ingaston implicaria plantearse
gué es la modelizacion matemaética, asi como qa&iéel existe entre la actividad
matematica y la actividad de modelizacion. Abordadimension epistemologica de
un problema de investigacion implica la construsaé un modelo epistemoldgico de
referencia que fije, explicitamente, el punto detavidel investigador. En este caso,
debe construirse un modelo explicito de la conéepde la modelizacion matematica,
en el marco de un modelo general de la actividaemmatica.

La dimension econdmica del problema llevaria akstigador a plantearse qué
papel juega la modelizacion matematica encdatingencia institucionallo que
conduciria a un andlisis de la transposicion didaate los procesos de modelizaciéon
en las instituciones docentes, mediado por el noodgbistemologico de la
modelizacién previamente construido.

Finalmente, la dimensidén ecoldgica del problemandestigacion conduciria a
indagar sobre condiciones y restricciones, que guefvorecer o dificultar, la
implementacion de procesos de modelizacién tal macse conciben desde la
respuesta al problema epistemoldgico. Los trabajosl marco de la TAD sobre el
problema de investigacion de la modelizacion somarosos y diversos. Se ha ido
disefiando un modelo epistemoldgico de referendieeda actividad de modelizacién
en el marco mas amplio de la actividad matematideeyallard, 1989; Garcia et al.,
2006), se ha abordado el disefio, implementaciGmilisis de procesos de estudio de
modelizacion matematica (se describiran algunassemarticulo), y se ha estudiado la
ecologia de tales procesos en algunas instituci@asuero, Bosch & Gascon, 2011,
2013). Se ha desarrollado también la nociénmed®rrido de estudio e investigacion
(REI) como dispositivo didactico-matemético, coraumetodologia propia de disefio,
implementacion y analisis con el fin de implemerascesos de modelizacion en
instituciones escolares (Chevallard 2015; Winsligatheron & Mercier, 2013).

El presente articulo se centra, principalmentelagoroblematica ecolégica de la
modelizacién bajo condiciones ecoldgicas distintBara ello, en primer lugar,
presentamos el modelo epistemoldgico de la modélimaconstruido desde la TAD,
sefialando alguno de los fendmenos didacticos auma giropuesta pretende (Gascon,
2014). En segundo lugar, presentamos tres proaksosodelizacion implementados
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en tres niveles educativos, sefalando los fendmehas que responden, asi como las
condiciones y restricciones que permitieron ides#if Finalizaremos presentando el

analisis transversal de las condiciones y restias identificadas y formularemos

algunas conjeturas que deberan ser estudiadasueasfinvestigaciones.

2. La modelizacibn matematica en el ambito de investigion de la TAD

La nocion de modelizacion matematica, desde la TWdDestado vinculada a la
nocion de actividad matematica desde los primeesardollos de este marco de
investigacion, cuando se asume que hacer matesaiceiste esencialmente en la
actividad de producir, transformar, interpretar yacér evolucionar modelos
matematicos para poder aportar respuestas a cerationes problematicas. Desde
los primeros trabajos que se refieren a la mode#énamatematica (Chevallard, 1989;
Gascon, 1994), esta se describe a partir de ureadeeestadios:

(1) Se plantea la situacion y problemética inicial (@xhatematica o intra-
matematica) en la cual se construye el sistemadelmar y se plantean las
cuestiones generales que surgen acerca del sistemespuesta inmediata.

(2) Se construye un modelo matematico a partir de idefirsistema a modelizar,
se identifican y asignan variables que se consideegtinentes y se establecen
relaciones entre estas.

(3) Se trabaja con el modelo, lo cual puede requertralvajo manipulativo con el
modelo creado para refinar el modelo que se alastejor posible al sistema
y interpretar este trabajo y los resultados demfsistema modelizado.

(4) Se plantean nuevas cuestiones, las cuales no anlpedido ser planteadas
con anterioridad, cuya resolucion aumentara el camento del sistema
estudiado o puede llevar a un nuevo proceso delimacién.

Investigaciones posteriores sobre la ensefianza aeobelizacion amplian esa
descripcion. Bolea (2002), Garcia et al. (2006) arggero (2009) interpretan los
procesos de modelizacién como un proceso queepddidel estudio de una situacion
y cuestiones iniciales en el seno de un sistemaret lleva a la construccion y
desarrollo articulado de praxeologias matemati@asamplejidad creciente. Estas
praxeologias, en tanto que modelos, juegan distipgpeles. Por un lado, permiten
describir ciertos aspectos del sistema y consprosibles respuestas a las cuestiones
planteadas. Por otro lado, actian comaquinasque permiten plantear nuevas
cuestiones, normalmente ligadas al caracter predigue hace que los modelos sean
herramientas potentes, dificilmente planteablesl seno del sistema original.

Un hecho caracteristico, y diferenciador de lagstigaciones desde la TAD sobre
los procesos de modelizacion matematica, es ell plgbenodelo epistemologico de
referencia del &mbito a ensefiar. Este modelo esrecanstruccion explicita y
alternativa (a la organizacion del saber escolersdber a ensefiar. Se desarrolla por
parte de los investigadores a fin de que los poxcee estudio que se materialicen
superen, parcialmente, ciertos fenomenos didacti&sis el modelo se entiende como
una hipaétesis de los investigadores que debergumuerse y validarse con el disefio,
experimentacion y analisis de los procesos de iestudrios de los fenomenos que se
han abordado son el de la “aritmetizacién del dlgelm la secundaria” (Bolea, 2002;
el “autismo tematico y falta de razon de ser de@rlgporcionalidad en secundaria”
(Garcia, 2005), la “ausencia de razén de ser delilcddiferencial en el paso de la
secundaria a la universidad” (Lucas, 2015), o pli€acionismo como epistemologia
dominante en la ensefianza universitaria de las C(E&tquero, 2009), entre otros.
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En el marco de la TAD, se han creado herramieetaichs para disefiar procesos de
estudio donde la actividad de modelizacién se puktarrollar por completo: los
recorridos de estudio e investigaci¢@hevallard, 2015). Son procesos iniciados por
una cuestion generatriz que se plantea a una cdadirde estudio. La cuestion
generatriz debe cumplir ciertos requisitos: teneirfuerte poder generador (capaz de
generar la aparicion de cuestiones derivadas),respuesta inmediata y ser una
cuestion viva (de interés real) para la comunidaéstudio (Barquero et al., 2011). La
movilizacion de praxeologias y su desarrollo, lmaal la generacion de posibles
respuestas a la cuestién inicial y derivadas, estdla base del REI: el conocimiento
aparece como funcional. Garcia, Barquero, Florgndgdosch (2019) explican de
manera sistematica las caracteristicas de un RE&lInyetodologia de disefio.

2.1.La ecologia de la modelizacibn matematica y metodmjia de analisis

En el ambito de la TAD y la perspectiva institu@bigue aporta, la@imension
ecologica de las actividades de modelizaciéon es esencidb Es, el estudio de
condiciones que facilitan y de restricciones queden limitar la integracion de
procesos de modelizacion matematica en las ingtitas escolares. Como explican
Barquero, Bosch y Gascon (2019), formular probledesvestigacion en este &mbito
supone considerar el estudio de la transposicidactica de estos saberes (Bosch &
Gascon, 2006), desde que son producidos por larmidadisabia, que se adaptan por
la “noosfera” (mediante la redaccion de curriculibsos de texto, leyes educativas...),
hasta que se enseflan y aprenden en las aulas.s&frdle de los procesos de
modelizacién como posible respuesta ante cierto@fienos didacticos contribuyendo
a reducir los efectos negativos asociados no pusEmrarse del andlisis de
condiciones y restricciones que afectan a la pgsibplementacion de tales procesos.

El andlisis de dichas condiciones y restricciorsesracial para estudiar hasta qué
punto la hipétesis planteada en el modelo epistegie® de referencia y los procesos
de estudio emergidos del modelo son viables y permsuperar los fendmenos
didacticos estudiados. Un namero considerable at&jiws en la TAD han situado la
ecologia de la modelizacién en el corazdn de sestigacion, lo cual les ha permitido
describir y detectar condiciones y restriccionesr@Bero, Bosch & Gascon, 2019).

Para este andlisis ecoldgico, Chevallard (2002dinice laescala de niveles de
determinacion didacticgver Figura 1) que permite situar en qué niveiveles, de los
mas generales a los mas especificos, se puedem kitudiferentes condiciones y
restricciones que facilitan o limitan la enseflamzz&olar de ciertos saberes, en
particular, de la modelizacion matemética. Y, enseaguencia, permiten poder discutir
hasta qué punto estas restricciones y condiciorms ontrolables, incluso
modificables en el @mbito de actuacion de los diesem investigadores.

Civilizacion «+—» Sociedade <—> Escuela<+—> Pedagogia
Disciplinase—Dominios<«— Sectores«— Temas +«—> Cuestiones

Figura 1.Escala de niveles de codeterminacién didactica

Los niveles van desde el nivel mas genérico, eladavilizacién hasta el mas
especifico, el de lasuestioneglanteadas. Los niveles inferiores hacen refeaeaci
como se estructura una disciplina para ser ense@adparticular, la matematica, en
distintosdominios(geometria, aritmética, algebra, etc.) y estosseatorestemasy
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cuestionesconcretas. Esta estructura varia enormemente sidavamos distintos
niveles escolares, es decir, la ensefianza de lmegda o de la modelizacion
matematica se organiza de formas distintas siitwsnsos en la etapa de infantil o en
la universidad. Los niveles superiores de codetexoidn se refieren a aquellas
condiciones y restricciones mas generales a lafpliiss, y se centran en analizar la
forma en que nuestrasvilizacionesy sociedadesa través de lagscuelas(de la
escuela infantil a las universidades), organizankefianza de las disciplinas.

En nuestro trabajo, tomamos tres estudios de cakmseuales se ha propuesto el
disefio e implementacion de un REI para la ensef@aia modelizacion matematica
en Educacion Infantil, Educacion Secundaria y Uisiiad. Para describir y analizar
cada caso aportamos: (1) los fendmenos didactiagscyares a los cuales el REI
construido quiere dar respuesta; (2) el breve resuhel disefio a priori de la actividad
de modelizacién contemplada en el REI; (3) los isisalde las condiciones y
restricciones principales detectadas tras sus ctgage implementaciones. Vamos a
tomar aqui los niveles de codeterminacién comorunsnto metodolégico para
ilustrar en qué nivel se pueden situar las digtictandiciones creadas y restricciones
detectadas para la ensefianza de la modelizaci@matita.

3. Analisis a posteriori de los REI en las distintastapas educativas

3.1.Un REI en Educacion Infantil: Los gusanos de seda

El proceso de modelizacion que describiremos ere egtartado surge,
principalmente, como respuesta a dos fendmenostiida — la pérdida de sentido de
los objetos matematicos (Chevallard, 2007) y laadesilacion de la matematica
escolar (Garcia, 2005) — observables en diferengtisuciones y, en particular, en la
Educacion Infantil (EI) en torno a la ensefianzéodeonocimientos numericos.

Ruiz-Higueras (2005) destaca el papel dominanteatgko en El, asumiendo que
su dominio es suficiente para dotar de sentidongci@inalidad al nimero natural.
Brousseau (2007) ya sefald los efectos indeseagldal caproximacion (nifios que
reproducen el algoritmo del conteo cuando les ssaddado, pero incapaces de usarlo
con sentido, por ejemplo, para construir una cad@cequipotente a otra). El conteo,
como técnica Optima para medir colecciones finitasjergera con sentido y
funcionalidad en El como culminacion de un procasmlio de exploracion de tipos
de tareas (comparacion, produccion y control decoobnes), proceso en el que los
nifios tendran oportunidades para construir técmitasmedias y hacerlas evolucionar
en funcién de su validez y coste (Sierra & Rodrigug012; Lendinez, Garcia &
Sierra, 2017). El analisis exploratorio de algutibss de texto en Garcia y Sierra
(2015) mostraba la atomizacion de las tareas deripnérico que proponen a los
nifos de esta etapa, asi como la ausencia derwcasarias para dotar de sentido a
estos conocimientos. Este tipo de material escdaruso extendido en esta etapa
(aungue en muchas clases de El se complementatoortigpm de trabajo menos
estructurado), no permiten la exploracion de sitms reales y relativamente
complejas (sistemas), que den sentido a una congiruarticulada de herramientas
numericas, y matematicas en general, como respad¢igtas de problemas.

El proceso de modelizacién que brevemente desaneollos aqui (Garcia & Ruiz-
Higueras, 2013; Ruiz-Higueras & Garcia, 2011) sieuda en torno a la exploracion
de un sistema vivo y auténtico: una coleccion deagas de seda. Destacamos dos
tipos de problemas en torno a este sistema. Elepoittiene que ver con el cuidado de
los gusanos. Introducir una hipoétesis, plausiblea pas nifios, de que cada gusano
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necesita su hoja de morera para alimentarse, Eermitemergencia de tipos de
problemas que tienen que ver con la produccion alecciones equipotentes y la
comparacion de colecciones. Segun la edad defios wilos objetivos del docente, se
podra organizar la actividad matematica para querjam objetos como la biyeccion,
las colecciones intermedias (como dedos de la miantros objetos), subitizacion,
estimacion, conteo, asi como codigos para reprsgntcomunicar informacion

numérica (iconica, indo-arabiga). Estos objetosematicos juegan el papel de
modelos, en la medida en que permiten describarnmécion del sistema y, sobre
todo, controlar y anticipar las acciones a realszssre el mismo (por ejemplo, dejar
escrito en un papel las hojas que se necesitargparanafana, el jardinero las traiga).

El segundo tipo de problemas aparece ligado aldhbkichogico de la evolucion de
los gusanos a crisélidas, y de estas a mariposegers por un lado, cuestiones sobre
coémo controlar y describir la evolucién del sistertemiendo en cuenta que se van
formando subcolecciones (gusanos-capullos-maripgsas que la cantidad total se
debe mantener inalterada (principio de conservad#&irsistema). De esta forma, la
medida y el registro de la cantidad se amplia alenoas de tipo aditivo (cambio y
combinacion). Por otro lado, surgen cuestionesestdrmedida y el registro del
tiempo, ligadas al interés de los nifios por ingasten cuantos dias el gusano pasa a la
fase de crisélida vy, tras esta, en cuantos digge darmariposa. Aunque concebir y
medir la magnitud tiempo es algo complejo en etstpag se puede abordar de manera
inicial, a través de la discretizacion de la maghitla introduccién de una unidad
familiar para los nifios (dias) y el recurso a téaside registro (modelos) que permitan
el conteo (por ejemplo, usando bandas numérickdarios, tablas, etc.).

Finalmente, el sistema esta abocado a su des&pariga que las mariposas
mueren en pocos dias. Aun asi, se puede generaactinalad muy interesante de
interpretacion de modelos, que tiene que ver coretanstruccion de momentos
iniciales o intermedios del sistema (ver el murmlalFigura 2) a partir de los modelos
gue han servido para registrar la evolucion détsia.

Figura 2.Reconstruccién del sistema a partir de la interpogdn de los modelos

El recorrido fue disefiado de manera conjunta canmaestra y experimentado
por primera vez durante el curso 2008/2009 con iaaglo de 5 afios. Desde entonces
se ha implementado en multiples ocasiones y uradvealgo mas estructurada se ha
publicado como libro de texto para el trabajo poypctos en EI (Aguilar, 2010).

El disefio, experimentacion y andlisis de este pmmoge modelizacion han
permitido formular hipétesis sobre la ecologia decpsos de modelizacion de este
tipo en EIl. En contraste con otras etapas, detestanmondiciones a priori favorables
gue situamos en los niveles de codeterminacion:
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* Nivelessociedad-escuelda EIl se caracteriza por una gran flexibilidadlan
organizacién de tiempos y espacios, junto con weatd autonomia de los
centros e implicacion de las familias, lo que périai procesos de estudio
amplios en el tiempo, orientados a la indagacioa la modelizacion de
sistemas extra-matematicos cercanos a la vid@eegds de los alumnos.

» Niveles pedagogia-disciplina la normativa curricular enfatiza el caréacter
globalizador e integrador de la accidn didactica. €jemplo, en Andalucia la
normativa de desarrollo del curriculo de El estblque serd en contextos
cercanos y accesibles donde los nifios podran cimaprendizajes a partir de
procesos de manipulacion, observacién, indagacidexploracion,
comprobacion, modificacién, verbalizacién, reprégeidn... (Orden
05/09/2008). Se establece que el conocimiento n#itemse desarrollara en
situaciones cotidianas donde se puedan realizap@@tiones, agrupaciones,
ordenaciones, selecciones, disposiciones espaciates Sin embargo, la
realidad de los centros es heterogénea, no trattlasé necesariamente estas
condiciones en oportunidades para procesos de rpaciéh como el descrito.

* Nivelesdisciplinae inferiores: segun el curriculo de El, el sabensefar se
estructura en tres grandes dominios (llamadas )argas a su vez se dividen
en sectores (llamados bloques). Los conocimient@®nmmaticos a ensefar se
presentan como un conjunto poco estructurado yenmadiado extenso, dentro
del bloque «Medio fisico: elementos, relacioneseditlas», correspondiente
al dominio «Conocimiento del entorno», en el quénsegran conocimientos
de tipo légico, numéricos (incluyendo una iniciaci@ la aritmeética),
espaciales y de iniciacién a lo geométrico. Estsirmpre se traduce en una
integracion a nivel de las cuestiones, los temagtores, que en muchas
ocasiones tienden a aislarse y a atomizarse eatamiento escolar.

En resumen, identificamos, a priori, un conjuntocdediciones muy favorables
para la implementacion de procesos de modelizadgsistemas extra-mateméticos,
cuya exploracion, descripcion y prediccion de lugda emergencia, con sentido y de
manera articulada, de herramientas matematicagpdddgico, numérico, espacial,
geomeétrico o relacionadas con las magnitudes yeslida. Sin embargo, cabe sefalar
gue tanto el disefio como la experimentacién de B#e se llevd a cabo con
profesorado de El y de Universidad con amplia egpera en el disefio y uso en el
aula de situaciones adidacticas, asi con alumnadstianbrado a trabajar de esta
forma, lo que sin duda genero6 condiciones ecolégitay favorables que no podemos
considerar que existan, de manera efectiva y gersata, en otros centros de El.

3.2.Un REI en Educacién Secundaria: ¢ Qué esconden estasnas?

El RElI que ahora describimos surge principalmentena respuesta a tres
fendmenos didacticos: el aislamiento disciplindaragamiento mono-disciplinar de las
cuestiones, el confinamiento tematico (por ejemplotema de las coénicas en el
dominio de geometria) y la pobreza de la dialéaitae indagacion y estudio a nivel
escolar, en particular en Secundaria. Describinhaisefio e implementacién de un
REI codisciplinar entre matematicas e historia palrgrimer ciclo de Educacion
Secundaria Obligatoria, donde se atendio a la cenmgmtariedad entre modelizacién
matematica e indagacion (Sala, 2016). La situagéoblematica parte de una
investigacion real sobre el descubrimiento de uniasis romanas en Badalona a cargo
del equipo de arquedlogos del museo local (Padrb®ganta, 2001). Se sabia que las
ruinas tendrian que pertenecer a un tipo de edlificiblico en la ciudad romana de
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Baetula El yacimiento hallado fue un muro curvilineo d& fin de altura, recubierto
de pavimento romano, que hoy forma parte de ladpdet jardin de un conjunto de
casas habitadas. Sala, Barquero y Font (2018) g, $aint, Giménez y Barquero
(2017) describen los procesos de modelizacion dgksalos, que resumimos.

El REI comienza presentando el sistema inicial le@nruinas romanas halladas,
tal como se origind la investigacion arquedlogdanteando la cuestion generat@Qz
¢A qué edificio romano deben corresponder estasasuromanas’El sistema inicial
es complejo ya que supone tratar dialécticamendepuoblematica matematicQué
curvas se ajustan mejor al muro romang?su contextualizacion historicg Queée
curvas tiene sentido considerar de acuerdo coreltificios construidos en la época
romana? A fin de producir hipétesis plausibles, se debenocer y poner en uso
distintos objetos matematicos (principalmente geooos sobre lugares geométricos
en el plano y el espacio) y también conocimientegdhicos (sobre la tipologia de
edificaciones romanas y su uso y funcion en la saaal romana).

La primera etapadel REI se disefia con el objetivo de que los ésties busquen
informacion sobre formas y usos de los edificioblipds romanos, y realicen las
primeras simulaciones de los modelos geométricespgiedan ajustar mejor al muro
curvilineo hallado para formular hipotesis iniceaobre a qué tipo de edificio podrian
pertenecer las ruinas del yacimiento. Esta fasminer con la elaboracion de una
primera respuesta provisionalQa aceptando y rechazando posibles hipotesis.

Figura 3aModelo del teatro con Figura 3blmagen del modelo superpuesta
GeoGebra por un grupo de estudiantesen el plano de la zona del yacimiento

La segunda etapae centra en buscar como validar las respuesigsionales. Se
inicia un nuevo proceso de modelizacion partiendotribajo de simulacién previo,
donde se refinan y amplian los modelos matematoosiderados a partir de una
nueva fuente de informacién historica, el canoncdestruccién de la época para
edificios publicos. Se hace accesible a los estiebael libro de arquitectura de
Vitruvius (c.75 AEC — 10 AEC aprox.) y, a partir de las nasmde construccion
indicadas, se simulan modelos de construccion sleedtificios mediante programas
informaticos como GeoGebra (ver Figura 3a). Estpaetermina con la elaboracion de
una respuesta final, por grupos, sobre su hipotedssplausible (mayoritariamente se
indica que se trataba de un teatro) y la descmpda proceso de indagacion seguido.

La tercera y ultima etapa, se centré en una cuestidnplementaria &o sobre
¢,cOmo consiguieron los arquedlogos, en su pragiicéesional, construir, constratar
y validar sus hipétesis sobre a qué tipo de edifadrrespondian estas ruinase
planed una entrevista con la arquedloga del eqiggbdMuseo de Badalona que habia
realizado el descubrimiento y la posterior redatdiél informe de los expertos. Estos
momentos de interaccién, donde los estudiantesemrdiexponer sus respuestas y la
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arquedloga pudo plantearles nuevas cuestionesognaion, amplié un medio de
validacion de respuestas y de contrastacion dertmsesos de indagacion seguidos.

La primera implementacién del REI se realiz6 dwdas Ultimas semanas del
curso 2014-15 con un grupo de 30 estudiantes dmepricurso de Educacion
Secundaria (12-13 afos) en un centro de BadalomdiciParon las profesoras de
Matematicas y la de Historia, asi como la invesliiga que se encargdé del disefio y de
la observacién. Las profesoras organizaron a |ldgdiemtes en equipos de tres
personas. Cada equipo fue elaborando un informendi@gacion donde exponer
cuestiones, modelos, conceptos y herramientas tenmaticas y/o historia que ponian
en uso Y sus respuestas finales, asi como undmtedordel proceso de indagacion.

En relacion con el andlisis realizado sobre lacgialde procesos de modelizacion
en esta etapa educativa, esta experimentacion idaneiado ciertas condiciones y
restricciones que podemos relacionar con distimiesles de codeterminacion:

* Nivelessociedad-escuejda integracion de la interdisciplinariedad er$auela se
ha constituido en los ultimos afios en una neceslddd el caracter complejo de la
realidad en que se basan las précticas educatwasup aprendizaje significativo
en todos los niveles escolares. Ello implica proenann enfoque multidimensional
de cuestiones socialmente relevantes que no se peaiizar a partir de disciplinas
aisladas con fragmentacion de conocimientos. Um@® es la emergencia del
llamado STEM (Stohlmann, Moore, McClelland & Roghi2011) o el enfoque de
aprendizaje basado en indagacion (IBL), mas ddkadooen el ambito de Ciencias
y desplazado hacia las matematicas. En las instites de enseflanza secundaria,
las metodologias que implican un tratamiento ingerglinar de las materias son
dificiles de implementar, en parte por la rigidez lds curriculos, definidos por
areas y disciplinas, y por la ausencia de practiges planteen un abordaje de
realidades escolares que permitan integrar la amiég en el estudio de las
matematicas en interaccion con otras disciplina&®HEH implementado parte de la
necesidad de tratar cuestiones que lleven a unliestodisciplinar compartido
entre matematicas e historia que, curricularmengé@ especial en Secundaria, se
plantean como universos independientes. Esta aéndie codisciplinariedad, que
valoramos como condicién positiva, podria represenin reto para cualquier
centro escolar al requerir de una reorganizaciém afecta, por ejemplo, a la
compatibilizacion horaria de espacios y profesor&toel caso descrito no hubo
estas restricciones ya que, por decisién de laetsscse crearon condiciones
favorables, dedicando casi todo el horario a tealdg forma intensiva en el REI.

* Niveles pedagogia-disciplinaEn el REI analizado, se planed una secuencia de
cuestiones que requeria el desarrollo conjuntcoded@mientos y herramientas de
matematicas e historia segun se iban necesitaradd hrar que los estudiantes
accedieran a una vision de las matematicas y Histiaria distinta a la tradicional.
Gracias a este disefio, la metodologia de ensefienzanocimientos referidos a
las dos disciplinas que integra el proceso de iaciag (formular hipotesis, buscar
datos, crear modelos, validar, comunicar, etc.)atenforma de acceder a esos
conocimientos pasa a institucionalizarse en laedacanto es asi que tras la
primera experimentacion el centro incluyé este &kla programacion curricular.

* En el disefio e implementacion se trabajé con laspdofesoras de las asignaturas,
implicando un aumento del tiempo dedicado a conausé para coordinarse en
miras a una puesta en practica satisfactoria. &am instrumentos (redaccion de
informes, programacion de puestas en comun, estasyirecursos digitales: blog,
GeoGebra...) para evaluar aspectos de la compet@omdelizacion (construir y
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validar modelos) e indagacion (formular hipotesksiscar y seleccionar
informacion relevante, buscar estrategias paradaeildn, etc.) que emergieron
como esenciales, al margen de las competenciasivaslaa conocimientos
disciplinares. Aunque estos instrumentos permitig@a evaluacion global de
diversas competencias, no profundizaban en laciisps de modelizacion. Ser
capaces de obtener una evaluacion detallada destosliantes durante todo el
proceso es un aspecto que sigue preocupando akpraflo y, por nuestra parte,
es un aspecto crucial para seguir investigando.

* Nivel de ladisciplina y niveles especificos de organizaciéadmatematicalas
competencias desarrolladas contemplaban los cdoterilave de matematicas
(propiedades de la circunferencia, de la elipsediatgz, etc.) y de historia
(romanizacion, vida cotidiana en la época romarta),easi como contenidos de
tecnologia (uso de GeoGebra, del blog, del navegdddnternet, etc.) y otros
contenidos transversales como la argumentaciortara de decisiones. Debido a
la interaccion de las dos disciplinas en la modelin de la realidad, y a las
conexiones intra- y extra-matematicas que ellohidsi, los estudiantes fueron
capaces de resolver el problema con una respweestaada y plausible.

3.3.Un REI a nivel Universitario: Disefio de piezas

El dltimo caso corresponde a un REI a nivel Univarn® en el ambito de la
Teoria de la Elasticidad en un Grado en Ingenidgaanica. Este proceso se disefio
como posible respuesta a fendmenos didacticos rivastgeneralizados en las
instituciones universitarias, en particular endiarfacién de ingenieros: la desconexion
de la actividad escolar y la actividad profesiogralingenieria (Kent & Noss, 2002) y
la pérdida de la razon de ser de los objetos maiemedChevallard, 2004).

La Teoria de la Elasticidad puede considerarse cemestudio de piezas de
cualquier geometria bajo diferentes configuraciaesarga con el objetivo de evitar
su falla por plastificacion o por deformacion excas Se trata de un ambito muy
matematizado que incluye el uso de tensores yeslpvectores propios. Respecto el
fendmeno de la desconexion de la actividad esgotdesional, este tiene uno de sus
origenes en el hecho de que la resolucion anatigdas ecuaciones de la elasticidad
se limita a casos con geometrias y configuraciatescarga simplificadas. Sin
embargo, el interés de estos problemas resolubiiatieamente en la actividad
profesional de la ingenieria es muy limitado, plaesayoria de las situaciones reales
no pueden simplificarse de este modo. Ademas,restducion analitica (con papel y
lapiz) de problemas simplificados se ha converéidda principal razon de ser de este
dominio en las instituciones escolares. Es ilus@atle estos dos fendmenos la
siguiente cita de uno de los libros referentesad#dito (nuestra traduccion)

“Los problemas del libro, que representan situasdimite, son mas o menos los mismos
que se abordan en la mayoria de los libros deictkst (...) Los métodos que se tratan
aqui pueden no ser directamente Gtiles para rasphoblemas préacticos de ingenieria,
pero la discusidn proporciona ciertos conocimierstmisre la formulacion y solucion de

dichos problemas simplificados” (Reddy, 2013, p. 24

Como respuesta a esta situacion se desarrolléropagsta de REI que permitiera
superar parcialmente los fendmenos descritos. fsteeso pretendia situar en el
centro de la actividad de modelizacion la siguienateon de ser del conocimiento:
“Disefiar (determinar forma y material) una piezaaenvo su falla elastica y el exceso
de deformaciones”. Asi, el proceso, detallado emelflsa, Bosch, Gascon y Winslgw
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(2018), se articula en torno el estudio de un miateeal: el redisefio (por lo que
respecta a forma y material) de una pieza metdéaana bicicleta.

El estudio de este sistema presenta un desafiatiampe: los aspectos a considerar
para abordar el problema, la informacién a gestioasi como la dependencia entre
variables del sistema hacen que el modelo que s&rdée involucre praxeologias
mucho mas complejas e interconectadas que lasemtdst en la organizacion
didactico-epistemoldgica anterior. EI modelo inayeptareas relacionadas no sélo con
los niveles de tension y deformacion de la piena $ambién otras que involucran
aspectos sobre fabricacion, durabilidad, costacyeetia, las cuales son mucho mas
cercanas a las existentes en la practica profdsi@ta interesante el desarrollo
progresivo del modelo que analiza el sistema: éssiltados de algunas tareas deben
ser reconsiderados de nuevo por resultados obtedmlotras actividades, provocando
de esta manera una ampliacion del modelo, derfeasty de su nivel de dependencia.

Otro aspecto del trabajo con este sistema se oakocton el tipo de trabajo
matematico que se desarrolla en el modelo. Estlaaensiones y deformaciones de
las piezas que intervienen en una bicicleta no @iederse de manera analitica. Esto
genera una ruptura con la organizacion donde ueén de problemas analiticos era
central. En contraposicion, el modelo debe incaporétodos numéricos para estudiar
el sistema y, segun los resultados obtenidos, mwadid. Asi, la actividad matematica
experimenta una transicion desde una actividad alggitmica en la que domina el
trabajo de la técnica hacia otra mas funcionalpyasenta nuevos retos.

La experiencia se disefid entre un grupo de invabiges y una profesora y se
implemento por primera vez el curso 2014-15 endeoka Universitaria Salesiana de
Sarria. El proceso de estudio se ha seguido impltamdo cada curso hasta 2019-20
con modificaciones siempre en el marco de la asigaale Elasticidad. En todas las
experiencias se mantuvo la organizacion didactievig durante las 7 primeras
semanas y durante las 8 restantes se implememR&lelA partir del andlisis de la
implementacion, identificamos ciertas condicionesstricciones:

» Niveles sociedad-escueladurante las Ultimas décadas, varias instituciomesle
ambito de la ingenieria han hecho llamadas a imcargle procesos de indagacion
lo cual es una condicion favorable para implemegntacesos de modelizacion. Sin
embargo, el proceso de disefio, su formato y la dotigia de andlisis aln son
cuestiones abiertas. En segundo lugar, destacabé gapel del profesor en la
institucidon universitaria: docente-investigadortéEduplicidad sugiere que puede
existir cierta cercania entre el «saber sabio» gsaber a ensefiar». Esta cercania
es a menudo ilusoria. En el caso que nos ocupalesgificé una desconexion
entre la epistemologia dominante (cristalizada Ina&e de 60 afios) y el trabajo de
los investigadores del &mbito, que ha evoluciordamanera importante.

* Niveles escuela-pedagogieel curriculo actual en los grados de ingeniegt e
formulado en términos de competencias. Esta candigermite integrar procesos
de modelizacion como el presentado. Su supervigedairante cinco cursos,
incluyendo un proceso de acreditacion de la titatgademuestran este hecho. Sin
embargo, no se puede obviar que la escuela erelagjha realizado la experiencia
presenta condiciones especificas favorables. $ deaun centro que fomenta la
innovacion docente, con espacios para la formadidactica y pedagdgica de sus
docentes. En consecuencia, la implementacion de tggi de procesos en la
institucion se ha multiplicado: cuatro asignatudes la escuela (Bartolomé,
Florensa, Bosch & Gascén, 2018) han adoptado eséamsicas. Una restriccion
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gue la experiencia ha permitido identificar esaifmamiento teméatico y el rol de
las asignaturas a nivel universitario: muchas d@faxeologias que aparecen en el
proceso de modelizacion surgen de manera mas aigfadocal en otras
asignaturas. Esto dificulta la gestion del proces® debe considerar el grado de
apertura del trabajo de modelizacién para evitatiero grado de solapamiento.

* Niveles disciplina e inferiores: la reorganizacion propuesta por edc@so
presentado permite la integracion de una activiplactual en una organizacion
mas compleja y con una razén de ser explicita. BEist¥a organizacion permite
superar una concepcion de la modelizacion apliog&t® en la que el modelo se
limita a recibir y generar datos (Barquero, BoschG&scon, 2014; Gonzalez-
Martin & Hernandes-Gomes, 2019).

En conclusion, el tercer REI muestra que en el @mbniversitario de la
ingenieria se lograron mayoritariamente condiciofesrables para implementar
procesos de modelizacion en el sentido de la TABraRel caso planteado, los
fendmenos didacticos identificados fueron parciat@mesuperados: el trabajo que se
llevd a cabo permiti6 una reestructuracion praxgold generando organizaciones
progresivamente mas complejas con el fin de anadizsistema inicial planteado.

4. Discusion y conclusiones

Los tres casos presentados han permitido, medentso de la escala de niveles
de codeterminacion, visibilizar y situar condicieng restricciones que afectan a la
integracion de los procesos de modelizacion ematifes instituciones. Presentamos a
continuacion un andlisis transversal de las migieade una perspectiva mas amplia.

Nivelessociedad-escuela

Los tres casos han puesto en evidencia que lasccomes que emanan son, en
general, favorables para la integracion de procedsomodelizacion. Los tres casos
identifican la existencia de ciertos esléganes gégiaos difundidos por actores
sociales entre los que destacan: el desarrollo alepetencias transversales, la
educacion activa, la formacién de ciudadanos osdtietc. Se trata de un fendémeno
generalizado que se basa en postulados filoséficmxio-econdmicos que, en lineas
generales, tiende a defender la escuela mas coniaganen el que los estudiantes
desarrollan ciertas destrezas consideradas conesargs en las sociedades actuales,
gue como lugar donde se apropian de ciertos comemios suministrados por el
docente. Con diferencias importantes, en el maecla @AD esta orientacion general
gueda reflejada en los postulados basicos del iganaddel cuestionamiento del
mundo (Chevallard, 2015). Por tanto, es posiblmidar a modo de conjetura que, en
la época actual, y de manera relativamente gepadai (al menos en sociedades
occidentales), las condiciones que emergen enilades sociedad-escuela son, en
general, favorables al desarrollo de procesos diehzacion. Sin embargo, el andlisis
de los casos muestra que la concrecion de estodeggrincipios en el nivel escuela
presenta retos importantes. Por ejemplo, las ucsbihes escolares tienen un grado
importante de rigidez en varios aspectos (espaagignaturas, tiempos, entre otros)
gue son restricciones para los procesos de modéliza_os casos presentados a nivel
de El y universidad ponen de manifiesto como esbasliciones particulares en este
ambito influyen en su desarrollo. En el nivel de s condiciones de flexibilidad
ligadas a una etapa en la que la libertad en tisngpespacios son cruciales para la
viabilidad del proceso. En el nivel universitatia,diosincrasia de la institucion en la
gue se implementd el proceso, que promociona psecds innovacion didactica,
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facilita la implementacion del REI. A modo de cdonja, podemos considerar que
estructuras escolares mas flexibles, abiertas ytabl@s crean condiciones mas
favorables para los procesos de modelizacién, naigijue estas condiciones son cada
vez mas restrictivas cuando estas estructuras aermigidas y cerradas.

Nivelespedagogia-disciplina

Los tres casos analizados se apoyan en el modedetdio de los REI, lo que
implica la puesta en funcionamiento de nuevas ditgsy dispositivos de ayuda al
estudio. El caso de EIl, al menos a priori, parefiejar condiciones especialmente
favorables, al ser una etapa en la que destatanei@n a procesos de estudio en torno
a la exploracién e indagacion en situaciones cotaB y cercanas a los estudiantes. En
las otras dos instituciones, los casos sefialapdasidad de generar ciertas dinamicas
y dispositivos de ayuda al estudio que no estgrodibles, Io que podemos considerar
una restriccion importante. Un segundo aspecte tégre ver con el nivel disciplinar.
Los tres procesos de estudio se basan en un mepiskemologico de referencia que
propone una reconstruccion alternativa del conamiioi escolar Esto provoca que el
contraste con la epistemologia dominante sea @tidc@on importante, sobre todo en
el REI de secundaria y el de universidad, instilnes en las que el saber a ensefar
aparece mas estructurado y formalizado. Podemallesér, a modo de conjetura, que
la implementacion de procesos de modelizacion oagh una renovacion en el nivel
pedagogia-disciplina mas profundo en las institueso educacion secundaria y
universidad, que permitiria nuevas formas y didpas de ayuda el estudio, y la
modificacion de la epistemologia dominante. Estiaasion creemos que se dara en
menor medida en una institucién como la educacifantil.

Las conjeturas formuladas pretenden ser propuelstagdesarrollo de lineas de
investigacién, no necesariamente nuevas, en latacqu@munidad de investigacién en
didactica de las matematicas en el marco de la @@&h@ria seguir profundizando.
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Mathematical modelling and its incorporation indeag and learning processes are a
flourishing research field in mathematics educatitve number of papers regarding
this question is increasing. Within the anthropatabtheory of the didactic (ATD),
several works tackling this issue have been deeelap the last decades. In this
approach, the notion of mathematical modelling Izs@ly related to mathematical
activity and, consequently, to the concept of potogy. ATD considers mathematical
activity as consisting of producing, transforminmterpreting and developing
mathematical models. Within this framework, thesedeis are processes of
construction of praxeologies of increasing compiexHerein one of the central
aspects is the analysis of the ecological conditiand constraints affecting the
implementation of modelling processes in schootitutons. The levels of didactic
codeterminacy are the main theoretical construegldped to analyse such conditions
and constraints. A second proposal of the ATD gard with mathematical modelling
in school institutions is the didactic device alidst and research paths (SRPs). This
device consists in stating a generating questiotheocommunity of study (students
and teachers) that will address the question amivedk subquestions. In the last
decade diverse researchers have designed, expatiand analysed several modelling
processes in different institutions and teachinglle We present in this paper three
SRPs implemented in three institutions and leve&ly childhood, secondary and
university education. We illustrate the use of laeels of didactic codeterminacy and
to analyse similarities and differences of the egimal conditions affecting the
implementations. The first modelling process reeslaround the didactic phenomena
involving cardinal numbers and its developmentha early childhood context. The
second SRP is a codisciplinar proposal at the mrads between mathematics and
history. Finally, the modelling study process aivarsity presents the design of part of
a bike where mathematical modelling and mechargogineering are involved. The
analysis of these three experiences first showthegarly childhood level as the one
with more favourable conditions mainly due to tteekl of a highly formalised
curriculum and the absence of a compartmentaliseavledge structure. Second, the
three cases show strong dependence of the long-teability on the specific
conditions of each institution further from the ddrons of the higher levels. We
finish by raising some conjectures as proposatetdeveloped in future research.
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