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Resumen

En este articulo resumimos un estudio exploratorio sobre el conocimiento de contenidos de la
materia de educacion matematica en un entorno de formacion inicial de profesorado; desde nuestro
posicionamiento sociocultural, nos fijamos en el papel mediador de las lenguas matematicas utilizadas
en la instruccién y en los materiales curriculares, y escogemos contenidos relativos a lenguas
matematicamente relevantes para la ensefianza y el aprendizaje de la relacién entre area y volumen. Con
base en respuestas a un cuestionario, primero examinamos qué saben o anticipan las futuras maestras
acerca de la funcion de la lengua en la ensefianza y el aprendizaje del contenido matematico especifico.
Luego amplificamos el andlisis con entrevistas selectivas guiadas por respuestas al cuestionario. Los
resultados muestran estudiantes con una comprension débil de contenidos de la materia que habran de
ensefiar -conceptos de area y volumen-, a la vez que iniciandose en la construccion de contenidos sobre
como ensefiar la materia -lenguas matematicas para ensefiar la relacién entre area y volumen.

Palabras clave. Aproximacion sociocultural; aprender a ensefiar matematicas; formacién inicial del
profesorado de matematicas; relacion area-volumen; lengua como recurso.

Exploratory study with preservice primary teachers on mathematical languages for teaching
the relationship between area and volume

Abstract

In this article, we report an exploratory study about the knowledge of mathematics education subject
content in a setting of education preservice training; within our sociocultural positioning, we focus on
the mediating role of mathematical languages used in instruction and curricular material, and choose
content relative to mathematically-relevant languages for the teaching and learning of the relationship
between area and volume. Based on responses from a questionnaire, we first examine what primary school
student teachers know or anticipate of the function of language when teaching and learning the specific
mathematical content. We then amplify the analysis by means of selective interviews guided by responses
to the questionnaire. Our results show student teachers with weak understanding of contents of the subject
to be taught -concepts of area and volume- while becoming initiated in the construction of contents on
how to teach the subject -mathematical languages for teaching the area-volume relationship.

Keywords. Sociocultural approach; learning to teach mathematics; mathematics teacher preservice
education; relationship between area and volume; language as resource.

1. Introduccion

En la investigacion en educacion matemaética y en particular en la linea sobre
formacién del profesorado, empiezan a ser abundantes los estudios sobre desarrollo
profesional del profesorado en cuestiones de lengua y matematicas (e.g. Planas, 2021;
Prediger, 2019; Prediger, Erath & Moser Opitz, 2019). No obstante, la investigacion y
la practica sobre estas cuestiones siguen siendo escasas en los médulos de preparacion
inicial del profesorado de matematicas de distintos niveles educativos (con algunas
excepciones como el trabajo experimental en Noruega liderado por Rangnes y Meaney,
2021). Habiendo estudiado la lengua del profesor de matematicas en la ensefianza (e.g.
Planas, Badillo, & Chico, 2019; Planas, Chico, Garcia-Honrado, & Arnal-Bailera,
2020), ahora nos preparamos para disefiar y experimentar acciones formativas sobre
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lenguas matemaéticas para la ensefianza con estudiantes del Grado de Educacién Primaria
de la Universitat Autonoma de Barcelona. Se tomaron datos de cuestionario en febrero
de 2020 en el contexto del Trabajo de Fin de Master de la primera autora (Caro, 2020),
y la segunda autora realizé entrevistas en octubre de 2020 con un grupo reducido de
estudiantes de ese Grado que habian respondido al cuestionario el curso anterior.

Por una parte, tomamos los estudios clasicos de Shulman (1986, 1987) sobre el
conocimiento profesional para la ensefianza y las relaciones entre conocimiento
pedagogico y conocimiento de la disciplina. Por otra parte, nos inspiran estudios con
orientaciones socioculturales sobre lengua y educacion matematica (Planas, Morgan &
Schutte, 2018, 2021; Radford & Barwell, 2016), particularmente los que vislumbran la
lengua como contenido esencial —no optativo ni aislado— de ensefianza y aprendizaje en
la formacion inicial y continua del profesorado de matematicas (Erath, Ingram,
Moschkovich, & Prediger, 2021; Essien, Chitera, & Planas, 2016). Desde nuestra
perspectiva, si comprendemos como formar al profesorado en el uso particular de las
lenguas matematicas para ensefiar y aprender contenidos matematicos especificos y si
asumimos que parte de esta formacion acabara siendo representada en la préactica de
aula, nos estaremos acercando a una ensefianza con mayor impacto en el aprendizaje.
Somos conscientes de que no se ha logrado establecer una relacion directa entre el
conocimiento tedrico del profesorado y sus practicas de ensefianza; esto ocurre en parte
porque la generacion de conocimiento se gesta en un contexto que a menudo es distinto
al contexto en el que se gesta la practica de ensefianza. Aun sabiendo esto, adoptamos
una aproximacion sociocultural a la formacion del profesorado de matematicas (White,
Crespo, & Civil, 2016) donde teoria y practica se encuentran en el espacio comun que
los participantes llegan a construir, con los instrumentos e ideas que se les han facilitado,
para reflexionar sobre su practica profesional y anticipar acciones de ensefianza.

2. La lengua como contenido en la formacién del profesorado de matematicas

Formar al profesorado de matematicas implica apoyar la construccion de
conocimientos matematicos suficientes y de conocimientos pedagogicos generales de
gestion y de organizacion del aula, ademas de apoyar la construccion de conocimientos
pedagogicos para ensefiar matematicas. El trabajo del psicdlogo estadounidense Lee S.
Shulman es pionero en la discusion del conocimiento que los profesores han de tener del
contenido que ensefian. Mientras que en Shulman (1986a, 1986b) se introdujo el
conocimiento del contenido, el conocimiento didactico del contenido y el curricular, en
Shulman (1987) se avanzd en la creacion y el desarrollo de siete categorias de
conocimiento: 1) pedagdgico general; 2) pedagdgico especifico del contenido; 3) de los
alumnos y de sus caracteristicas; 4) de los contextos educativos; 5) de los fines, valores
y sustentos histdrico-filosoficos educativos; 6) del contenido; 7) del curriculo.

Dos décadas maés tarde, Ball, Thames y Phelps (2008) propusieron un modelo de
conocimiento para ensefiar matematicas (popularizado como MKT por Mathematical
Knowledge for Teaching), que es una revision creativa de las categorias de Shulman con
los ejes del conocimiento matematico y del conocimiento didactico del contenido
matematico. Si bien en Shulman (1987) se menciona el papel del conocimiento de las
culturas implicadas en las situaciones de ensefianza y aprendizaje y en Shulman (2005,
p. 53) incluso se pone el ejemplo de un profesor universitario que ensefia pidiendo a los
estudiantes que presten atencion a la lengua utilizada en los materiales de clase, son
consideraciones generales y el ejemplo se elabora para el caso de la formacion inicial de
abogados en una escuela de leyes. Ball et al. (2008) si mencionan especificamente el
conocimiento pedagogico de la lengua para la ensefianza de matematicas. En ese articulo
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se resalta la tarea didactica de problematizar ciertos usos de la notacién y de las lenguas
matematicas en contextos de formacion de profesorado (p. 10), junto con esta otra
mencion relativa al papel de la lengua en la ensefianza de matematicas:

[Los profesores de matematicas] necesitan ser capaces de hablar explicitamente sobre
cémo se utiliza la lengua matematica (e.g. como el significado matemdtico de ‘arista’
difiere de la referencia cotidiana a la arista de una mesa). (nuestra traduccion, p. 11)

A pesar de que nuestro interés no es categorizar el conocimiento del uso de la lengua
para ensefiar y aprender matematicas, si vemos relevante sefialar su ubicacién dentro del
conocimiento didactico del contenido matematico. Esto implica que modelos altamente
referenciados en la investigacién sobre formacion de profesorado de matematicas
incluyen categorias que avalan la consideracion de aspectos de conocimiento de la
cultura y de la lengua en relacion con contenidos matematicos especificos. Este hecho
contrasta con la poca atencion al recurso de la lengua en entornos de formacion de
profesorado de matematicas, a diferencia de lo que ocurre por ejemplo con la atencién
al uso didéactico de recursos tales como los libros de texto o las tecnologias digitales.

Hay generalidades acerca del uso pedagogico de la lengua en el aula que el profesor
de cualquier materia debe conocer tales como incorporar preguntas que fomenten la
participacion o que activen ciertos patrones de interaccion (Ingram, 2018). Sin embargo,
el profesorado de matematicas debe ademés aprender una lengua experta de caracter
profesional para la ensefianza de la matematica escolar, cuyas formas y funciones
apoyen la produccién y comprension de significados matematicos concretos (Chitera,
2011; Planas, 2018, 2021). Al respecto, los avances en la conceptualizacion de la lengua
como recurso orientado a ensefiar y aprender matematicas (Planas, Morgan y Schiitte,
2018) sugieren ensefiar de manera integrada cuestiones lingtisticas (de vocabulario y de
sintaxis propios del registro matematico especializado) y discursivas (de puesta en
practica de ese vocabulario y de esa sintaxis en la resolucion de tareas matematicamente
interesantes en contextos de clase). En su formacion inicial y por muy obvio que parezca,
el profesorado de matematicas necesita entender que las palabras “area” y “volumen”,
por ejemplo, no tienen una relacion fija ni obvia con los significados que se les asocian
en la matematica escolar, por lo que estos significados deben ser objeto de ensefianza
explicita mediante una lengua experta que explique con claridad y precision los
conceptos, sus cualidades y sus relaciones entre ellos y con otros conceptos.

3. La relacion entre area y volumen como contenido curricular

En nuestro estudio trabajamos con dos contextos curriculares locales: el curriculo
de matematicas para la educacion primaria en Catalunya y el curriculo de educacion
nmatematica para la formacion inicial de profesorado en el Grado de Educacion Primaria
de la Universitat Autonoma de Barcelona. En ambos curriculos se considera el contenido
matematico “relacion entre area y volumen”, pero con variaciones en los significados
que se asocian mediante ejemplos de tareas. De la lectura de las guias y programas
docentes universitarios y del documento curricular para la etapa de primaria, se observa
que los significados para este contenido matematico no deben suponerse compartidos
entre formadores de profesorado ni entre profesorado, dado que por ejemplo no se
escribe explicitamente acerca del significado de area de un cuerpo con volumen.
Precisamente Clements et al. (2018) documentan el fendmeno mas global de trabajar la
nocion de area sobre todo vinculada a la geometria plana en las primeras edades
escolares e incluso en etapas posteriores; como consecuencia, esta nocion se acostumbra
a asociar a figuras bidimensionales y no se conecta con el area de cuerpos con volumen.
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Por un lado, la administracion educativa catalana establece la dimension de
conexiones en el curriculo de matematicas para educacion primaria con mencion a
relaciones entre conceptos y entre significados de un concepto (Departament
d’Educacio, 2013). Con los conceptos de area y volumen, el aprendizaje de conexiones
no es trivial para el alumnado de primaria, tal como indica la produccién escrita de un
alumno de segundo curso de primaria en una tarea con dos cilindros en De Gamboa,
Badillo y Ribeiro (2015). Por otro lado, el curriculo de educacion matematica para
futuras maestras del Grado de Educacion Primaria de nuestra Universidad incluye el
trabajo de la relacion entre area y volumen, junto con el de la relacién entre perimetro y
area. Este curriculo establece que las futuras maestras deben aprender a identificar un
concepto béasico en situaciones donde tenga distintos significados; para la nocién de area
y el trabajo de significados matematicos que se mantienen invariantes en las geometrias
planay espacial, se acostumbran a proponer tareas como la de la Figura 1 (Planas, 2006).

Una hoja de papel se puede doblar en cuatro partes iquales de dos maneras: a lo largo o a lo ancho. Con dos
hojas iguales, si pe in fondo, onstruir, por lanto, dos conlenedores de base cuadrada. Estos

contenedores, construidos con hojas iguales, dienen el mismo volumen?

T

LV

Figura 1. Tarea sobre la relacién entre area y volumen

En nuestro contexto institucional, cabe notar lo comdn de encontrar lenguas
matematicas poco precisas en torno al trabajo de las nociones de area y de volumen. Por
ejemplo, en las denominadas Pruebas de Aptitud Personal para el acceso a los Grados
en Educacion Infantil y en Educacion Primaria, en 2018 un enunciado asemejaba la
nocion de volumen a la de medida del volumen: “;Cual es el volumen de la figura que
se muestra a continuacion [se representa en la hoja un solido formado por cinco cubos]
teniendo en cuenta que los lados de cada cubo hacen 2 cm?” Hemos traducido el texto
del catalan lo mas literalmente posible por lo que es intencionado mantener el verbo
“hacen”. Hemos encontrado este uso poco preciso y ambiguo de lenguas matematicas
en otros contextos institucionales y académicos. En cualquier caso, las participantes de
nuestra investigacion fueron admitidas al Grado de Educacion tras enfrentarse a las
Pruebas mencionadas y superarlas, lo cual en concreto implica haber comprendido y
respondido a lo que se pedia en los enunciados de los problemas de un modo aceptable
para los correctores y para los disefiadores de los criterios de correccion.

4. Pregunta, participantes y métodos

La pregunta que nos guia es la siguiente: ¢Cuales son los indicios de conocimiento
de futuras maestras de primaria sobre las lenguas matematicas para la ensefianza de la
relacion entre area y volumen? De acuerdo con el marco tedrico adoptado, donde
palabras y enunciados no tienen significados matematicos fijos ni obvios, sino que la
construccion de esos significados depende del uso de palabras y enunciados en un
entorno de practica concreto, miramos la pregunta desde la perspectiva de como las
futuras maestras construyen sus significados para la relacion entre area y volumen en
los entornos de uso de la lengua escrita y hablada desarrollados para la investigacion.
Asi como los significados son situados y la lengua en uso es una de sus representaciones,
nuestros resultados seran por tanto relativos a los entornos creados, a sus caracteristicas
y a las formas de representacion involucradas (Gee, 1999). La cantidad de datos, el
caracter exploratorio de los analisis y la naturaleza situada y representativa de los
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resultados deben leerse seguin la intencion ultima de provocar discusiony reflexion sobre
la inclusion de contenidos de lengua en la formacién de profesorado de matematicas.

Nuestro objetivo es detectar conocimiento especializado del profesorado de
matematicas sobre lenguas expertas para la ensefianza de la relacion entre area y
volumen en la escuela. El logro parcial de este objetivo con datos de respuestas escritas
al cuestionario se corresponde con resultados publicados en Caro (2020). El logro méas
avanzado del objetivo con datos de entrevista es posterior y supone una ampliacion que
refina interpretaciones de las futuras maestras acerca del potencial y uso didactico de la
lengua en la ensefianza de matematicas. EIl enfoque es interpretativo en la consecucion
progresiva del objetivo. Combinamos métodos deductivos e inductivos de analisis del
discurso escrito en respuestas de cuestionario y métodos inductivos de andlisis del
discurso hablado en entrevistas individuales basadas en una seleccion de respuestas al
cuestionario y en una seleccion de datos ilustrativos de aulas de primaria.

El primer grupo participante fueron 51 estudiantes de segundo curso del Grado de
Educacién Primaria que en febrero de 2020 empezaban su primera asignatura de
educacion matematica, ‘Aprendizaje de las Matematicas y Curriculum’. La recogida de
datos se realizd mediante un cuestionario individual, creado para el estudio, publicado
en Caro (2020) y respondido en el aula universitaria durante unos 45 minutos. Para
asegurar que las tareas y su redactado fueran comprensibles, hubo un cuestionario algo
distinto que se pilotd y que, tras introducir algunos cambios, dio lugar al cuestionario
definitivo. La finalidad era facilitar la recoleccion de datos que nos facilitaran el acceso
a significados que las futuras maestras producirian en la interpretacion de conocimiento
especializado para ensefiar el contenido escolar de la relacién entre area y volumen.

Tiempo estimado: 45 minutos 4. Compara las Actividades 3.Ay 3.B e identfica al menos una diferencia

1. ¢Qué debe saber un alumno sobre la relacién entre drea y volumen al finalizar la etapa de
primaria?

2. Explica con palabras
. o 5. Un enunciado verbal matematicamente equivalente al de la Actividad 3 A es:
» El significado matematico del término ‘area’. . . i 2
La imagen muestra un prisma reclangular cuyas caras miden 3, 12 y 25 cm?®. ;Cual es el volurnen
del prisma?

« El significado matematico del término ‘volumen’.

A. Sin embargo, desde Ia perspactiva del aprendizaje de las matematicas, las actividades

. no son equivalentes. . Por qué?
3. Resuelve |as actividades d el

A, Laimagen muestra un prisma rectangular, Las éreas de las caras son 3, 12y 25 cm?,
¢ Cual es el volumen del prisma?

B. Sinos fijamos en el vocabulario principa, los dos enunciados verbales también son
diferentes. FE
s e doas
B. Laimagen muestra un prisma rectangular. Las areas de las caras son 3, 12 y 25 em?
¢Existen ofros prismas ractangulares con igual velumen pero distintas areas? Sies asi. [ . - —
da un ejemplo.

¢Veis implicaciones para el aprendizaje de los alumnos?

Figura 2. items de las dos primeras paginas del cuestionario (contin(ia)

Las Figuras 2 y 3 dan idea de como alternamos tareas matematicas (e.g. “Explica
con palabras el significado matematico del término 4rea”), didacticas (e.g. “Compara las
Actividades 3A y 3B e identifica al menos una diferencia) y lingtiisticas (e.g. “Si nos
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fijamos en las frases que hacen que los dos enunciados sean diferentes...”). Se opto por
tareas donde las futuras maestras tuvieran que escoger y comunicar conocimientos
matematicos y razones acerca de las similitudes y diferencias, con respecto al
aprendizaje matematico del alumnado de primaria, entre problemas matematicos con
aparentemente cambios menores en la redaccion del enunciado. Las respuestas se
trataron con anonimato y se numeraron de un modo que permitio rastrear las futuras
maestras que mas tarde se seleccionarian para las entrevistas individuales.

6. Un enunciade verbal matematicamente equivalente al de la Actividad 3.B es

La imagen muestra un prisma rectangular. Las dreas de las caras son 3, 12 y 25 em?. ;Existen
ofros prismas rectangulares cuyo volumen coincida? Si es asi, da un sfemplo.

A. Sin embargo, desde la perspectiva del aprendizaje de las matematicas, las actividades
no son equivalentes. ;jPor qué?

B. Sinos fijamos en les frases que hacen que los dos enunciados sean diferentes:

wyo

IGUAL VOLUMEN PERD DISTINTAS AREAS

COINCIDA

sveis implicaciones para el aprendizaje de los alumnos?

Figura 3. Items de la tercera pagina del cuestionario (continuacion)

El segundo grupo participante fueron cuatro estudiantes de tercer curso del Grado
que en octubre de 2021 habian empezado la segunda asignatura de educacion
matematica, ‘Gestion e Innovacion en el Aula de Matematicas’. Tres estudiantes habian
escrito respuestas ambiguas al cuestionario de 2020, estableciendo distinciones
interesantes a primera vista pero sin dar argumentos. La cuarta estudiante habia escrito
respuestas que indicaban una distincion matematica precisa entre “area plana” y “area
lateral o total”, a la vez que no habia aportado suficiente informacion para concluir sobre
cOmo interpretaba la representacion de esta distincion en los enunciados del cuestionario
donde la palabra “area” no aparecia adjetivada. Tras lograr contactar con todas ellas y
explicarles que queriamos indagar en sus respuestas, aceptaron ser entrevistadas.

Las entrevistas tuvieron que adaptarse al formato virtual por las circunstancias de
emergencia sanitaria del momento. Cada entrevista se inicié compartiendo pantalla para
recordar y preguntar sobre algunas respuestas de la futura maestra en el cuestionario
escrito del curso anterior. Por ejemplo, si la estudiante habia escrito que “el area es el
area de un cuadrado o el area de un triangulo” y “el volumen es el volumen de un prisma
o el volumen de un cubo”, volviamos sobre estas respuestas a fin de lograr profundizar
en la comprension de los conceptos. En la segunda parte de cada entrevista, se mostraba
la situacion de la Figura 4 y se dejaba que la estudiante la leyera. La situacion permite
comparar fragmentos de habla de dos maestras en sus aulas de primaria, manteniendo la
especificidad del contenido matematico. Se supone, en particular, que la tarea escogida
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por las maestras garantiza que el contenido de la relacion entre area y volumen esta
presente en el trabajo del aula, a la vez que las preguntas de la entrevista problematizan
si este contenido se hace explicito. La situacion permanecid en un espacio de la pantalla
mientras se conversé en torno a: i) ¢Qué vocabulario matematico usa cada maestra?; ii)
¢ Te llama la atencion alguna diferencia sobre como hablan?; iii) ;Como se refieren a la
relacion matematica entre area y volumen?; iv) ¢Cual de las dos opciones de habla es
mas adecuada si se quiere discutir con los alumnos esta relacién y por qué?

Situacion. En dos clases de quinto de primaria planificadas para trabajar la relacién entre
area y volumen, las maestras proyectan en la pizarra digital la siguiente representacion
de un prisma rectangular con las medidas de alto, largo y ancho:

i
Tkl B
_3ém
-

Luego se dirigen a sus grupos de alumnos hablando asi:
Maestra 1. Si encontramos las areas de las caras, ¢podremos saber el volumen
del prisma?
Maestra 2. Tenemos las medidas de los lados. Si encontramos las medidas de
las caras, ¢podremos saber la medida del prisma?

Figura 4. Situacion inicial proporcionada en las entrevistas

5. Analisis de datos de cuestionario y de entrevista

El anélisis de datos de cuestionario fue iterativo y orientado al estudio de temas
literalmente expresados en el texto escrito de las futuras maestras. Aplicamos un analisis
del contenido que persiguié codificar las respuestas a las tareas con vistas al logro del
objetivo. La unidad de analisis fueron frases compuestas por dos o méas palabras
gramaticalmente con sentido pudiendo haber méas de un verbo. Asi, la unidad de analisis
es de complejidad linguistica intermedia al no ser una palabra ni tampoco, por lo general,
la redaccion completa de una respuesta. Para estas frases, indagamos su adecuacion con
un cédigo de los tipos matematico, didactico matematico, linglistico, pedagdgico e
indeterminado. En la columna con ejemplos de la Tabla 1, entre paréntesis se informa
de la estudiante (e1...es1) y de la parte del cuestionario donde se halla la unidad transcrita.
Empezamos el procedimiento ubicando frases en los tipos matematico, didactico
matematico y linguistico, que fueron los que guiaron el disefio de las tareas del
cuestionario. Los tipos pedagogico e indeterminado aparecieron mas tarde, para frases
que nos parecid que no tenia sentido interpretar en ninguno de los codigos iniciales.

Tabla 1. Cddigos organizadores de datos de cuestionario

Cadigos Descripcion Ejemplos

Matematico | Sefiala hechos y significados “el &rea se asocia a superficies planas de dos
de matematicas dimensiones” (€2, 1)

Didactico Sefiala aspectos de “se pide que encontremos cual es el volumen a

matematico  |ensefianza y aprendizaje de  partir de saber las medidas de las caras” (es,
matematicas 5A)

Linguistico Sefiala formas Iéxicas y “en el enunciado 3A el concepto de area se
gramaticales explicita” (e1, 5B)

Pedagdgico |Sefiala aspectos generales de “la segunda es reflexiva y nos hace pensar mas
ensefianza y aprendizaje alla de la construccion del ejercicio” (e4, 4)

Indeterminado | No responde o es inteligible “no lo sé” (e1s, 3B)
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A partir de los resultados de este andlisis de contenido, se seleccionaron 15
cuestionarios donde el codigo lingtistico se mostrd con una frecuencia de frases superior
al promedio. En particular, se identificaron cinco o mas frases de contenido linguistico
verbal explicito para estos cuestionarios. Esta frecuencia es relativamente baja, lo cual
representa por si mismo el supuesto de la escasa presencia de reflexiones sobre lengua
a lo largo de la educacion matematica de las participantes. Este subconjunto de datos
codificados como linglisticos de 15 cuestionarios es el punto de partida de un analisis
del discurso escrito para el cual manejamos tres subcodigos, justificados inductivamente
con base en el andlisis de contenido para la relacion entre area y volumen, y que son una
revision de los originales en Caro (2020). La Tabla 2 describe y ejemplifica estos
subcddigos: forma léxica, forma gramatical y funcion matemaética. Estos subcddigos
también se aplicaron en el andlisis de datos de entrevista con las cuatro futuras maestras
(Ea... E4). A pesar de que la situacion recreada para las entrevistas no permite mirar
dentro del aula de las dos maestras, pensamos los mismos subcodigos ahora
interpretados con el trasfondo de la practica matematica del aula de primaria.

Tabla 2. Subcodigos organizadores del analisis del discurso

Subcddigo Descripcién Ejemplos de cuestionario y de entrevista
Forma Discute vocabulario  “porque no introduce el concepto que nosotros estamos
Iéxica dentro del registro de  buscando, es decir, el area” (€12, 5A)
la matematica escolar  «yna maestra lo reduce todo a medidas y no habla del
volumen, pero la otra si utiliza la palabra volumen” (E>)
Forma Discute enunciados “en este enunciado no queda claro que es importante el
gramatical |dentro del registro de hecho de que se busca mismo volumen, pero con
la matematica escolar  diferentes areas” (€23, 6A)
“una dice las areas de las caras y la otra dice las medidas
de las caras; es bastante diferente porque el alumno
puede pensar que se estan haciendo cosas distintas con
las caras del prisma” (E3)
Funcion Discute efectos de “en el segundo enunciado el alumno debe deducir que
matematica | formas en la las areas deben ser distintas” (e1, 6B)
produccion de “al ser una tarea con el dibujo del prisma, esta claro que
S|gn|f|cla_do hay un volumen y no es tan importante que la maestra
matematico no diga volumen ni cémo hable porque el dibujo ya
ensefia el volumen” (E1)

6. Resultados

En esta seccion resumimos resultados principales del estudio en su conjunto, siendo
algunos una refinacion de resultados parciales presentados en Caro (2020). Informamos
sobre aspectos del conocimiento didactico matematico de las futuras maestras en cuanto
a la ensefianza especifica de la relacién entre area y volumen, para lo cual aportamos
frases de respaldo de respuestas de las futuras maestras en cuestionarios y entrevistas.
Aunque no era nuestro objetivo investigar como las futuras maestras comprenden los
conceptos de area y de volumen, y se pregunt6 por estos conceptos en el cuestionario
para ubicar y preparar las tareas sobre conocimiento didactico especializado, explicamos
aspectos de este conocimiento matematico que no esperabamos encontrar.

6.1. Débil conocimiento matematico de los conceptos de area y volumen

Con respecto al conocimiento matematico, las futuras maestras en general sugieren
significados matematicos poco claros y a veces erréneos para los conceptos de area y
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volumen. Esta debilidad se evidencia cuando definen el area como el “tamafio” que
ocupa una figura geométrica en el plano (es), o como “la multiplicacion de la longitud
de los costados de una figura” (e2s), o bien cuando escriben que “una superficie siempre
tiene base y altura” (es), utilizando los términos de &rea y superficie como sinénimos
matematicos (e27). Asimismo, varias participantes definen el volumen como “el conjunto
de todas las areas de una figura geométrica” (e13), como la “version 3D del area” (e2s),
0 bien como “la cantidad de masa en el interior de un prisma” (es7), considerando que
“toda figura geométrica tiene como dimensiones ¢l largo, el ancho y la altura” (e3s). Méas
en general todavia, la relacion entre area y volumen tiende a interpretarse como un
contenido al servicio del aprendizaje de otros contenidos tales como las formulas de
medida del volumen de cuerpos sélidos como el cilindro o el cono. En una de las
entrevistas esta interpretacion vuelve a aparecer en la voz de una participante distinta:

Es: Con la relacion entre area y volumen ocurre lo mismo que con las fracciones
equivalentes que sirven para luego poder sumar y restar fracciones. Pues eso, la
relacion entre area y volumen sirve para que podamos tener las férmulas de los
cuerpos con volumen.

Cuando se pregunta acerca de cuestiones de ensefianza y de aprendizaje de la
relacion entre area y volumen en la escuela de primaria, en tres de las entrevistas las
estudiantes responden hablando de contenidos de aritmética elemental, que E2 llama
“hechos basicos de la matematica”, para ejemplificar sus argumentos sobre la prioridad
de tener claros los contenidos matematicos a ensefiar. La falta de especificidad didactica
se observa en frases como “el ejercicio pide mas reflexion” (e27), “el ejercicio permite
hacer deducciones y trabajar el razonamiento” (e2), “el enunciado es mas claro y permite
hacer la representacion mental mas rapido” (e12), “el segundo ejercicio va mas alla y
necesita de nuestra imaginacion y memoria” (€s), o “el primer ejercicio ayudara mas a
los alumnos”. En el siguiente fragmento de otra de las entrevistas, se observa como una
pregunta especifica de indole didactica se responde con referencias al conocimiento
matematico y al conocimiento pedagdgico general.

Nuria: Si lo que las dos maestras quieren ensefiar es la relacion entre area y
volumen, ¢es importante que hablen de area y de volumen?

E2: Bueno, esta claro que las maestras tienen que saber lo que es el area y lo que
es el volumen, y luego tienen que buscar tareas que estén bien.

Nuria: Entonces, ¢qué significa buscar tareas que estén bien? ¢Qué te parece la
tarea que han buscado estas dos maestras?

E2: Tareas que estén bien, que se entiendan bien y que se hayan explicado.

6.2 Indicios de atencion a cuestiones linguisticas relativas al contenido

Cuando se les pregunta directamente, las futuras maestras dan valor a que el
vocabulario matematico que representa conceptos que se quieren ensefiar aparezca
explicito en el enunciado de las tareas seleccionadas para dicha ensefianza. La atencion
al léxico del registro matematico se observa en respuestas como: “se dice de manera
explicita que los datos aportados son las areas de las caras” (e1), “si no introduces el
concepto que ti quieres ensefar, es posible que no sean capaces de encontrarlo” (e12),
“incluir area y volumen en el mismo enunciado ayuda a los alumnos a relacionar estos
dos conceptos” (€28), “no se habla del término matematico area” (e40), “en la actividad
3A se le da el nombre a este concepto” (€41), 0 “se introduce vocabulario especifico del
ambito matematico” (e42).
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Las futuras maestras también tienden a asociar uso de vocabulario matematico con
la activacion de funciones cognitivas; consideran que la utilizacion de ciertas palabras
apoya los procesos de pensamiento matematico del alumno de primaria sin sefialar, en
sus razonamientos, el contexto de uso de esas palabras ni la relevancia de la tarea
matematica. Esto se evidencia en frases como: “un vocabulario mas exacto para el
alumnado puede ayudar a su comprension y, por tanto, a la resolucion del problema”
(e23), “el lenguaje de la segunda no es tan técnico como el de la primera” (€3s), “el uso
de un vocabulario poco preciso dificulta el entendimiento del ejercicio y la comprension
de éste” (es7), “si las palabras son muy técnicas aumenta la distraccion™ (es3), o “la
implicacion de determinadas palabras indirectamente dificulta que el enunciado les sea
accesible a primera vista y que acabe siendo mas dificil resolverlo de lo que realmente
es” (ess). Los adjetivos que se atribuyen al vocabulario sugieren una funcion que el
vocabulario por si solo no tiene en la lengua, excepto cuando se ubica en una
construccion gramatical con funciones de explicacién o de argumentacion.

Incluso cuando se les pregunta directamente, las futuras maestras no atienden a
cambios gramaticales en enunciados de tareas matematicas ni por tanto discuten posibles
efectos de estos cambios en el aprendizaje matematico del alumnado de primaria. Lo
anterior se evidencia en las escasas respuestas del tipo: “En este enunciado no queda
claro que es importante el hecho de que se busca mismo volumen pero con diferentes
area” (e23), “en el segundo enunciado hay menos informacion explicita, es necesario que
el alumnado piense mas” (e3s), “el enunciado del ejercicio 3B se encuentra muy explicito
y por esta razon los nifios podran sacar un buen aprendizaje” (e42), “un enunciado es mas
explicativo y se entiende mejor, asi que enfocas la atencion y no tienes que resolver
pequefias cuestiones durante la lectura” (e43). La atencién al vocabulario especializado
centra los comentarios sobre el uso de la lengua con apenas referencias a la relevancia
de las construcciones gramaticales en la creacion de significado matematico y al
potencial de unas construcciones por delante de otras.

El siguiente fragmento de entrevista ilustra una estudiante que alude a la presencia
explicita de los términos de area, volumen, lados, caras, veértices, forma, prisma, base y
cuadrado, que es vocabulario que asocia a la resolucion del problema de la Figura 4.
Esta estudiante valora la calidad del habla de las maestras del siguiente modo:

Nuria: Entonces, ¢qué modo de hablar te parece mas convincente si se busca que los
alumnos aprendan la relacién entre areay volumen?

Es: A ver, las dos maestras hablan matematicamente, pero una habla de area y
de volumen y la otra no.

Nuria: ¢Esta diferencia es importante para lo que se quiere ensefiar?

Es: Lo seria si no hubiera el dibujo del prisma.
Nuria: ¢A qué te refieres?
Es: Si hay un dibujo como el del prisma, donde se ve que hay volumeny areas, lo

que el alumno va a aprender depende menos de cdmo hable la maestra.
Nuria: ¢Y sino hubiera ese dibujo?
Es: Pues la maestra tendria que hablar mas para dar mas detalles y que los
alumnos imaginaran bien la situacion.

Nuria: ¢Qué tipo de detalles tendria que explicar?

Ea: Pues antes de hablar de lados, caras, vértices, volumen... tendria que explicar
un poco la forma del prisma, si la base es un cuadrado y cosas asi.
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Tanto en los cuestionarios como en la situacion para la entrevista (ver Figuras 2, 3
y 4) habia representaciones graficas en el plano de prismas. Las respuestas escritas de
las participantes no se refirieron, sin embargo, a la modalidad grafica no verbal, sobre
la cual nosotras tampoco preguntamos en el cuestionario. En las entrevistas seguimos
sin preguntar sobre la lengua no verbal. No obstante, en dos de ellas las estudiantes dan
funcion matematica al dibujo del prisma y relacionan esto con la interpretacion de la
calidad de las lenguas matematicas de las maestras en la ensefianza. Las dos estudiantes
suponen que los alumnos de primaria tienen la oportunidad de comprender significados
matematicos para los conceptos de areay volumen y para la relacion entre ellos mediante
la visualizacién de representaciones particulares del concepto de prisma. Estas
representaciones graficas son un recurso potencial en la ensefianza y el aprendizaje de
larelacion entre area y volumen, pero no suplen la falta de concrecion en ciertas lenguas
matematicas utilizadas para ensefiar este contenido en la escuela.

7. Discusion y conclusiones

Los resultados de este estudio exploratorio son tiles a dos niveles: por un lado, para
saber més acerca del conocimiento matematico y didactico matematico de las futuras
maestras y, por otro lado, para saber mas acerca de nuestras practicas y contenidos en la
formacion inicial de profesorado de matematicas. En nuestro trabajo como educadores
matematicos en la formacidn universitaria del profesorado hay precisamente dos grandes
elementos, en términos de Shulman (1986a, 1986b), el conocimiento del contenido de
la materia (en nuestro caso, la materia de educacion matematica) y el conocimiento del
contenido pedagdgico (en nuestro caso, la pedagogia para ensefiar a ensefiar la
matematica escolar). Por supuesto, las ideas que tengamos sobre qué es y para qué sirve
la educacién matematica seran de influencia en los contenidos que seleccionemos y
enfaticemos para el trabajo con los estudiantes para profesor. Incluso cuando tengamos
escaso margen de decisién en la seleccion de contenidos (i.e. en el contenido de la
materia), nuestras ideas serén de influencia en los modos que seleccionemos de ensefiar
(i.e. en el contenido de la pedagogia) mediante las formas en las que interaccionemos
con las estudiantes y mediante como presentemos y justifiquemos las tareas en el aula
universitaria. Siempre incidimos necesariamente en el contenido de la pedagogia porque
tenemos posicionamientos sobre como las personas aprenden (ya sea matematicas o a
ensefiar matematicas). Si son posicionamientos basados en premisas socioculturales,
entonces recurriremos a pedagogias centradas en la interaccion con y la mediacién de
los otros y, aqui, la lengua que utilicemos para comunicarnos sera esencial.

Sean cuales sean las premisas que sustentan las distintas pedagogias para ensefiar a
ensefiar matematicas, y las distintas teorias del aprendizaje humano que nos guien, los
resultados de este estudio son Utiles en la consideracion del conocimiento del contenido
de la educacién matematica a trabajar con las futuras maestras. Para empezar, los datos
revelan un conocimiento matematico débil de los conceptos de area y volumen y de la
relacion entre ellos. Es posible que esto se deba a no haber trabajado suficientemente en
el pasado tareas sobre las habituales falsas relaciones de dependencia entre area y
volumen (e.g. a mayor area, mayor volumen; a menor area, menor volumen) o a otros
fendmenos como los mencionados en Clements et al. (2018). Al ser preguntadas sobre
estos conceptos la mayoria de las participantes tuvieron dificultades para definir o
explicar area y volumen, esto es, para usar la lengua mateméaticamente en la elaboracion
de definiciones o explicaciones. Hay errores en las respuestas, pero sobre todo hay
explicaciones incompletas o demasiados generales que incluyen méas de un concepto
matematico (e.g. volumen y capacidad; area y plano). En cualquier caso, no parece
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razonable hablar en términos de capacidades y pensar que las estudiantes no han sido
capaces de construir estos conceptos; seguramente no han tenido oportunidades
suficientes de participar en contextos en los que discutir e interactuar en torno a
significados matematicos para area y volumen. Si bien no esperabamos que las futuras
maestras tuvieran conocimientos didacticos relativos al uso de la lengua en la ensefianza
de matematicas, entendiamos que habian superado las etapas educativas donde se
ensefian los conceptos de area y volumen y su relacion. De manera ingenua dabamos
por supuesto que los contextos -con sus tareas y sus participantes- para discutir y
compartir los significados matematicos de estos conceptos se habrian habilitado vy, a
partir de ahi, unos significados se habrian construido y otros se habrian revisado.

Las respuestas pedagogicas generalistas con apenas alusiones a cuestiones
particulares de contenidos de la matematica escolar, de su ensefianza y aprendizaje, son
otro resultado emergente de nuestra investigacion. Algunas de las participantes se fijan
en el vocabulario matematico en el enunciado de tareas valorando que sea explicito, pero
no atienden a los cambios gramaticales en los enunciados ni en los posibles efectos de
estos cambios en el aprendizaje matematico del alumnado de primaria. Estos resultados
apuntalan la conveniencia de formar al profesorado de matematicas en conocimiento
matematico, didactico y linglistico sobre registros matematicos especificos en torno a
distintos contenidos curriculares. La lengua profesional experta que las futuras maestras
deberén utilizar en su practica de aula ha de promover el aprendizaje conceptual de los
alumnos por lo que es del todo necesario nombrar los conceptos y explicarlos
poniéndolos en relacion con y nombrando sus cualidades y otros conceptos, tal como ya
sefiald6 Pimm (2019/1987). Construcciones gramaticales como [prismas rectangulares]
“cuyo volumen coincida” o “con igual volumen pero diferentes areas” generan
oportunidades distintas de comprension de la relacion entre volumen y area, no solo por
el vocabulario especifico sino también por las clausulas que funcionan como
productores de conexiones légicas. Si un objeto de la ensefianza es esta relacion, la
segunda construccion, que contrasta igual volumen con diferente area, es relevante.

No gueremos acabar sin discutir por qué un articulo como este es relevante en un
monografico sobre investigacion en educacion matematica que aspira a comprender
coémo los aspectos sociales y culturales impactan en los procesos de ensefianza y de
aprendizaje de matematicas. El profesorado de matematicas necesita saber que las
lenguas matematicas que utilice en clase condicionaran la creacion y distribucion de
oportunidades de aprendizaje matematico entre los alumnos; esta es una reflexion a la
vez ampliable al grupo de formadores de profesorado de matematicas (White, Crespo,
& Civil, 2016). El uso que hagamos de las lenguas matematicas en el aula universitaria
0 en los entornos de desarrollo profesional y los modos en los que ensefiemos a
reflexionar a las futuras maestras y al profesorado en activo sobre el papel de la lengua
en la educacién matematica condicionaran la creacion y distribucién de oportunidades
de ensefianza de contenidos matematicos en la escuela. En aquellas escuelas donde no
Ilegan recursos materiales como libros de texto y tecnologias digitales, o donde no llegan
para todos los alumnos y familias, debemos garantizar ain con mayor conviccién y
eficacia que no se pierdan las oportunidades de ensefianza y de aprendizaje que brinda
el recurso inmaterial de la lengua matematica experta de la maestra.
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Exploratory study with preservice primary teachers on
mathematical languages for teaching the relationship
between area and volume
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In this article, we summarise an exploratory study on the interpretation of
mathematically relevant uses of language in a setting of mathematics education pre-
service training in Barcelona. We take a sociocultural view on mathematics teaching and
learning and mathematics teacher education in our approach to the preparation of
teachers of mathematics to improve their languages in the school classroom for the
enhancement of conceptual mathematics learning. Based on our knowledge of the
research literature on mathematics education and language, we believe that mathematics
teacher preparation programs would benefit from the deliberate and research-oriented
inclusion of contents of language use within the registers of school mathematics. The
study at present was conducted in the curricular context of the Primary Education Degree
at our University, with a relatively small body of student teachers. By means of
deductive analytical methods applied to responses from a questionnaire, we first
examined evidences of what primary school student teachers know or anticipate about
the function of language in mathematics teaching and learning. We then added inductive
methods of discourse analysis applied to data from the questionnaire responses
amplified through selective interviews for the exploration of what the student teachers
know or anticipate when the teaching content is the relationship between area and
volume. Our results show participants with weak understanding of the concepts of area
and volume, as well as in-construction views of the language as resource oriented to
supporting conceptual mathematics learning in the school. Interviews particularly served
to illustrate the extent to which the student teachers perceive language use in the
classroom with school learners from a pedagogically general standpoint. They tend to
reduce the mathematical languages for content-specific teaching and learning (e.g.
around the relationship between area and volume) to issues of vocabulary proficiency
rather than to developing grammars of explaining and relating concepts.
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