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Impacto de la interacciéon en grupo en la produccion de la lengua del algebra en clase de
matematicas

Resumen

En este articulo explico resultados de un estudio cuyo objetivo fue analizar el impacto de la
interaccién en grupo en la produccién de discursos matematicos en clase. Mediante métodos
cualitativos de comparacion constante, examiné discusiones en grupo en torno a la resolucion de cinco
problemas de generalizacion con alumnos de 15 y 16 afios. Ahora muestro parte del analisis de tres
segmentos transcritos de discusiones en una sesién de clase. Pretendo ilustrar cémo la combinacién de
ciertas formas de interaccion influye en el uso y desarrollo de la lengua del &lgebra en particular y en
el discurso matematico de los alumnos en general. Los resultados sefialan el efecto mediador de la
interaccion en los cambios de discurso sobre pensamiento algebraico en procesos de generalizacion.
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Impacto da interac¢do na producéo de linguagem algébrica em aulas de mateméatica
Resumo

Neste artigo explico resultados de um estudo que teve por objetivo analisar o impacto da
interaccdo em grupo na producdo de discursos matematicos em sala de aula. Mediante métodos
qualitativos de comparagéo constante, examinei discussdes em grupo associadas a resolugéo de cinco
problemas de generalizacdo com alunos de 15 e 16 anos. Agora mostro parte da andlise de trés
segmentos transcritos associados a discussdes em uma aula. Pretendo ilustrar como a combinacéo de
certas formas de interaccdo influenciam no uso e desenvolvimento da linguagem algébrica em
particular e no discurso matematico dos alunos em general. Os resultados assinalam o efeito mediador
da interaccao nas mudancas de discurso sobre pensamento algébrico em processos de generalizagéo.

Palavras chave. Linguagem algébrica; Interacdo; dados de aula; discurso mateméatico em grupo.

Impact of group interaction on the production of algebraic language in the mathematics class
Abstract

The goal of this study is to analyse the impact of group interaction on the production of
mathematical discourses in the classroom. Qualitative methods of constant comparison were applied to
examine group discussions for the resolution of five generalization problems involving learners aged 15
and 16. Now | report part of the analysis for three transcribed segments of discussions in a lesson. The
aim is to illustrate how the combination of certain forms of interaction has an influence on the use and
progress of the algebraic language in particular, and of the learners’ mathematical discourse in
general. The results highlight the mediator effect of social interaction in discourse changes regarding
algebraic thinking related to generalization processes.
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Impact de l'interaction de groupe sur la production du langage de I'algébre en classe de
mathématiques

Résumé

Dans cet article, j'explique les résultats d'une étude dont I'objectif était d'analyser I'impact de
I'interaction de groupe dans la production de discours mathématiques en classe. Par des méthodes
qualitatives de comparaison constante, j'ai examiné des discussions de groupe sur la résolution de cing
problémes de généralisation avec des étudiants de 15 et 16 ans. Je montre une partie de I'analyse de
trois segments de discussion transcrits dans une session de classe. L'objectif est d'illustrer comment la
combinaison de certaines formes d'interaction influence I'utilisation et le développement du langage de
I'algébre en particulier, et le discours mathématique des étudiants en général. Les résultats indiquent
I'effet médiateur de I'interaction dans les changements de discours sur la pensée algébrique dans les
processus de généralisation.

Paroles clés. Langue de l'algebre; interaction; données de classe; discours mathématique de groupe

1. Introduccion

El estudio de la lengua en uso o discurso en el aula de matematicas constituye una
linea de investigacion creciente en el area de educacion matematica (Planas, 2010). Ya
en los aflos noventa del siglo pasado, Pimm (1990) compara el aprendizaje de
matematicas con el de una segunda lengua y sefiala la importancia de la comunicacion
oral en el aula como medio para que los alumnos usen, con significado, palabras y
simbolos especializados en la matematica escrita, considerada el fin primero en los
procesos de ensefianza y aprendizaje en clase. Con el desarrollo y la consolidacién de
las teorias sociales en el area, se amplia la vision del discurso matematico a un
fenédmeno de la comunicacion que se da en la cultura (Morgan, Craig, Schiitte &
Wagner, 2014; Planas, 2018). La complejidad de las situaciones sociales pasa a
asimilarse con la complejidad del discurso del aula de matematicas. Aunque el estudio
de esta complejidad no es reducible a la interaccién cara a cara ni al discurso hablado,
estas son ventanas de acceso a la construccién de significado matematico.

Bajo este marco de comprension del area, presento resultados que se derivan de
una investigacién mas amplia sobre la relacion entre interaccion y produccion de la
lengua de las matemaéticas en practicas discursivas del aula de secundaria. Los datos,
resultados y reflexiones en este articulo responden al objetivo méas concreto de
identificar el impacto de ciertas formas de interaccidn en la produccion de la lengua
del &lgebra de alumnos que participan en una discusion en grupo sobre problemas de
generalizacion. Lejos de delimitar dificultades cognitivas o de comunicacion de los
alumnos con la lengua del algebra, indago sobre la naturaleza de la interaccién entre
alumnos y sobre como esta interaccion interviene en la produccion de la lengua de las
matematicas. Es sabido el papel mediador de la interaccion en clase en el aprendizaje
matematico (Planas, 2018), pero faltan datos y argumentos sobre como se produce,
mediante qué formas de interaccion y con qué efectos para tareas especificas.

El texto del articulo se estructura en cuatro partes. Comienzo con la vision teorica
adoptada de la interaccion social, del discurso en el aula y del aprendizaje matematico.
Luego introduzco consideraciones sobre la lengua del algebra y su aprendizaje, que
fundamentan el disefio del experimento de ensefianza. Sigo con un resumen del
experimento y los métodos de analisis. Continto con la ejemplificacion del anlisis de
tres segmentos de lengua en uso a fin de ilustrar como la combinacién de ciertas
formas de interaccion influye en los discursos matemaéticos de los alumnos con
implicaciones para el desarrollo de la lengua del algebra. Acabo con reflexiones en
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torno a la relacién entre lengua del algebra, discursos de alumnos e interaccion,
ademas de consideraciones sobre los siguientes pasos de investigacion.

2. Fundamentacidn tedrica y revision de literatura

En esta seccion de revision de literatura y fundamentacion teorica, presento
brevemente qué entiendo por interaccién social, discurso y aprendizaje matematico, asi
como la relacion que supongo entre estos tres constructos. Tomo investigaciones en el
area que respaldan la delimitacion y relacién entre estos constructos. Por otro lado,
baso el anélisis de las practicas de aula en el contenido matemaético particular que
enmarca los objetos de ensefianza y aprendizaje, que en este trabajo es el algebra.

2.1 Interaccion social, discurso y aprendizaje matematico

Dentro de las teorias sociales del aprendizaje, este estudio parte de la tradicion del
interaccionismo simbdlico (Goffmann, 1981) en la investigacion en educacion
vinculada al socioconstructivismo (Krummbheuer, 1995). Aqui la interaccién social es
vista como un proceso en el que las acciones individuales dependen de la
interpretacion de un sistema de acciones situado que da lugar a la construccion
conjunta de significado. En este estudio, tomo la nocién de interaccion social en el
sentido de relaciones concretas entre participantes que se encuentran en un mismo
lugar, esto es, en clase de matematicas. Son de interés las acciones encaminadas a
comunicar y negociar significados matematicos en el aula, entendidas como acciones
que se articulan en y para la produccién de un discurso matematico. Asi, este estudio
se ubica en la tradicion “micro” (Planas & Valero, 2016), que se interesa por las
caracteristicas de contextos préximos de comunicacion mediante la interpretacion de
datos empiricos en términos de acciones de los participantes (Gellert, 2008). En esta
tradicion se sittan los trabajos de Krummheuer (2011) y de Brandt y Tatsis (2009),
que definen papeles de participacion (como orador y como oyente) en el aula a partir
de una revision de Goffmann. En mi investigacion coincido con estos autores en que la
complejidad de una conversacion con més de dos participantes conlleva la coexistencia
de comunicacion directa -el orador direcciona el acto de habla a alguien y, por lo tanto,
se espera respuesta- y no directa -el acto de habla no se dirige a nadie en particular-.

La perspectiva interaccionista en educacion matematica sugiere el caracter
discursivo del conocimiento (Godino & Llinares, 2000). Por otra parte, el papel
mediador de la interaccion en el aprendizaje, con potencial transformador de la lengua
de las matematicas del alumno, es un supuesto en las teorias sociales del aprendizaje
matematico. En consonancia, el aprendizaje matematico es un resultado potencial de la
interaccién en contextos de uso de la lengua de las matematicas y de significados
asociados a la apropiacion de la cultura escolar. Desde esta perspectiva, entiendo la
nocion de discurso como lengua en uso (Planas, 2018) con diferentes significados
segun el contexto en el que se produce. Como Setati y Adler (2000), considero que los
discursos matematicos escolares implican formas de hacer, hablar y escuchar
matematicas, asi como formas de actuar, sentir y ser. Uniendo todo esto, se puede
refinar la concepcion del aprendizaje matematico, viéndolo como reconocimiento y
uso de significados atribuibles a un discurso mediante la participacion en él (Sfard,
2008). La participacion en explicaciones, argumentaciones y confrontacion de ideas
facilita que los alumnos reconozcan y usen significados relativos a estas practicas de la
matematica escolar, produciéndose asi condiciones para cambios en el discurso. A la
vez que se produce construccion colectiva de la lengua de las matematicas en el aula,
se sientan las bases del aprendizaje matematico individual de quienes interacttan.
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En los procesos de ensefianza y aprendizaje en el aula de matematicas conviven y
se combinan diferentes grados de formalidad en la lengua de las matematicas (Pimm,
1990). EIl aprendizaje matematico entendido como el desarrollo de la lengua de las
matematicas en una cultura escolar requiere la modificacion del discurso del alumno
en aquellos aspectos alejados de la formalidad del discurso matematico escolar. En
este sentido, la lengua del algebra puede verse como una extension de la lengua de los
nameros utilizada por los alumnos, cuya modificacidn se produce a raiz de practicas
aritméticas combinadas con practicas de generalizacion a través de regularidades
numéricas o geométricas (Sfard, 2012). Asi, es esperable la coexistencia de discursos
distintos segun su cercania a la formalidad del discurso matematico escolar. Estos
procesos de formalizacion de la lengua no son lineales y requieren que los
participantes modifiquen el significado o uso de ciertas palabras, ademas de privilegiar
el uso de simbolos algebraicos por delante de objetos numéricos en la comunicacion.
En mi investigacion considero que la construccion de la lengua de las matemaéticas,
particularmente la lengua del algebra, involucra multitud de discursos y significados.

2.2 Lalengua del algebray su aprendizaje

Segun Kaput (2008), el pensamiento algebraico es la actividad de hacer, pensar y
hablar sobre las matematicas desde una perspectiva generalizada y relacional. En la
transicion de la aritmética al algebra temprana, una de las dificultades iniciales de los
alumnos esta relacionada con el aprendizaje de las convenciones linguisticas que
subyacen a este contenido matematico. Tradicionalmente en el aprendizaje de la
lengua del algebra se distinguen dos niveles: el sintactico, que hace referencia a las
relaciones y reglas inherentes al algebra como lengua simbdlica, privilegiando
aspectos procedimentales y reglas de transformacion; y el semantico, que hace énfasis
en la interpretacion de contextos y el significado de simbolos y expresiones
algebraicas. A menudo la seméantica se ha asociado a la construccion con significado y
la sintactica a la construccion sin sentido, pero a la practica las actividades de uso de
simbolos implican una mezcla de los dos aspectos (Kaput, 1989). Sorales y Kieran
(2013) recomiendan actividades de aula que permitan conectar y desarrollar ambos
aspectos para lograr una mayor comprension de la lengua del algebra.

El enfoque de resolucion de problemas de generalizacion a través de patrones
adoptado en este estudio supera esta dicotomia ya que facilita significados para
simbolos en el contexto del problema y el aprendizaje funcional del algebra (Carraher,
Martinez & Schliemann, 2008). Este enfoque amplia el significado de las expresiones
algebraicas al tratar las variables como objetos cuyo valor varia (Warren, Cooper y
Lamb, 2006) y supone una alternativa al método establecido en muchas aulas,
consistente en introducir el algebra como un juego basado en reglas de transformacion
de expresiones formales donde las variables son incdgnitas en ecuaciones y no poseen
la naturaleza de variable. Las dificultades de reconocimiento, comprension y
representacion simbolica de variables y de su relacion funcional perdura en el tiempo
para alumnos de secundaria, bachillerato y universidad (Ursini & Trigueros, 2006). En
consecuencia, aunque la lengua del algebra permite interacciones fructiferas hacia la
elaboracion de nuevos significados matematicos, el caracter interpretativo de asignar
significado a los simbolos algebraicos y a la sintaxis requieren de experiencias
significativas previas en torno a letras, palabras y estructuras sintacticas en la lengua
ordinaria para representar y analizar el problema a resolver (Planas, 2013).

3. Disefio del estudio y métodos de analisis
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Los datos del estudio se recogieron en un aula de matematicas de un centro de
Barcelona con alumnos de cuarto de educacion secundaria obligatoria de entre 15y 16
afios. Los alumnos pertenecen a una clase de crédito optativo sobre resolucion de
problemas. Siguiendo la dindmica habitual, para cada leccidn, la profesora presenté el
problema y luego los alumnos trabajaron en pareja hacia la produccion de un informe
escrito con propuestas de resolucion. Se finalizé con una discusién en grupo donde se
confrontaron resoluciones y dificultades surgidas durante el trabajo en pareja.

Un agricultor quiere plantar naranjos siguiendo una forma cuadrada y alrededor quiere
plantar pinos. Se imagina el esquema para 1, 2 y 3 filas de naranjos:

ATATARNATATATATARIATATATATATATA
Sw. T R T T T
AVATASA' IRANNA £3
6 G 2 5 T K . . 5
AVAVAVAYASINA _ £3

LP @ 9

AVAYAYATAVAYA'

1. ;Cuantos naranjos y pinos se necesitaran para cinco filas de naranjos?
2. Para el caso general de n filas, ¢cudntos naranjos se necesitaran? ;Y pinos?

3. El principal ingreso del agricultor proviene de la venta de naranjas y, por tanto, le
interesa tener mas naranjos que pinos. Manteniendo la forma del huerto, ¢es esto posible?

En cada caso, explica cdmo lo has hecho.

Figura 1. Enunciado del segundo problema de la secuencia didactica

Para la preparacion del experimento de ensefianza, elaboré una secuencia de cinco
problemas de generalizacion a través de patrones con el objetivo de facilitar el
pensamiento algebraico a través de razonamientos inductivos generados en situaciones
aritméticas. Los problemas incluyen contextos imaginables fuera de las matematicas y
enunciados con dibujos de apoyo que representan los primeros términos de una
sucesion. Para graduar la complejidad matematica de los enunciados escritos, las
cuestiones se estructuraron en torno a tres niveles de pensamiento algebraico: 1)
concreto, cuando se manipulan pequefias cantidades; 2) semi-concreto, cuando se
manipulan grandes cantidades; y 3) abstracto, cuando se usan simbolos (Carraher &
Schliemann, 2007). También se gradud la dificultad de los problemas dentro de la
secuencia didactica, suprimiendo la cuestion de pensamiento semi-concreto e
introduciendo cuestiones que requerian entender la expresion algebraica como un
objeto, esto es, una estructura real y estatica que puede ser manipulada como un todo y
no solo como un proceso (Sfard, 1991). Hubo un pilotaje con los primeros problemas
de la secuencia que confirmo su idoneidad didactica por la riqueza de las estrategias de
los estudiantes (Morera, Chico, Badillo & Planas, 2012). La Figura 1 muestra el
segundo problema de la secuencia didactica que esta basado en un enunciado PISA. Se
modificaron las preguntas del enunciado original para adaptarlas a una estructura
donde se requiere un doble pensamiento concreto en la primera cuestion, abstracto en
la segunda y la comparacion de generalizaciones algebraicas en la tercera.

3.1 Métodos de analisis

Los datos son grabaciones de audio y video de cada sesion que transcribi. Las
transcripciones literales completas fueron el objeto del andlisis y secundariamente se
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volvié a los videos cuando fue necesario, incorporando gestos, entonaciones y dibujos
de los alumnos, entre otros aspectos. Primero exploré los datos del trabajo en pareja
con el fin de considerar aspectos del contexto proximo en la interpretacion de las
discusiones en grupo que se analizaron después. Para cada problema, se construy6 una
narrativa donde se detallan aspectos relevantes de la interaccién y de la actividad
matematica de cada pareja (ver mayor detalle en Chico y Planas, 2011a, 2011b, 2018).

En la segunda fase se examinaron los datos de las discusiones en grupo para crear
dos familias de codigos segun las dos dimensiones principales de analisis: contenido
matematico e interaccion social. Empecé segmentando las transcripciones en episodios
segun el contenido matematico central sujeto a discusion. Después, en colaboracion
con investigadoras de mi equipo, inicié un proceso de analisis comparativo e inductivo
(Glaser, 1969; Planas, 2004) entre episodios de la misma sesion y luego entre el total
de sesiones. Para los cddigos de contenido matematico se fijé la mirada en los objetos
matematicos en discusion y las interpretaciones en torno a ellos, observando posibles
representaciones mediante la lengua del algebra. La revision de la literatura sobre la
transicion de la aritmética al algebra a través de la generalizacidn de patrones sirvié de
apoyo para comprender, explicar y codificar datos (Strauss & Corbin, 2002). La Tabla
1 muestra los codigos de contenido matematico que se ilustran en la siguiente seccion,
mientras que el conjunto completo se puede consultar en Chico (2014). El proposito de
los cddigos era obtener y estructurar informacién sobre contenido matematico en las
discusiones en grupo que, junto a la informacién de los procesos de resolucion durante
el trabajo en pareja, permitieran describir los discursos matematicos de los alumnos.

Tabla 1. Codigos de contenido matematico y descripcion

Contenido matematico

Descripcién

Generalizacion algebraica
Generalizacion aritmética
Justificacion geométrica
Justificacién numérica
Comparacion resolucion
Generalizacion visual
Identificacion variable

Expresion algebraica

Razonamiento visual
Comparacion numérica

Representacion del caso general en la lengua del &lgebra
Representacion del caso general en la lengua de los nimeros
Justificacidn del caso general mediante una estrategia de conteo
Comprobacion numérica del caso general con casos particulares
Comparacion de técnicas, procedimientos o razonamientos
Expresion de regularidades basadas en la percepcion visual
Determinacion de una variable en el contexto del problema

Representacion de un conjunto numérico en la lengua del
algebra

Expresion de un razonamiento basado en la percepcidn visual
Comparacion de dos generalizaciones con casos particulares

Respecto a la interaccién, se fijo la mirada en las acciones de los participantes que
responden a qué se estd haciendo en un punto de la discusion en relacion con el
contenido matematico del turno de habla precedente. Si dos intervenciones son
practicamente simultaneas en el tiempo, se considera que el turno precedente es al que
dan respuesta independientemente del orden en el que aparezcan en la transcripcion.
Durante esta fase de codificacién abierta (Glaser, 1969), emergieron co6digos
incipientes tales como “puntualizar palabras”, “parafrasear explicacion” o “refutar
interpretacion”. Comenzé entonces un proceso de agrupacion Y reinterpretacion de los
cddigos incipientes (codificacion axial, Glaser, 1969) donde se siguieron dos criterios:
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i) considerar el contexto proximo de interaccion. Se tuvo en cuenta la interaccion
entre miembros de una pareja. Esta decision surgio al examinar las conversaciones y
observar que por frecuencia e intensidad se tenia que diferenciar la interaccion directa
entre estudiantes que habian formado pareja.

ii) hacer prevalecer la funcion de la lengua en relacion con el contenido
matematico en discusion por delante de la forma linglistica. Por ejemplo, una
intervencidn puede tener forma de pregunta pero su funcion en la conversacidon puede
ser solicitar clarificaciones o rechazar contenidos.

Tabla 2. Codigos de interaccion y descripcion

Interaccion Descripcién

Iniciar Introduccidn de una resolucion de una cuestion de un problema
Comepartir Respaldo entre miembros de una pareja en una explicacion matematica
Solicitar Demanda de aclaracion/ayuda sobre un razonamiento matematico
Rechazar Negativa al uso de interpretaciones matematicas acordadas

La Tabla 2 muestra los cédigos finales de interaccion que ejemplifico en los datos
de la siguiente seccion. Las dos familias de codigos surgen de identificar significados
matematicos y acciones en la interaccion entre alumnos dentro de un grupo de trabajo,
a lo largo de una continua ida y venida entre datos y codigos. A medida que se avanza
en el analisis, las dos familias de cddigos comienzan a estabilizarse dado que no
emergen nuevos cOdigos ni ajustes. Esto supone una reduccién progresiva de los
codigos hasta solo considerar los méas frecuentes. En este punto los datos se volvieron
a examinar en busca de relaciones entre las dos familias de cddigos. En esta blsqueda,
se considero el contexto préximo de las discusiones de los alumnos. Las narrativas del
trabajo en pareja junto con los cédigos de contenido matematico ayudaron a identificar
y describir diferentes discursos en torno a un mismo objeto matematico. Todo esto
permite examinar hasta qué punto cambios en los discursos matematicos de los
alumnos pueden estar relacionados con las formas de interaccion codificadas.

4. Resultados

En esta seccidn introduzco tres resultados que son representativos de lo que
ocurrio en diferentes momentos de las discusiones en grupo a lo largo de las sesiones.
Tomo tres ejemplos que ocurren en la misma sesion de clase para facilitar la
comprension de los datos sin perder por ello representatividad respecto al analisis del
conjunto de las sesiones. Son representativos con respecto al fendbmeno central de
cambios en el discurso matematico de los alumnos que surgen de la combinacion de
ciertas formas de interaccién en la discusidn en grupo. Por otra parte, los segmentos de
conversacion se presentan en castellano, aunque originalmente la profesora y los
alumnos alternan de forma flexible catalan y castellano. Siendo consciente de la
pérdida de informacion que conlleva, muestro datos traducidos.

4.1 Del discurso inductivo al algebraico mediante Iniciar y Compartir

En este primer fragmento los alumnos discuten soluciones para la segunda
cuestion del problema de la Figura 1 sobre el nimero de pinos para ene filas de
naranjos. Jose y Gabriel consensuaron, durante el tiempo en pareja, una resolucion
para el caso general que comprobaron numérica y geométricamente usando los dibujos
de los primeros términos de la secuencia facilitados en el enunciado. Ambos alumnos
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representan el caso general en la lengua del algebra escrita y hablada y lo usan para
responder la primera cuestién del problema sobre generalizacion cercana. Irene y
Oscar, que también trabajaron en pareja el problema, resolvieron primero la cuestion
de generalizacion cercana por conteo dibujando el caso 5. Para el caso general, los dos
alumnos consensuaron una regla de tres usando el primer caso y comprobando
numéricamente su validez en los primeros cinco casos que dibujaron previamente.
Aunque inicialmente tienen alguna dificultad con el uso de dos letras en una expresion
simbdlica, expresan el caso general en la lengua del &lgebra.

Irene Hemos hecho una regla de tres, que si para una fila hay ocho pinos para ene filas
habra equis naranjos, jay, qué lio!, equis pinos.

Gabriel  Nosotros hemos encontrado directamente que si multiplicamos ocho por el nimero
de filas nos da el nimero de abetos.

Jose De pinos.

Gabriel Eso, de pinos. Al principio lo hemos visto observando en el primero y en el
segundo. Y luego hemos visto el porqué.

Jose Si, luego hemos visto el porqué. Hemos encontrado, o sea, multiplicando por dos el
namero de filas tenemos el nimero de pinos que forman un lado del cuadrado, este.
Pero uno no, uno ya lo contamos como del otro.

Gabriel  El de la punta.

Jose Menos el de la punta que ya lo contamos para el otro lado. Entonces si tiene tres
filas, tres por dos son seis, 0 sea que aqui hay seis pinos, aqui seis mas, aqui seis
mas y aqui otros seis. Por lo tanto, el nimero de filas por dos te da el nimero de un
lado y entonces lo multiplicas por cuatro que son los lados de un cuadrado.

Sara: Seis mas, seis mas y seis mas.
Gabriel  Entonces si multiplicas dos ene por cuatro te da ocho ene, que es la equis.
Jose Que es lo que habiamos visto antes y no sabiamos el porqué.

Oscar Es maés directo, es la formula evolucionada.

Irene Es como una simplificacion de la nuestra si la haces.
Oscar Bueno... la suya es pensada, nosotros hemos ido probando.
Irene Es verdad la suya tiene un porqué la nuestra simplemente funcionaba.

Vemos la introduccion de Irene de la generalizacion algebraica 1/8 = n/x. Gabriel
reacciona exponiendo una generalizacion aritmética basada en un razonamiento
multiplicativo. Ambos alumnos comunican la relacién de dependencia entre las dos
variables, pero mientras Irene usa simbolos y su significado en el contexto en su
explicacion, Gabriel expresa las variables haciendo referencia al significado en el
contexto. Jose y Gabriel se suceden para explicar la justificacion geométrica y
numérica que respalda su resolucion. La explicacion finaliza conectando
generalizacion aritmética con generalizacion algebraica. El fragmento acaba con una
conversacion donde Irene y Oscar comparan las dos resoluciones. Implicitamente
afirman la equivalencia de las dos generalizaciones, pero valoran la simplificacion
sintactica y la justificacién geométrica de la resolucién de Gabriel y Jose.

Los cddigos de interaccion en este fragmento son Iniciar y Compartir. Iniciar se
observa en las dos primeras intervenciones de Irene y Gabriel cuando introducen dos
resoluciones en la discusion en grupo. Estas dos acciones marcan el contenido
matematico a discutir. Compartir es un codigo que sintetiza acciones como corregir
palabras, puntualizar significados, ampliar o validar informacién matematica dada por
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el compafiero durante el trabajo en pareja. Este codigo se puede observar en diversas
intervenciones durante la discusion matematica. José, en su primera intervencion,
sugiere el uso de la palabra “pinos”, dada en el contexto del problema, en lugar de
“abetos”. Luego Gabriel puntualiza el significado de “uno”, el de la punta, en la
intervencion de Jose. En diversos momentos Jose parafrasea parte de lo dicho por
Gabriel validando y ampliando la informacién dada por su compafiero. En sintesis,
Jose y Gabriel comparten la responsabilidad de elaborar y comunicar un discurso en
torno a una generalizacion algebraica construida previamente por consenso. La
comunicacion entre estos dos alumnos contribuye a conectar expresiones linguisticas
con diferentes grados de formalidad de una misma generalizacion matematica.

También se observa el efecto de Compartir en la comunicacion entre Irene y Oscar
en los Gltimos cuatro turnos del fragmento. Estos alumnos usan la estructura de pareja
en el grupo para reflexionar sobre su discurso en contraposicion al expuesto por
Gabriel y Jose. Aunque en la explicacion de las dos resoluciones se usa la lengua del
algebra, las heuristicas son diferentes (Radford, 2006). El discurso de Irene y Oscar se
basa en un razonamiento inductivo; mediante prueba y error proponen una regla de tres
comprobada en unos pocos casos particulares. En cambio, el discurso de Gabriel y
Jose sefiala lo general en lo particular; se identifican caracteristicas comunes en las
figuras dadas y se generaliza a las figuras que siguen en la secuencia. Irene y Oscar
sefialan la diferencia de los dos discursos y mas all& de apreciar la simplificacion
sintactica de la expresion simbdlica, valoran el discurso centrado en generalizar por
delante del inductivo construido por ellos. Esto supone una modificacion cualitativa
del discurso de Irene y Oscar en torno al significado de generalizar.

4.2 De la percepcion visual a la generalizacion algebraica mediante Iniciar,
Solicitar y Compartir

Este segundo fragmento corresponde a otro momento de la discusion en grupo
sobre la segunda cuestién del problema de la Figura 1. Cristina y Maria, comparieras
durante el tiempo en pareja, tuvieron dificultades para generalizar en la lengua del
algebra derivadas de la no identificacion de la variable independiente en el problema y
la falta de razonamiento funcional. El fragmento se inicia cuando Cristina explica una
generalizacion visual basada en una estrategia de conteo para el nUmero de pinos que
depende de la percepcidon visual y no contempla la relacion funcional entre variables.
Gabriel e Irene exponen la imposibilidad de saber el nimero de pinos sin ver el dibujo,
a lo que Cristina sefiala que las resoluciones expuestas por estos alumnos no tenian
esta problematica. Entonces Irene identifica la variable independiente en el contexto
del problema y su simbolizacion, clave para representar en la lengua del &lgebra la
resolucién de Cristina. Jose respalda a Irene y comunica la expresion algebraica 2n,
que representa el nimero de pinos menos uno de un lado del cuadrado en su
resolucion, expuesta con anterioridad. Aunque Jose no explica el significado de 2n en
el contexto del problema, Maria generaliza algebraicamente la estrategia de conteo
expuesta por Cristina. El fragmento acaba con una conversacién donde Cristina y
Maria sefialan la no identificacion de la variable como el origen de las dificultades
para generalizar en la lengua del algebra durante el trabajo en pareja.

Cristina Tu lo que haces es, de cada lado cuentas el nimero de pinos que hay con las
dos puntas, entonces lo multiplicas por cuatro y luego tienes que restar cuatro
porque las puntas las has contado dos veces. Pero no sé escribirlo.

Oscar  ¢En plan férmula?
Cristina  Si
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Gabriel  Pero el nimero de lados, o sea el nimero de pinos no lo puedes saber, ¢no?
Irene Claro, ¢,cémo puedes saber el nimero de pinos si no lo tienes dibujado?
Cristina  Pero, vosotros lo habéis sabido, ¢no?

Irene Es verdad con las filas, la ene.

Jose Claro con las filas, es dos ene.

Maria  Entonces seria dos ene... no, dos ene mas uno, lo multiplicamos todo por
cuatro y luego le restamos los cuatro vértices.

Cristina Y eso es el numero de pinos, ¢no? Es que no sabiamos hacerlo, no
encontrabamos la relacion que cumpliera, hemos ido probando, pero no la
hemos encontrado.

Maria  Porque esto era el numero de filas, no de naranjos... [No lo hemos hecho con el
ndmero de filas!

Cristina  Claro, por eso no encontrabamos que los 11 eran los dos ene més uno.

Los codigos de interaccion son Iniciar, Solicitar y Compartir. Iniciar se observa
cuando Cristina introduce su aproximacién al principio del fragmento y centra la
conversacion posterior en la representacion de su resolucion en la lengua del algebra.
Solicitar es una accion clave y repetida que hace referencia a la demanda de
aclaraciones o de ayuda respecto a un razonamiento matematico expuesto. Por un lado,
Cristina solicita ayuda implicitamente dos veces, cuando afirma no saber escribir su
resolucion y tras las peticiones de clarificacion de Gabriel e Irene. Por otro lado,
Gabriel e Irene solicitan clarificaciones que llevan a conectar la dependencia visual de
la estrategia de conteo con la falta de referencias a la variable independiente en el
contexto. Asi se observa el impacto de Iniciar y Solicitar en la identificacion de la
variable que permite acceder a la generalizacion en la lengua del algebra y al
pensamiento funcional. Al final del fragmento, se observa Compartir en la
comunicacion entre Cristina y Maria. Como en el ejemplo anterior, la estructura de
pareja se usa para reflexionar sobre el discurso construido durante el trabajo en pareja.
El discurso inicial de Cristina sefiala lo general en lo particular; asi, se puede decir que
es un discurso sobre generalizar en el aula de matematicas, pero no sobre generalizar
algebraicamente. El desarrollo del pensamiento algebraico a través de practicas de
generalizacion de patrones implica la representacion del caso general mediante la
lengua del algebra (Kieran, 1989) para posteriormente poder tratar la expresion
simbolica como un objeto estructural y no solo como un proceso (Sfard, 1991). Este
paso no es trivial e implica identificar y representar simbdlicamente las variables y
pensar en la generalizacién algebraica como una relacion funcional (Sorales & Kieran,
2013). La modificacion del discurso de Cristina y Maria recae en el uso de la lengua
del algebra y en el reconocimiento de las dificultades en la generalizacién algebraica.

4.3 De la intuicion visual a la comparacién algebraica mediante Iniciar,
Rechazar y Compartir

En el fragmento que sigue, los alumnos discuten sobre la tercera cuestion del
problema. Durante el trabajo en pareja, Cristina y Maria no llegaron a un consenso y
sus razonamientos se basaron en percepciones de los dibujos del enunciado. Irene y
Oscar resolvieron la cuestion mediante prueba y error, substituyendo nimeros en las
dos generalizaciones algebraicas realizadas y comparando los resultados obtenidos.
Gabriel y Jose plantearon una inecuacion de segundo grado para comparar las dos
generalizaciones algebraicas y la resolvieron.
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Maria La dltima no la he podido hacer bien, pero creo que no puede ser. Parece que hay
mas por fuera.

Cristina Yo creo que si porque si lo haces muy grande tendras mas en el medio que pinos.

Irene Si, si que es posible... porque utilizando la formula de ocho ene y la de ene al
cuadrad o, llega un momento en el que cuando tienes ocho filas igualas el nimero
de pinos y el de naranjos y una vez lo pasas hay mas naranjos que pinos.

Gabriel  No, porque nueve al cuadrado que seria el nimero de naranjos no es mas grande
que ocho por nueve.

Jose Nueve por nueve si que es mas grande que ocho por nueve.
Irene Si, que es mas grande.
Gabriel Lo tenemos equivocado. No entiendo, si hemos hecho una inecuacion.

Jose jAh! Es verdad, no, pues si. Nosotros hemos hecho esto, pero al revés o sea que
hemos dicho que no, pero es que si.

Gabriel  ¢Qué ha pasado?
Jose [Ininteligible] revés. Lo estoy cambiando en todas.

Gabriel  La hemos liado. Teniamos que haber probado uno ni que sea.

Al inicio de este fragmento Maria y Cristina dan razonamientos visuales como
respuesta a la cuestion del problema basandose en la percepcion de los dibujos del
problema. Irene compara numéricamente dos generalizaciones algebraicas validadas
anteriormente en el grupo para el nimero de pinos y de naranjos. Tras mostrar la
igualdad numérica para el caso particular n = 8, afirma que el nimero de naranjos sera
mayor que el de pinos cuando haya méas de ocho filas. A partir de la comparacion
numérica para n = 9, Gabriel y Jose advierten que han escrito al revés el signo de la
desigualdad en la inecuacion que habian resuelto durante el trabajo en pareja. El
fragmento acaba con Jose introduciendo correcciones en la resolucion escrita.

Los codigos de interaccion del fragmento son Iniciar y Rechazar y Compartir. En
esta ocasion es Maria quien inicia la discusion introduciendo una respuesta que se basa
en una intuiciéon visual. Rechazar es una accion repetida en este fragmento.
Primeramente, Cristina e Irene rechazan lo expuesto por Maria, pero mientras Cristina
basa su refutacion en la percepcion visual, Irene expone y compara, mediante un caso
particular, las dos generalizaciones algebraicas acordadas con anterioridad. Sigue con
Gabriel rebatiendo la igualdad numérica que sustenta la conclusién de Irene. Entonces,
las acciones de José e Irene, que rechazan lo dicho por Gabriel, ponen de manifiesto
errores en la resolucion construida por Gabriel y Jose. En este punto se observa
Compartir en la conversacion casi inaudible para el resto que inician estos dos
alumnos, donde revisan y corrigen su resolucion.

En el fragmento coexisten dos discursos con diferentes grados de formalidad. Por
un lado, el discurso de Maria y Cristina carece de argumentos propios de la
matematica escolar y se basa en percepciones visuales. Por el otro, el discurso de
Irene, Gabriel y Jose, mas alld de utilizar la lengua del &lgebra, considera las
expresiones simbodlicas como objetos algebraicos comparables donde las letras tienen
un significado en el contexto del problema y representan variables, por lo que pueden
ser substituidas por elementos concretos. Cabe mencionar que la expresion linglistica
utilizada por Irene para expresar el patron del nimero de pinos, ocho ene, fue
introducida por otro alumno en la discusion en grupo (ver primer ejemplo de esta
seccién) y no es la que originalmente utiliz6 para resolver la cuestion del problema.
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Los discursos de Irene y, Gabriel y Jose vuelven a diferir en lo heuristico, mientras el
primero estd basado en una estrategia de prueba y error como método de resolucién de
una inecuacion, el segundo estd basado en reglas de transformacion sintactica de
desigualdades algebraicas. En este caso se produce una extension del discurso de
Gabriel y Jose que integra la substitucion numérica como mecanismo de
autorregulacion para comprobar, mediante casos particulares conocidos, resultados que
provienen de operar expresiones simbolicas.

5. Discusion y consideraciones finales

En este articulo he examinado cambios en el discurso matematico junto con
formas de interaccion de alumnos en procesos de generalizacion mediante la lengua
del algebra. Las discusiones en los segmentos documentados son productivas en
cuanto al uso y la comprension de la lengua del algebra en la interaccion en grupo. Asi,
el aprendizaje del algebra mediante la resolucion de problemas de generalizacion y la
dindmica colaborativa de trabajo en clase configuraron oportunidades de hablar,
producir y modificar la lengua del &lgebra con implicaciones para los discursos
matematicos de los alumnos. En conjunto, los tres segmentos mostrados aluden a la
tension entre la formalidad de la lengua usada y los discursos matematicos construidos.
En el primer segmento, el uso de la lengua del algebra para expresar el caso general de
un patron no implica la produccién de un discurso sobre generalizar donde se vea lo
general en lo particular. En el segundo y tercer ejemplos, no expresar el caso general
en la lengua del algebra obstaculiza el acceso a discursos conceptualmente avanzados
sobre generalizar. La formalidad de la lengua no parece pues garantia de comprension
pero unos ciertos usos si parecen facilitar el desarrollo de discursos matematicos.

Desde mi posicion tedrica, era esperable que la coexistencia de discursos con
distintos grados de formalidad tuviera un efecto en el aprendizaje del algebra. Entrar
en contacto con discursos formales es condicion para acceder al aprendizaje de las
matematicas (Sfard, 2008, 2012). En la confrontacion de discursos, los alumnos
cambian la forma de hablar de objetos y procesos matematicos al familiarizarse con
discursos mas formales producidos mayormente por el profesor. Tradicionalmente se
ha considerado que el aprendizaje matematico sigue una direccion ascendente hacia la
formalidad en los discursos orales y escritos (Pimm, 1990). Un ejemplo seria el
segundo segmento mostrado, donde se llega a un discurso sobre generalizar en la
lengua del algebra a partir del desarrollo de un discurso aritmético. Sin embargo, mas
que substituir unos discursos por otros, el aprendizaje se produce en la articulacion de
discursos existentes en torno a un mismo objeto matematico. Un discurso de prueba y
error como procedimiento de resolucion de inecuaciones puede completar y ampliar un
discurso basado en reglas formales de transformacién sintactica.

Los resultados ponen de relieve formas de interaccion que se repiten en la
discusion entre alumnos, cuyo contenido matematico subyacente incide en el
desarrollo de la lengua del éalgebra durante la resolucion de problemas de
generalizacion. Inicialmente se explord el impacto de la combinacion de dos formas de
interaccién en el desarrollo de la lengua de las matematicas (ver detalles en Chico &
Planas, 2018). Esto supuso analizar secuencias de informacion de forma aislada que,
aunque informan sobre avances en la lengua de las matematicas, conllevan una vision
limitada de los procesos sociales involucrados en la construccién colectiva de
discursos matematicos en clase. La ampliacion del analisis a discusiones completas en
torno a una misma generalizacion pone de relieve que los cambios en los discursos de
alumnos estan influenciados por una combinacién mas compleja de formas de

42 AIEM, nimero 14, noviembre de 2018



J. Chico

interaccién. En los segmentos mostrados se observa que algunas formas de interaccion
aparecen reiteradamente en combinacion con otras en un mismo episodio. Estas
estructuras mas complejas de interaccion son recurrentes en los datos y representan
situaciones similares desde el punto de vista de como se producen discursos colectivos
en el aula, aunque pueden diferir en el impacto en la lengua del algebra. Hay
segmentos en los que la combinacion Iniciar y Compartir influye en la determinacion
del rango de una variable en una generalizacion algebraica (Chico & Planas, 2018)
que, como en el primer segmento, alude al discurso producido en el trabajo en pareja.

De acuerdo con mi analisis, en los tres segmentos mostrados aparece el cédigo
Compartir en combinacion con otros; con esto se refleja la frecuencia y relevancia de
esta interaccién basada en los esfuerzos conjuntos durante el trabajo en pareja e
influenciada por el disefio de la intervencion didactica. En los datos se aprecia como se
presta una mayor atencién a la idoneidad de las explicaciones del compafiero durante
el trabajo en pareja en comparacion con las de otros alumnos. Asi la estructura de
pareja se mantiene en el grupo consolidando una interaccion que tiene una doble
influencia en el discurso. Por un lado, los miembros de una pareja “se comunican entre
ellos para comunicar” (Planas, Arnal-Bailera & Garcia-Honrado, 2018, p. 46) al resto
del grupo, es decir, comparten la responsabilidad de construir un discurso adecuado y
comprensible en torno a una resolucién que conlleva modificaciones en la lengua del
algebra en particular y de las matematicas en general (ver Jose y Gabriel en el primer
ejemplo). Por otro lado, los alumnos se comunican entre ellos para reflexionar sobre el
discurso producido conjuntamente durante el tiempo en pareja en contraste con otros
discursos presentes en la discusion. Esto conlleva modificaciones hacia un discurso
matematico escolar mas formal desde el punto de vista del contenido matematico -de
qué se habla- y de la cultura de aula -cdmo se habla, se hace y se representa ese
contenido en el aula-. Aungue estas conversaciones tienen un caracter privado y estan
claramente direccionadas a un interlocutor especifico, se producen de forma publica
constituyendo asi una aportacion a todo el grupo (Krummheuer, 2011).

Acabo mencionando la cultura del aula como factor en la interaccion En algunas
culturas de aula, la explicacién de una resolucién por parte de una alumna no implica
su revision o ampliacion por parte de otros alumnos ya que estas acciones se esperan
del profesor. La repeticion de esta situacion en los datos informa sobre las normas que
regulan la actividad matematica y social en el aula y, particularmente, en la discusion
en grupo. Las normas sociomatematicas se establecen conjuntamente por profesor y
alumnos y delimitan los modos de hacer y de hablar matematicas que se consideran
adecuados en un aula (Yackel & Cobb, 1996). Tales normas suelen no ser explicitas en
la comunicacion en clase y se constituyen de manera técita a lo largo de la actividad.
Siguiendo las recomendaciones de Cobb, Yackel y Wood (1995), para las discusiones
en grupo se explicitaron normas del tipo: explicar y justificar soluciones producidas
durante el trabajo en pareja, escuchar y dar sentido a explicaciones de los comparieros
preguntando dudas, manifestar dificultades en la comprension de un razonamiento
expuesto, indicar acuerdo o desacuerdo con lo mateméaticamente explicado, atender las
demandas relativas a las aproximaciones presentadas y solucionar situaciones con
conflicto entre interpretaciones, cuestionando y valorando alternativas. Estas normas
pueden fomentar interacciones productivas con efectos sobre la lengua de las
matematicas, que en conjunto conllevan cambios en los discursos de los alumnos. Se
han podido crear y comunicar otras normas durante el trabajo en grupo con efecto en la
forma de interactuar. Aungue en la interpretacion de datos se ha tenido en cuenta la
cultura del aula, falta profundizar en la influencia de la comunicacion no explicita de

AIEM, nimero 14, noviembre de 2018 43



Impacto de la interaccion en grupo en la produccién de la lengua del algebra en clase de matematicas

normas en las formas de participacion de los estudiantes en la discusién en grupo y en
la produccion de discursos matematicos. El estudio de la complejidad de la interaccion
en grupo y la construccion colectiva de discursos matematicos debe considerar la
influencia de la comunicacion de las normas del aula y de la discusién en grupo.
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Impact of group interaction on the production of algebraic
language in mathematics classroom

Judit Chico, Universitat Autbnoma de Barcelona

My research with lesson data in a mathematics classroom of Barcelona (Chico,
2014) draws on a sociocultural understanding of learning through talk to examine
language use in situations of development of mathematical discourses. | take the
tradition of symbolic interactionism to see social interaction as a recursive process
where individual actions relate to the interpretation of and response to broader systems
of actions taking place in a particular social context and time. Following Sfard (2008),
mathematical learning emerges through the practice of specific forms of discourse
while learners participate in activity. Accordingly, the collective construction of
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mathematical language and discourse in the classroom articulates individual actions of
learners who deal with opportunities to recognise, use and construct meaning. From
this theoretical perspective, it is fundamental the study of social interaction in the
midst of processes of collaboration, negotiation and construction of shared meaning in
the mathematical classroom. This is why in the reported research, I document and
examine classroom conversations among learners and attempt to identify forms of
interaction as well as their potential impact on the production of algebraic languages
and, more generally, mathematical discourses. Qualitative methods of constant
comparison were applied to group discussions for the resolution of five generalization
problems involving students aged 15 and 16. In this paper, | report part of the analysis
for three segments of discussions in one of the lessons. The aim is to illustrate how the
combination of certain forms of interaction has an influence on the use and progress of
the language of mathematics. The results highlight the mediator effect of interaction
and changes in discourse regarding algebraic thinking and generalization processes.
The prevalence of the pair structure in the group discussions is of outmost relevance
for the production of an algebraic language and mathematical discourses leading to
generalization. | end with reflections about the culture of the classroom and its
importance for the understanding of the social processes involved in the collective
construction of mathematical discourses and languages in the classroom.
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