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Resumen

El disefio curricular de un contenido matematico en los diversos niveles educativos requiere
considerar la diversidad de significados y su articulacion progresiva, atendiendo a los grados de
generalidad y formalizacion. En este trabajo se analizan los diversos significados de la proporcionalidad
aplicando herramientas tedricas del Enfoque Ontosemidético. En particular, tratamos la interpretacion del
significado en términos de sistemas de practicas operativas y discursivas relativas a la resolucion de tipos
de problemas y el modelo de niveles de algebrizacion de la actividad matemética. De acuerdo con
investigaciones previas se identifican tipos de situaciones-problemas y configuraciones de précticas,
objetos y procesos que permiten identificar significados parciales (intuitivo, aritmético, protoalgebraicoy
algebraico) que deben ser tenidos en cuenta en la planificacion y gestion de los procesos de ensefianza y
aprendizaje de la proporcionalidad en educacion primaria y secundaria.

Palabras clave. Proporcionalidad; significados pragmaticos; configuracién ontosemiotica; disefio
curricular; niveles de algebrizacion.

Ontosemiotic reference model of proportionality: Implications for curricular design in primary
and secondary education

Abstract

The curricular design of a mathematical content at the different educational levels requires
considering the diversity of meanings and their progressive articulation, by attending to the degrees of
generality and formalization. In this paper, we analyze the different meanings of proportionality, by
applying the Ontosemiotic Approach theoretical tools. In particular, we undertake the interpretation of
meaning in terms of systems of operative and discursive practices related to the resolution of problem types
and the model of mathematical activity algebrization levels. Drawing on prior research, we identify types
of situations-problems and configurations of practices, objects and processes, in order to identify partial
meanings (intuitive, arithmetic, proto-algebraic and algebraic) that must be taken into account in planning
and managing teaching and learning processes of proportionality in primary and secondary education.

Keywords. Proportionality; pragmatic meanings; ontosemiotic configuration; curriculum design;
algebrization levels.

1. Introduccién

El estudio de las razones, proporciones y proporcionalidad es un tema importante en
el curriculo escolar que se inicia en educacion primaria y continda en secundaria, siendo
transversal a diferentes materias (Wilhelmi, 2017). Esta presencia longitudinal y
transversal de la proporcionalidad justifica la gran cantidad de investigaciones que se han
realizado sobre los problemas que plantea su ensefianza y aprendizaje (Cramer & Post,
1993; Lamon, 2007, 2012; Obando, Vasco & Arboleda, 2014; Tourniaire & Pulos, 1985).
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Desde el enfoque cognitivo de investigacién en didactica de la matematica son
multiples las investigaciones que han abordado el problema de la ensefianza y del
aprendizaje de la proporcionalidad. Tournaire y Pulos (1985), Ferndndez y Llinares
(2012) y Silvestre y Ponte (2011), entre otros, han analizado las caracteristicas del
desarrollo del razonamiento proporcional, mostrando las dificultades que encuentran los
estudiantes de distintos niveles educativos al afrontar situaciones de proporcionalidad. En
particular, los resultados de estos trabajos muestran que el logro en las tareas de
proporcionalidad depende de diversos factores: la relacion entre los nimeros implicados,
el uso de razones enteras y no enteras, las unidades de las magnitudes involucradas en la
situacion, la manera en que se formula la tarea, la familiaridad con el contenido, etc.

En cuanto a la instruccion, se propone anticipar una aproximacion informal al
concepto de razon y proporcion previa a su formalizacion y algoritmizacion, defendiendo
una secuencia didactica que permita avanzar desde un conocimiento de naturaleza
intuitiva y cualitativa, de estructura aditiva, hacia uno cuantitativo de estructura
multiplicativa (Streefland, 1985; Behr, Harel, Post & Lesh 1992; Cramer & Post, 1993).

En cuanto al conocimiento matematico institucionalizado, la proporcionalidad ha sido
estudiada desde tres puntos de vista: el aritmético, centrado en la nocion de razon y
proporcion; el algebraico, centrado en la nocion de funcidn; y el geométrico, centrado en
la nocion de semejanza. El enfoque aritmético del estudio de la proporcionalidad
predomina en la mayoria de propuestas curriculares e investigaciones (Ben-Chaim, Keret
& llany, 2012; Lamon, 2007). Se suele asumir que una razon es una comparacion
multiplicativa entre cantidades de una magnitud o entre dos magnitudes, que la
proporcién es una igualdad de dos razones y la proporcionalidad de magnitudes es una
funcion lineal entre las cantidades de dichas magnitudes. Se acepta que estas definiciones
captan la esencia de los conceptos y, de ahi, el problema de su ensefianza consiste en
hacer que los estudiantes comprendan estas conceptualizaciones y sus aplicaciones.

En el marco de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD, Chevallard, 1992),
razén, proporcion y proporcionalidad se comprenden en términos de organizaciones
matematicas complejas determinadas por tipos de situaciones, practicas matematicas,
técnicas, tecnologias y teorias, estructuradas alrededor de praxeologias institucionales
(Bolea, Bosch & Gascon, 2001; Bosch, 1994; Garcia, 2005). Garcia (2005) asume el
modelo epistemoldgico sobre la proporcionalidad iniciado en los trabajos de Bolea et al.
(2001) y Bolea (2002) a partir del hipotético proceso de algebrizacion de los sistemas
proporcionales, ampliando el campo de estudio a un conjunto de relaciones entre
magnitudes, entre las que la relacion de proporcionalidad es una relacion mas.

Comin (2000) propone un modelo en el que organiza los conocimientos de la
proporcionalidad en tres marcos: el de las magnitudes, el de las medidas de magnitud y
el de las variables numéricas, analizando desde el punto de vista epistémico, los objetos
que constituyen el entorno de la proporcionalidad (magnitudes, cantidades, razones,
proporciones). Asi, asume la funcion lineal como una abstraccion que resume y refleja la
relacion de proporcionalidad entre magnitudes, mostrando la estrecha relacion entre las
nociones de variable, funcién y namero.

Aunque la perspectiva epistémica sobre la proporcionalidad en los trabajos de Bosch
(1994), Comin (2000) y Garcia (2005) amplia la vision aritmetica usualmente
implementada en los curriculos, diversas teorias didacticas estan proponiendo una vision
més compleja sobre los significados de cualquier objeto matematico, esto es, una vision
epistemologica de las matematicas mas rica (Steinbring, 1997; Gomez, 2007). Tal es el
caso del Enfoque ontosemidtico (EOS) del conocimiento y la instruccion matematicos
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(Godino & Batanero, 1994; Godino, Batanero & Font, 2007), que entiende las
matematicas como una actividad de las personas implicadas en la solucidn de cierta clase
de situaciones - problemas, e interpreta el significado institucional y personal de los
objetos matematicos en términos de los sistemas de practicas operativas y discursivas que
se ponen en juego en la solucidn de dichas situaciones.

En este trabajo se aborda el problema de caracterizar los diversos significados de la
proporcionalidad y su articulacion en una trama estructurada en base a los diversos grados
de generalidad y formalizacion que se ponen en juego. Como se indica en Godino,
Beltran-Pellicer, Burgos y Giacomone (2017), el universo de significados de la
proporcionalidad se puede clasificar segun criterios, en particular, el contexto o campo
de aplicacion y el nivel de algebrizacion de las practicas matematicas realizadas. Algunos
contextos de aplicacion de las nociones de razon y proporcién (vida cotidiana, cientifico-
técnico, artistico, geomeétrico, probabilistico, estadistico, etc.) conllevan la participacion
de objetos y procesos especificos de dichos campos en las practicas de resolucion de los
problemas correspondientes, como revelan las maltiples investigaciones realizadas sobre
la naturaleza y desarrollo del razonamiento proporcional (Freudenthal, 1983; Lamon,
2007; Tourniaire & Pulos, 1985). En consecuencia, se pueden delimitar variantes de
significados propios de algunos campos de aplicaciéon de la proporcionalidad
(geométrico, probabilistico, etc.). En este trabajo proponemos un modelo para categorizar
los significados de la proporcionalidad segun el nivel de algebrizacion de las practicas
matematicas, esto es, segun el grado de generalidad de los objetos implicados, de los
lenguajes usados y del calculo analitico que se realiza con dichos objetos.

Tras esta introduccidn se describen problema, marco teérico y método. Los estudios
sobre proporcionalidad que hemos mencionado seran tenidos en cuenta en la elaboracion
de los diversos significados parciales que se describen en la seccion 3. En la seccion 4 se
elabora una sintesis de los significados, estructurados segun los niveles de algebrizacion
implicados y su distribucion en las etapas educativas, comenzando en educacion primaria
y terminando en bachillerato y primeros cursos de universidad. Finalmente se incluyen
implicaciones del trabajo para el desarrollo curricular y la formacion de profesores.

2. Problema, marco tedrico y método

El analisis global de los procesos de instruccion matematica no se puede realizar
descontextualizado por ser consustancial a la institucion y al tiempo (Wilhelmi, 2017). Se
necesita describir un significado global u holosignificado (Wilhelmi, Godino & Lacasta,
2007) que oriente el desarrollo del curriculo y articule significados parciales adquiridos.
En consecuencia, las cuestiones que abordamos en este trabajo sobre la proporcionalidad
son las siguientes: i) ¢ Qué significados se pueden identificar para la proporcionalidad? ii)
¢Coémo se distinguen tales significados segun grado de generalidad y formalizacion? iii)
¢Cdémo se relacionan y articulan entre si los diversos significados? iv) ¢En qué etapa
educativa y de que forma se puede abordar su estudio?

Para responder a estas cuestiones es necesario adoptar una teoria sobre el significado
de los objetos matematicos que asuma como postulado su relatividad institucional y
contextual y que permita, ademas, indagar las caracteristicas de los mismos. En nuestro
caso consideramos que la nocién de significado institucional que propone el EOS,
entendido en términos pragmaticos como “‘sistemas de practicas operativas y discursivas”
permite abordar las cuestiones mencionadas de manera eficaz.

El presente estudio de los significados de la proporcionalidad amplia Godino et al.
(2017) y complementa otros trabajos en el marco del EOS sobre caracterizacion de
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significados institucionales (Batanero, 2005; Wilhelmi et al.,, 2007; Godino, Font,
Wilhelmi & Lurduy, 2011; Pino-Fan, Godino & Font, 2011), al proponer una articulacion
entre los diversos significados segun nivel de algebrizacion de las practicas matematicas.

2.1. Significado pragmatico y configuracion ontosemiética

Dos nociones clave del EOS son las de significado y configuracion ontosemiotica de
practicas, objetos y procesos. Se considera practica matematica a “toda actuacion o
expresion (verbal, gréafica, etc.) realizada por alguien para resolver problemas
matematicos, comunicar a otros la solucion obtenida, validarla o generalizarla a distintos
contextos y problemas” (Godino & Batanero, 1994, p. 334). Dado que un objeto
matematico, en su version institucional se concibe como un “emergente del sistema de
practicas sociales asociadas a un campo de problemas” (p. 335), el significado de un
objeto queda determinado por el “sistema de practicas institucionales asociadas al campo
de problemas de las que emerge el objeto en un momento dado” (p. 338).

Identificado un significado para un objeto matematico, se tiene un tipo de situacion-
problema, que se puede concretar en un ejemplar prototipico y la secuencia de practicas
necesarias para resolverlo. El reconocimiento de la trama de objetos interrelacionados que
interviene en dichas practicas es necesario para gestionar los procesos de estudio
matematicos y tomar conciencia de la complejidad ontosemiética de la actividad
matematica como un factor explicativo de las dificultades en dichos procesos.

Para realizar el analisis de las practicas matematicas, el EOS ha introducido la nocién
de configuracion ontosemidtica de practicas, objetos y procesos, en la que los tipos de
objetos segun su naturaleza y funcién son clasificados en las siguientes categorias:

— Lenguajes (términos, expresiones, notaciones, graficos) en sus diversos
registros (escrito, oral, gestual, etc.).

— Situaciones-problemas (aplicaciones extra-matematicas, ejercicios).

— Conceptos (introducidos mediante definiciones o descripciones).

— Proposiciones (enunciados sobre conceptos).

— Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de célculo).

— Argumentos (enunciados para justificar las proposiciones y procedimientos
deductivos o de otro tipo).

Los objetos matematicos que intervienen y emergen de los sistemas de practicas
matematicas se relacionan entre si. Asi, las situaciones-problemas son la razon de ser de
la actividad matematica; el lenguaje constituye el instrumento de trabajo matematico y
representa las demas entidades; los argumentos fundamentan los procedimientos y las
proposiciones que relacionan los conceptos matematicos entre si.

2.2 Niveles de algebrizacién

En Godino, Aké, Gonzato y Wilhelmi (2014) se propone un modelo de razonamiento
algebraico para la Educacion Primaria basado en la distincion de tres niveles de
algebrizacién. Los criterios para delimitar los niveles estan basados en el tipo de objetos
y procesos matematicos implicados en la actividad matemaética: representaciones usadas,
procesos de generalizacion implicados (de los que emergen objetos generales o
intensivos, en estrecha relacion con los objetos particulares o extensivos) y calculo
analitico que se pone en juego en la actividad matemaética correspondiente:

— Nivel 0. Se opera con objetos intensivos de primer grado de generalidad, usando
lenguajes natural, numérico, iconico, gestual.
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— Nivel 1. Involucra objetos intensivos de segundo grado de generalidad, propiedades
de la estructura algebraica de N y la igualdad como equivalencia.

— Nivel 2. Se usan representaciones simbdlico- literales para referir a objetos intensivos
reconocidos ligados a la informacion espacial, temporal y contextual; se resuelven
ecuaciones de la forma Ax + B =C.

— Nivel 3. Los simbolos se emplean de manera analitica, sin referir a la informacion
contextual. Se realizan operaciones con indeterminadas o variables; se resuelven
ecuaciones de la forma Ax + B =Cx+D.

En Godino, Neto, Wilhelmi, Aké, Etchegaray y Lasa (2015) se extiende el modelo de
algebrizacion a la actividad matematica propia de Educacién Secundaria y Bachillerato,
describiendo tres niveles adicionales para esta etapa. El uso y tratamiento de parametros
es un criterio para definir niveles superiores de algebrizacion, al estar vinculado a la
presencia de familias de ecuaciones y funciones, y por tanto, implica nuevos niveles de
generalidad. El lenguaje empleado en estos niveles es simbdlico-literal; los simbolos se
usan de forma analitica, sin referir a informacion contextual.

— Nivel 4. Primer encuentro con parametros para expresar familias de ecuaciones y
funciones. Se opera con coeficientes variables pero no con parametros.

— Nivel 5. Tratamiento de parametros. Se realizan calculos analiticos (sintacticos) en
los que intervienen uno 0 mas parametros, conjuntamente con otras variables.

— Nivel 6. Introduccion de algunas estructuras algebraicas (como la de espacio
vectorial, 0 grupo) y el estudio del algebra de funciones.

2.3. Método

En Godino (2002) se desarrolla una técnica para el analisis ontosemidtico de los
significados puestos en juego en un proceso de instruccion implementado, o planificado
en una leccion de un libro de texto. Se procede a identificar la trama de objetos y funciones
semidticas que se establecen en las practicas operativas y discursivas elementales
correspondientes. En este caso se trata de un andlisis con un fuerte caracter microscopico.

Para la caracterizacion de los significados institucionales que sirvan de referencia
global para el disefio curricular es necesario adoptar un punto de vista macroscopico,
teniendo en cuenta las investigaciones sobre el tema. En este andlisis ontosemidtico se
comienza con la seleccion de las situaciones-problemas y distintas maneras de abordar su
resolucion, en las cuales interviene el objeto bajo estudio de manera critica. En las
practicas operativas y discursivas que se deben realizar para resolver tales problemas
intervienen, ademas, otros objetos linglisticos, conceptuales, procedimentales,
proposicionales y argumentativos que ponen en juego diferentes grados de generalidad y
formalizacién, permitiendo definir significados parciales del objeto y establecer
relaciones jerarquicas entre ellos en funcion de su complejidad e interdependencia.

3. Analisis y resultados: Significados parciales de la proporcionalidad

En Godino et al. (2017) se distinguen tres tipos de significados de la proporcionalidad:
aritmético, protoalgebraico y algebraico-funcional, que ademas se complementan con un
significado informal-cualitativo, a partir de la aplicacion de los niveles de algebrizacion
(seccion 2.2.) a los sistemas de practicas ligados a tareas relativas a proporcionalidad. En
esta seccion ampliamos dicho modelo conectando los niveles descritos con los propios de
niveles educativos superiores. Para cada significado proponemos situaciones-problemas
caracteristicas e identificamos los objetos implicados en la resolucion.
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3.1. Significado intuitivo-cualitativo

Un razonamiento de tipo intuitivo, basado en la comparacion perceptiva para
determinar la semejanza de figuras o formas planas, supone un primer acercamiento a las
relaciones de proporcionalidad en el contexto geométrico (Fiol & Fortuny, 1990). Un
ejemplo de tarea (Figura 1) conduce a los estudiantes a reconocer perceptivamente las
relaciones proporcionales entre formas de figuras dibujadas a escala sin considerar las
relaciones de tipo cuantitativo entre las razones de segmentos (Ruiz & Lupiafiez, 2009).

¢Cuales de las siguientes figuras son semejantes?

B I

Figura 1. Ejemplo de tarea de semejanza de figuras

Argumentos de tipo cualitativo, que recaen en la comparacion o andlisis de las relaciones
multiplicativas entre nimeros particulares, son el primer paso para distinguir si estamos
ante una situacion de proporcionalidad y si ésta es directa o inversa. Los tipos de problema
abordables con razonamiento pre-proporcional e informal son los que involucran
comparacion de razones (Behr et al., 1992). Este tipo de significado es el que se moviliza
en un problema como el siguiente (adaptado de Godino et al., 2017, p. 5):

Si Juan mezcla menos concentrado de limon con més azlcar que la que la que prepara su
amiga Maria, su limonada tendrd un gusto: (a) Mas fuerte; (b) Menos fuerte; (c)
Exactamente el mismo gusto.

El caracter informal del argumento refiere a admitir que existe una relacién entre las
magnitudes consideradas de la forma “mas concentrado de limén, méas azlcar”. El
significado intuitivo-cualitativo se apoya sobre el conocimiento y sentido de las
operaciones y la experiencia del individuo, suponiendo un conocimiento de la
proporcionalidad no institucionalizado como saber que le lleve a argumentar que menos
concentrado de limén con mas cantidad de azucar proporcionara un saber menos fuerte.

3.2. Significado aritmético

El significado aritmético se caracteriza por la aplicacion de procedimientos de célculo
aritméticos (multiplicacion, division). Este tipo de significado aparece en el siguiente
problema adaptado de Lamon (2007, p. 637).

Problema 1. Juan prepara una limonada utilizando 3 cucharadas de azlcar y 12 cucharadas
de concentrado de jugo de limén. Mientras Maria utiliza 5 cucharadas de azlcar y 20
cucharadas de concentrado de jugo de limon. ¢Cudl de las dos limonadas es més dulce, la
de Juan o la de Maria? ¢ O tienen el mismo gusto?

En una solucidn de tipo aritmético a esta tarea se procede como sigue:

Solucién (problema 1, nivel 0 de algebrizacion). Dado que tanto Juan como Maria usan el
cuédruple de cucharadas de concentrado de jugo de limoén que de cucharadas de azlcar, las
dos limonadas tienen el mismo gusto.

Esta justificacion se apoya en el conocimiento de las operaciones aritméticas
(multiplicacion y division de cantidades de magnitud) y se admite que ambas limonadas
tendran el mismo sabor si se mantiene la razon entre las cucharadas de azlcar y las
cucharadas de jugo de limon. En la solucién sélo intervienen valores numéricos de

6 AIEM, 18, 2020



M. Burgos y J.D. Godino

medidas y sus unidades, y se aplican operaciones aritméticas sobre dichos valores; por
tanto, segin Godino et al. (2014), la actividad matematica realizada se considera de nivel
0 de algebrizacidn, en tanto que no intervienen objetos y procesos algebraicos.

3.3. Del significado aritmético al protoalgebraico: Reduccion a la unidad

Una posible solucion al problema anterior de la limonada podria haber pasado por
determinar el nimero de cucharadas de concentrado de jugo de limon que usan tanto Juan
como Maria por cada cucharada de azlcar:

Solucién (problema 1, nivel 1 de algebrizacién). Como Juan emplea 12:3=4 cucharadas de
concentrado por cada cucharada de aztcar y Maria utiliza 20:5=4 cucharadas de concentrado
por cada cucharada de azlcar, resulta que, la razén de concentrado de limén por cucharada
de azucar es la misma en ambos casos, de modo que las dos limonadas estaran igual de dulce.

En una solucién como la anterior, intervienen los siguientes objetos:

- Conceptos: cantidades de magnitud, razén unitaria, igualdad de razones.

- Procedimientos: reduccion a la unidad.

- Proposiciones: las razones de concentrado de limdn por cucharada de azicar son
iguales.

- Argumentos: si las razones unitarias coinciden en las limonadas el sabor es el mismo.

En un problema de valor faltante, la técnica de reduccion a la unidad consiste en
determinar la razén unitaria para luego multiplicar por el factor dado y obtener el
resultado solicitado. El reconocimiento del valor unitario supone determinar una regla
general compatible con una secuencia finita de cantidades de magnitudes directamente
proporcionales, que permita generar los términos de la secuencia. Segun los criterios de
Godino et al. (2014), la actividad matematica se considera protoalgebraica de nivel 1.
Pensemos en la siguiente situacion-problema propia de Educacion Primaria:

Problema 2. Es el cumpleafios de Lucia y quiere Tarta de chocolate (4 personas)
hacer una tarta de chocolate. En la receta que ha -24 galletas -6 huevos
encontrado hay los ingredientes para 4 personas. -100 g mantequilla -300 g chocolate

a) ¢Qué cantidad de galletas necesita para 6
personas? ¢Podrias determinar la cantidad de  b) ¢Qué cantidad de huevos necesita
galletas para un nimero dado de comensales? para 6 personas?

Figura 2. Ejemplo de problema con significado protoalgebraico

Se asume que para elaborar una tarta con la misma receta, la cantidad de ingredientes
debe ser proporcional a la cantidad de personas. Si el niUmero de comensales aumenta,
aumentara la cantidad de cada ingrediente, y si se duplica, triplica, etc., el nimero de
comensales, se duplicard, triplicard, etc., la cantidad de cada ingrediente. Asi:

Comensales Galletas | Solucion (problema 2a, nivel 1 de algebrizacion). Si para 4
4 — 24 comensales se necesitan 24 galletas, por cada comensal, se necesitan
1 — 24/4=6 | 24:4=6 galletas. Para 6 comensales, necesitaremos 6x6=36 galletas,
6 — 6x6=36 | Y para un nimero dado, n, de comensales se debe multiplicar n por 6
n — 6xn (valor unitario) para determinar la cantidad necesaria de galletas.

El método de reduccion a la unidad puede ser inadecuado en situaciones en las cuales
las unidades no son fraccionables, llevando a un discurso poco claro o absurdo (Comin,
2000). Asi, determinar la cantidad de huevos para preparar la tarta para 6 comensales, por
medio de reduccion a la unidad puede ser confuso, dado que para un comensal seria
preciso 6/4=1,5 huevos. Alternativamente, se puede seguir un procedimiento aritmético:
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Comensales Huevos | Solucion (problema 2b, nivel O de algebrizacion). Si para 4
46 comensales necesito 6 huevos, para la mitad de comensales, es decir,
75 6:2=3 para 2 comensales, necesitare la mitad de huevos, esto es 3, y para

442=6 — 64+3=9 4+2=6 comensales, precisaré, 6+3=9 huevos.

3.4. Significado protoalgebraico: Proporciones, ecuacién proporcional y
secuencias de niumeros proporcionales

Si dos magnitudes A y B son directamente proporcionales, dos pares de valores
numéricos de medidas de las magnitudes, determinan fracciones equivalentes. En tal
caso, los productos cruzados de numeradores y denominadores seran iguales entre si.

Cantidades A a c a b
CantidadesB b d E:E:aXd:CXb >d=(cXb)+a

Una solucién basada en la multiplicacion en cruz de términos de las fracciones
equivalentes determinadas por valores de magnitudes directamente proporcionales
supone una actividad matematica de caracter protoalgebraico de nivel 1, en tanto aparecen
objetos intensivos de segundo grado de generalidad, propiedades de la estructura
algebraica de N y la igualdad como equivalencia. Tal seria el caso de la siguiente
secuencia de préacticas, para determinar el nimero de galletas y de huevos necesarios para
elaborar una tarta para 6 personas:

Solucién (problema 2, nivel 1 de algebrizacion). Como la cantidad de galletas y de huevos es
directamente proporcional a la cantidad de comensales, se tiene que:

Si para 4 comensales se necesitan 24 galletas, para 6 comensales, se necesitan (24x6) + 4=36
galletas // Si para 4 comensales se necesitan 6 huevos, para 6 comensales, se necesitan (6x6) +
4=9 huevos.

Los objetos que interviene en esta solucion serian los siguientes:

- Conceptos: magnitud, cantidad, proporcionalidad directa, fracciones equivalentes.

- Procedimientos: aritméticos (multiplicacion y division de términos en fracciones
equivalentes).

- Proposiciones: si dos fracciones son equivalentes, su producto cruzado coincide.

- Argumentos: si dos magnitudes son directamente proporcionales, dos pares de
valores numeéricos de medidas de las magnitudes determinan fracciones equivalentes

3.4.1. Ecuacién proporcional vy regla de tres

El significado protoalgebraico esta centrado en la aplicacion de las nociones de razon
y proporcion. Segun Freudenthal (1983), una razon es una funcion de un par ordenado
(antecedente y consecuente) de nimeros o de valores de una magnitud. El significado de
razon reside en la posibilidad de comparar dos razones, es decir, afirmar con sentido que
“aesac” (a:c) como “b esad” (b:d). ElI concepto de proporcidn se construye entonces
sobre el de razon. Una proporcion es una relacion de igualdad entre dos razones. Cuando
las razones se expresan como fracciones, la proporcion “a es a c como b es a d”, escrita
simbolicamente de la forma a:c :: b:d, aparece como igualdad de fracciones:

c d

Cualquier cambio de disposicion entre los cuatro nimeros que forman una proporcion
que no modifique los productos cruzados de los numeradores y denominadores entre si
dard lugar a una nueva igualdad de fracciones. Asi pues,
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a_ba_c¢

d b d
Esto es, la permutacion de los extremos o de los medios permite obtener una igualdad
de razones externas (sus elementos pertenecen a espacios de medida distintos) a partir de
la igualdad de razones internas (antecedente y consecuente comparten el mismo espacio

de medida) o inversamente.

En un problema de valor faltante, si a es a ¢ como b es a x, siendo a, b y ¢ nimeros
reales conocidos y x el valor faltante, se trata de determinar este valor. Con las razones
en forma de fraccion, la proporcion es manipulable como equivalencia de dos fracciones
mediante la propiedad del producto en cruz para resolver la ecuacion proporcional:

a b bc
—=—-=2ax=bc>x=—
c x a

La solucion de un problema de valor faltante basada en el uso de proporciones,
involucra una incégnita y el planteamiento de una ecuacion en la que la incdgnita esta
despejada en un miembro de la ecuacion que se establece mediante la proporcion. Por
tanto, segun el modelo de Godino et al. (2014), la actividad de algebrizacion que se realiza
es de nivel 2 (protoalgebraica).

La regla de tres no es mas que una variante diagramética de esta técnica que “oculta”
la intervencién de las razones y la proporcion, lo que conlleva un significado
“degenerado” de la proporcionalidad aritmética, esto es, reducido a la aplicacion de
rutinas algoritmicas sin justificacion pertinente. En este caso consiste en la ordenacién de
los datos, generalmente en forma de representacion tabular (también mediante flechas que
expresan las razones). Por simple disposicion de la tabla se infiere la ecuacién
proporcional, de la que se obtiene la cantidad buscada por manipulacion algoritmica.

En el ejemplo anterior, existe una correspondencia de proporcionalidad directa entre
las magnitudes “ntimero de personas” y “nimero de galletas”. Por tanto:

Solucién (problema 2a, nivel 2 de algebrizacion). La razon de cantidades que se

corresponden se mantiene constante, es decir, 4 personas:24 galletas :: 6 personas:x

galletas, donde x representa el valor de galletas para 6 personas. Establecida la
.y, . 4 6 -

proporcion entre los valores de las magnitudes, =Y teniendo en cuenta la

igualdad del producto en cruz de los términos en una proporcion, 4 X x = 24 X 6,

finalmente x = % = 36, por lo que se precisan 36 galletas para la receta.

En una solucién como la anterior, basada en el establecimiento de la ecuacién
proporcional, intervienen los siguientes objetos de indole algebraica:

- Conceptos: razén de cantidades de magnitudes, proporcion, incognita, ecuacion.

- Proposiciones: las razones de cantidades que se corresponden entre magnitudes
proporcionales son iguales.

- Procedimientos: despeje de la incognita en una ecuacion del tipo Ax = B.

- Argumentos: recaen en la relacion de proporcionalidad directa y en las propiedades
de razones y proporciones.

3.4.2. Secuencias de numeros proporcionales

Dos secuencias de numeros, que se corresponden uno a uno son proporcionales si las
razones de los nimeros correspondientes son iguales (equivalentemente existe un nimero
real fijo k, que permite escribir cada valor de la segunda serie como producto de k por los
valores de la primera serie). Asi pues, si entre dos magnitudes A y B existe una relacién
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de proporcionalidad directa, las secuencias de los valores de las cantidades de ambas
magnitudes determinan secuencias de nimeros proporcionales.

Las secuencias de numeros proporcionales, y su representacion mediante las
habituales tablas de proporcionalidad, establecen un puente entre el significado aritmético
0 protoalgebraico centrado en la idea de proporcion, y el propiamente algebraico centrado
en la funcién lineal. El uso de tablas de proporcionalidad (Tabla 1) permite al alumno
formular hipdtesis y extraer conclusiones sobre los valores, variaciones y relaciones
posibles entre los nimeros de la tabla. Por ejemplo, permite reconocer una propiedad
fundamental de las proporciones, a saber, que la suma de antecedentes dividida por la
suma de los consecuentes de una proporcion es igual a cualquiera de las razones de esa
proporcion, que a menudo se usa en problemas de repartos proporcionales. Asi mismo,
permite incorporar razones internas y externas, e introducir las propiedades de la funcion
lineal (caracter aditivo y homogéeneo) que consideraremos en la siguiente seccion.

Tabla 1. Tabla de proporcionalidad

Cantidadesde | a; (a2 | ...| & |...|& |... |&+& |... |@&|... |nxa
magnitud A
Cantidadesde | by | by | ... | b bj bi+bj be | ... nx by
magnitud B

3.5. Significado algebraico-funcional: La funcion lineal

Como afirman Comin (2000) y Bolea, Bosch y Gascdn (2001), en el paso del discurso
aritmético al discurso algebraico, la relacién de proporcionalidad entre magnitudes se
convierte en una relacion de proporcionalidad entre variables numéricas (desprovistas de
unidades y que representan valores de medidas de cantidades de magnitud). Asimismo,
la relacion de proporcionalidad en una tabla como la anterior se resume en una formula
estandarizada y=kx, donde k es el valor unitario o constante de proporcionalidad.

El significado propiamente algebraico se caracteriza por la aplicacion de la nocién de
funcidn lineal y de técnicas de resolucion basadas en las propiedades de dicha funcién. A
través de ella, la proporcionalidad se reconoce como una situacién en la que existe una
relacién funcional multiplicativa constante entre dos magnitudes que covarian.

Una funcion lineal es una funcion real de variable real f: R — R donde la relacion
queda definida por f(x) = kx, con k la constante de proporcionalidad (nimero real fijo).

Incluimos a continuacion las propiedades fundamentales de la funcién lineal. Estas
deben respaldar los argumentos empleados para justificar que una situacion-problema
dada es de proporcionalidad directa y asegurar la pertinencia de los procedimientos
utilizados en la resolucién de la misma.

A.Una funcion lineal f:R — Res homogenea, esto es, f(Ax) = Af(x), y aditiva,
f(xy + x5)=f(x1) + f(x;), para cualesquiera, X, x;,x, en el dominio de definicion de
fy A € R Estas propiedades caracterizan a una funcion real de variable real como lineal
y establecen las condiciones para definirla en estructuras algebraicas mas generales como
son las de espacios vectoriales.

B. Para una funcion f : R — R son equivalentes las afirmaciones siguientes:

i) f es mondtona y aditiva

ii) f es mondtona y N-lineal, esto es, f(nx) = nf(x), para todon € N y todo x
en el dominio de definicién de f
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iii) f es lineal
Las afirmaciones i) y ii) se relacionan con las formas intuitivas de enunciar la
proporcionalidad: “a mas...mas” o “a menos...menos” (monotonia), “si una magnitud se

duplica, triplica, etc. entonces la magnitud correspondiente también se duplica, triplica,
etc. (N-linealidad).

C. Siunafuncion f: R — R es N-lineal y continua, entonces f es lineal. La continuidad,
al igual que ocurre con la monotonia, son condiciones implicitas de forma habitual en el
contexto que se modeliza por medio de la funcién lineal.

D.Si f: R — R¢ es aditiva entonces f es creciente y f(x) = f(1)x

La solucion a un problema basada en el uso de la nocion de la funcion lineal y de las
propiedades descritas, supone segin Godino et al. (2014) un nivel 3 de algebrizacion ya
que la representacion de la funcion lineal en lenguaje formal requiere el uso de lenguaje
simbolico-literal y que se opere de manera analitica/sintactica con dicho lenguaje.
Pensemos en la siguiente situacion-problemay una posible solucion:

Problema 3. 10 dm® de madera de abeto pesan 4,5kg. Determina la expresion analitica de la
funcién que relaciona la masa y el volumen de la madera de abeto. ¢Cual es la densidad de
este material?

Solucién (nivel 3 de algebrizacion). El peso de distintos trozos de un mismo material es
directamente proporcional a su volumen. Es decir, el peso es mayor a medida que es mayor el
volumen y el peso de un trozo de volumen igual a la suma de los volumenes de dos trozos por
separado, es igual a la suma de los pesos de dichos trozos menores. Teniendo esto en cuenta,
la correspondencia f:R* — R* que se establece entre el volumen de distintas piezas de
madera de abeto y el peso de las mismas es creciente y aditiva. Por tanto, f es lineal. Es decir,
f(x) = kx, donde k = f(1) es la constante de proporcionalidad y representa la densidad de
la madera de abeto (es decir, la masa por unidad de volumen).

Puesto que 10 dm?® de madera de abeto pesan 4,5kg sabemos que f(10) = 4,5. Aplicando las
propiedades de la funcion lineal, 10f(1) = 4,5; f(1) = 4,5+ 10 = 0,450. Por tanto, la
funcion que determina la masa (en kilogramos) de un trozo con un determinado volumen (en
dm?®) de madera de abeto es f(x) = 0,450x y la densidad de la madera de abeto es 0,450
kg/dm?®, o lo que es lo mismo 450 g/m?.

Una solucion como la anterior, basada en el reconocimiento de las caracteristicas que
definen la funcion lineal incorpora nuevos objetos que corresponden a un nivel
consolidado de algebrizacion:

- Conceptos: correspondencia funcional, variable, dominio e imagen de una
aplicacion, funcion lineal, coeficiente de proporcionalidad.

- Proposiciones: una funcion f: R* - R* aditiva y creciente es lineal.

- Procedimientos: traduccién del lenguaje natural al simbdlico.

- Argumentos: recaen en las propiedades que caracterizan una funcion lineal y el
significado de la constante de proporcionalidad.

Como sefiala Garcia (2005) la sustitucion de la teoria de razones y proporciones por la
teoria de funciones reales de variable real, supone la inmersion de la proporcionalidad en
el universo de las relaciones funcionales entre magnitudes. Una de estas posibles
relaciones es la que Garcia refiere como relacion de variacion equitativa. La relacion
entre dos magnitudes M y M’ es de variacion equitativa si a toda progresion aritmética de
valores de cantidades de la magnitud M, corresponde una progresion aritmética de valores
de cantidades de magnitud M’ (Garcia, 2005, p. 203). El modelo funcional de dicha
condicién de equitatividad es la funcion afin. Desde el punto de vista de la teoria de
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funciones reales de variable real, la funcion afin f(x) = mx + n, puede obtenerse como
una traslacion de la funcion lineal, g(x) = mx. En particular, una funcion lineal g:R -
R es un caso de funcion afin tal que g(0) = 0.

3.6. Familias de funciones lineales. Operaciones con funciones lineales

Bajo el modelo mateméatico y = k-x se pone en juego el conocimiento de la
estructura de una familia de funciones, {f;,: R - R/ f; (x) = kx; k € R}, puesto que k
interviene como parametro, lo cual es un primer contacto con el nivel 4 de algebrizacion
en Godino et al. (2015). El estudio de las operaciones con funciones y de sus propiedades
estructurales implica un nivel superior de algebrizacion (nivel 5). Volvamos a la
situacion-problema que analizamos en la seccion previa, incorporando nuevas relaciones:

Problema 4. Si se mezclan virutas de abeto y de roble a razon 2:3, ¢cudl es la densidad de
la mezcla?

Solucién (nivel 5 de algebrizacion). La densidad de la mezcla de madera expresa la relacion
entre la masa resultante de la mezcla de los distintos tipos de maderas viruteadas después del
proceso de molido y el volumen que ocupan. Sean f, (x) = kyx, f, (x) = k. x, ¥ frn (x) =
k.nx, respectivamente, las funciones que expresan la masa de un trozo de madera de abeto,
roble y de mezcla, a partir del volumen del mismo. Si de un trozo de madera de mezcla de
volumen x, un volumen u es de abeto y un volumen v es de roble:

fn () = frn (w4 v) = fo W) + f W)=kqu + kv

. , 2 3
Dado que se mezclan virutas de abeto y de roble a razon 2:3, u = SXYyv=cx de manera

que fm, (x) = kaéx + krgx = (%ka + %kr) x, luego la densidad de la mezcla es k,, =
2 3
fin () = (Bhea + 2k, )
Identificamos los siguientes objetos en la solucion propuesta:

- Conceptos: masa, volumen, densidad, razon, funcion lineal, variable, parametro.

- Proposiciones: La densidad de la mezcla de madera expresa la relacion entre la masa
resultante de la mezcla de los distintos tipos de maderas viruteadas después del
proceso de molido y el volumen que ocupan

- Procedimientos: traduccion del lenguaje natural al lenguaje simbdlico, operaciones
con funciones lineales y parametros

- Argumentos: recaen en las propiedades de las familias de funciones lineales y en las
operaciones entre éstas.

Los coeficientes de las funciones lineales que determinan la relacion entre la masa y el
volumen de ambos tipos de madera actian como parametros. Las operaciones con dichos
parametros, conjuntamente con variables y el establecimiento de relaciones entre ellos,
implican una actividad algebraica de nivel 5 dado que los objetos que intervienen y
emergen de estos sistemas de practicas ponen en juego a los objetos algebraicos del nivel
previo (familia de funciones lineales).

3.7. Aplicaciones lineales y espacios de medida

La introduccion de estructuras algebraicas como las de espacio vectorial o espacio de
medida, asi como el estudio del algebra de aplicaciones en dichas estructuras, ponen en
juego objetos y procesos algebraicos de mayor grado de generalidad que los considerados
en el quinto nivel, quedando reservados para estudios universitarios.
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Un espacio vectorial sobre un cuerpo K es una terna (V,+,) formada por un conjunto
V no vacio (cuyos elementos se Ilaman vectores) y dos operaciones, una de ellas interna,
sumade vectores +:V X V — V, respecto de laque V es un grupo abeliano, y otra externa,
el producto por escalares -: IK X V — V que verifican propiedades compatibles con la
estructura de grupo. Todo cuerpo es un espacio vectorial sobre si mismo, de manera que
la estructura de espacio vectorial generaliza la del cuerpo de los nimeros reales.

Dados dos espacios vectorial V' 'y W sobre un cuerpo K, una aplicacion f:V — W se
dice que es lineal si satisface:

1L.flu+v)=fw+fw)

2. f(Au) = 2f (w)
para cualesquiera A € K, u,v € V. Es decir, f es un morfismo de grupos abelianos
(V,+), (W, +) y conmuta con el producto por escalares.

En el siguiente problema se plantea un primer encuentro con la estructura algebraica
de espacio vectorial y de aplicacién lineal entre espacios vectoriales. Se ponen en juego
objetos matematicos, vectores y aplicaciones entre espacios de vectores, sobre los cuales
se definen operaciones que cumplen un sistema de propiedades especificas.

Problema 5. Sea V un espacio vectorial real y U, Wdos subespacios vectoriales de V. Sea
f:UxW -V la aplicacion definida por f(u,w) =u+ w. Demuestra que f es una
aplicacion lineal.

Solucién (nivel 6 de algebrizacion). Se comprueba que la aplicacion f definida del espacio
vectorial producto U x Wen V verifica las condiciones que definen la aplicacion lineal.

flww)+ @ w))=fu+u,w+w)=@+u)+Ww+w')
=u+w)+@W +w')=fuv)+fu,w)
fAw,w)) = f(Au, Aw) = Au + w = A(u + w) = Af (u,w)

Una solucion como la anterior, incorpora objetos que corresponden al nivel 6 de
algebrizacion segun el modelo de Godino et al. (2015):

- Conceptos: espacio vectorial, subespacio, producto cartesiano, aplicacion lineal.

- Proposiciones: La suma de vectores es asociativa; se cumple la propiedad distributiva
del producto por escalares respecto de la suma de vectores.

- Procedimientos: célculo analitico (sintactico) con vectores en un espacio vectorial y
en el espacio vectorial producto.

- Argumentos: basados en la estructura de espacio del vectorial del producto cartesiano
de dos espacios vectoriales y en las propiedades que definen la aplicacion lineal.

Desde un punto de vista axiomatico, una magnitud es un conjunto no vacio M, donde esta
definida una operacion interna, la suma +: M X M — M, y una relacion de orden total <,
de manera que (M, +, <) es un monoide, conmutativo, cancelativo y arquimediano. Fiol
y Fortuny (1990) asumen ademas la propiedad de divisibilidad, segun la cual, para todo
aen My n entero positivo existe b € M , tal que a = nb. Para estos autores, los elementos
de M se llaman cantidades. Fijado un elemento unidad e en M, se define la medida del
elemento a con respecto a e, como el nimero real p, (a) = sup{q € Q*: ge < a}. La
magnitud M se dice continua si la medida p, establece un isomorfismo entre My R¢.

La proporcionalidad de dos magnitudes M y N viene dada por la existencia de un
isomorfismo f: M — N que conserva el orden, esto es, para cualesquiera a,b € M,

1) fa+b) = f(a) + f(b)
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2) si a < bentonces f(a) < f(b)

La propiedad 1) expresa el caracter aditivo de la aplicacion, de manera que si M =
N = Rcon lasumay el orden habitual, laaplicacion f: M — N es aditiva (luego N-lineal)
y la propiedad 2) se traduce en su crecimiento, es decir, f es lineal.

Ademas, si dos magnitudes continuas M y N con unidades e y u, son proporcionales
con isomorfismo f: M — N, la medida de f(a) con unidad f(e) sera la misma que la
medida de a unidad e y la aplicacion g: R§ — R, definida por g(x) = u, (f (xe)), es
aditiva. Por la propiedad D de las funciones lineales, g(x) = g(1)x, es la funcion lineal
representante de la situacion de proporcionalidad entre las magnitudes My N,y k = g(1)
es la constante de proporcionalidad.

4. Sintesis y estructuracion de los significados de la proporcionalidad

La reconstruccion del significado de la proporcionalidad es el primer paso para
comprender los procesos de ensefianza implementados y establecer pautas de mejora.
Desde el punto de vista del EOS, los significados se interpretan en términos de
subsistemas de practicas institucionales ligadas a contextos de uso y de objetos
emergentes (situaciones, lenguajes, conceptos, proposiciones, procedimientos Yy
argumentos). Cada configuracidn epistémica y sus practicas modelizan aspectos parciales
del significado global del objeto proporcionalidad que debe ser el referente en una
investigacion de didactica de la matematica centrada en el estudio de este objeto.

En la Figura 3 resumimos los significados de la proporcionalidad discutidos en el
apartado anterior, haciendo referencia al nivel educativo en el que usualmente se aborda
su estudio y el nivel de algebrizacion. A continuacidn reflexionamos sobre la presencia,
tratamiento y problematica en torno a estos significados en la practica educativa.

Entre los significados de proporcionalidad se establecen relaciones de
interdependencia, pudiendo unos significados estar mejor adaptados a unas circunstancias
y etapas educativas que otros. En la mayoria de los manuales escolares de primaria, se
definen dos magnitudes como directamente proporcionales si al multiplicar o dividir una
de ellas por un nimero, la otra queda multiplicada o dividida por el mismo nimero. Los
argumentos para justificar si las magnitudes son directamente proporcionales también son
incompletos y solo contemplan el caracter N-lineal de la relacion de proporcionalidad.

El método de reduccién a la unidad, se introduce como primer procedimiento de
resolucion de problemas de proporcionalidad, apoyado en el conocimiento y sentido de
las operaciones del alumno. El caracter algoritmico otorgado al tratamiento de la
proporcionalidad en esta etapa, lleva a que los alumnos con frecuencia asocien la relacion
de proporcionalidad con la posibilidad de aplicar la regla de tres a la situacién-problema,
sin considerar las magnitudes involucradas ni los argumentos que sustentan la relacion.

Las nociones de razén y proporcion no se introducen hasta la Educacion Secundaria,
etapa en el que se espera que los alumnos tengan los conocimientos y practica suficiente
sobre fracciones que permita dotar de sentido al producto de magnitudes de naturaleza
diferente. En esta etapa se introduce la constante (o razon) de proporcionalidad y la
relacion de proporcionalidad se define a partir de estas. El tratamiento es aritmético y
previo al estudio de magnitudes y su medida. La relacion de proporcionalidad de dos
magnitudes se establece de manera implicita por laigualdad de razones entre sus medidas.

Las secuencias proporcionales y el registro tabular permiten avanzar en el tratamiento
de la proporcionalidad hacia niveles superiores, conectando los significados aritmético
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(basado en relaciones aditivas y multiplicativas doble-mitad) y protoalgebraico (valor
unitario, proporciones) con las propiedades de la funcion lineal. Las tablas de
proporcionalidad recogen un numero finito de parejas de valores correspondientes de
cantidades de magnitudes proporcionales, y permiten hacer hipotesis sobre los valores,
las variaciones y detectar relaciones posibles (relaciones entre razones internas y razones
externas, propiedad aditiva, crecimiento, N-linealidad) entre los nimeros de la tabla.

NIVEL SIGNIFICADOS NIVEL DE
EDUCATI (Objetos criticos implicados) ALGEBRIZA-
e} CION
<
o
—
1]
o
w
>
=
4
=)
Magnitudes. Medida Hom(V,V")
Semigrupos arquimedianos Aplicacién lineal
Espacios vectoriales
9 Operaciones con funciones lineales NIVEL 5
<
o
w
-
-
=)
S Pardmetros
3 Familia de funciones lineales NIVEL 4
é 9, Semejanza, homotecias
=) E Grdfica, pendiente, crecimiento
= % Variable, funcién lineal
5
o 9 Ndmero racional
w N NIVEL 3
o: Constante de proporcionalidad Algebraico
< SECUENCIA DE NUMEROS ROPORCIONALES
Tabla de proporcionalidad
A |la |a o
B by B "z Secuencia ilimitada
- NIVEL 2
Proto-
PROPORCIONES algebraico
a b bc 4% 3
—=—2ax=bc>x=— Regla de tres (ecuacién proporcional)
o e x a Razén, proporcién
= |
\ S
-
? Cantidades A a XC Producto en cruz
o CantidadesB b d -:-= s:: d=(cxb)+a |Fracciones equivalentes NIVEL 1
< Proto-
o .
o REDUCCION A LA UNIDAD S
E Cantidades  Cantidades Valor unitario
& Magnitud A magnitud B o .
oy = an Multiplicacién, divisién de nimeros naturales
1A Valores numéricos de medidas, cantidades, NIVEL O
e = oxblo) unidades Aritmético
INTUITIVO-CUALITATIVO
Relaciones multiplicativas entre nimeros
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Figura 3. Significados de la proporcionalidad segln niveles de algebrizacion y educativo
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En Educacién Secundaria, la funcion lineal y la funcion afin son los primeros ejemplos
de funciones reales de variable real. Estas vienen asociadas a las tablas de valores y al
registro grafico pero contribuyen a hacer desaparecer las magnitudes de los modelos
matematicos al reflejar solo los valores numéricos de las cantidades que intervienen sin
expresion de las unidades de medida correspondientes. Por otro lado, la funcion lineal
f(x) = kx introduce una asimetria en una relacion, la de proporcionalidad, que es
simétrica: la variable x se diferencia de su imagen y= f(x). Como afirma Comin (2000,
p. 127) “un trabajo reflexivo puede hacer aparecer la funcion lineal como modelizacion
numérica de la relacion de proporcionalidad entre magnitudes™.

La inmersion de la relacion de proporcionalidad en el universo de las funciones
lineales, permite considerar la funcion lineal como un caso mas de posible relacion entre
variables numéricas y recurrir a las técnicas que el contexto funcional facilita. La funcién
lineal deja paso en niveles superiores de algebrizacion a las aplicaciones lineales entre
espacios vectoriales, donde las propiedades caracteristicas de las funciones lineales sirven
de definicion y aparece una nueva algebra de aplicaciones entre espacios vectoriales, pero
desaparece la idea de magnitud por la razon antes mencionada. Un modelo general de la
proporcionalidad, requiere de la teoria de medida, donde las magnitudes adquieren el
caracter mas abstracto de monoides conmutativos, cancelativos, arquimedianos, y la
proporcionalidad de magnitudes es un isomorfismo entre las estructuras.

5. Reflexiones finales

Diversas investigaciones sefialan que, tanto los profesores en formacion inicial como
en activo de distintas etapas tienen una escasa comprension de la proporcionalidad,
basada en conocimientos procedimentales como el producto cruzado o regla de tres de
los que desconocen su componente conceptual (Lamon, 2007; Riley, 2010).
Consideramos que la vision global sobre el significado de la proporcionalidad elaborada
en este trabajo puede ayudar a introducir cambios fundamentados en los programas de
formacion de profesores que permitan superar las limitaciones mencionadas.

El profesor de matemaéticas de un nivel educativo debe conocer las matematicas
escolares de ese nivel, pero también debe poder articular esos conocimientos con los
correspondientes a niveles posteriores (Godino, Giacomone, Batanero & Font, 2017).
Esto supone conocer los diversos significados de los objetos matematicos, los informales
y formales y sus interconexiones. La identificacion del profesor de los objetos y procesos
que intervienen en las practicas matematicas es una competencia que le permitira
comprender la progresion de aprendizajes, gestionar los procesos de institucionalizacion
y evaluar las competencias matematicas de los alumnos. Es claro que el profesor debe
tener, ademas, conocimientos relacionados con las orientaciones curriculares, desarrollo
cognitivo y conflictos de aprendizaje, asi como ser competente en el disefio y gestion de
recursos didacticos especificos para el estudio de la proporcionalidad (Ben-Chaim, Keret
& llany, 2012; Fiol & Fortuny, 1990; Godino & Batanero, 2002). La perspectiva ofrecida
en este trabajo sobre los tipos de significados de la proporcionalidad ligados a los niveles
de algebrizacion sefialan una trayectoria para la planificacion curricular que contemple
el progresivo desarrollo de la competencia matematica de los estudiantes, la cual no
deberia estar limitada, para el caso de este contenido matematico, al aprendizaje de las
nociones de razon, proporcién y a la aplicacién de rutinas estereotipadas.

El foco de atencién de este trabajo ha sido identificar los distintos significados
asociados al objeto proporcionalidad, y articularlos en un modelo ontosemiotico que
pueda servir de referencia para el disefio instruccional. Los niveles de algebrizacion han
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permitido modelizar el conocimiento institucional que se pone en juego en las practicas
operativas, discursivas y normativas implicadas en la resolucion de problemas de
proporcionalidad, describiendo la actividad matematica bajo la perspectiva de objetos y
procesos caracteristicos del algebra, admitiendo que un mismo problema se puede abordar
de diferentes maneras en un momento dado con niveles de algebrizacion diferentes.

Como se indica en Godino et al. (2017), entre los diversos significados del objeto
proporcionalidad se establecen relaciones de interdependencia, simbiosis y cooperacion;
pudiendo unos significados estar mejor adaptados en unas circunstancias que en otras.
Los significados, geométrico, probabilistico, estadistico, o de otros contextos, requieren
de la cooperacion de los significados aritmético o proto-algebraico para dar respuesta a
las cuestiones que involucran el razonamiento proporcional. La regla de tres, en su
interpretacion aritmética, o incluso en su version algoritmica/instrumental tiene de hecho
su nicho ecologico en el contexto de la vida cotidiana o incluso en los contextos técnico-
profesionales y artisticos. No obstante, dado el papel esencial del algebra en las distintas
ramas de la matematica, la implementacion del significado algebraico de Ila
proporcionalidad en la escuela secundaria es un factor positivo para el progreso del
aprendizaje matematico de los estudiantes.

El reconocimiento de niveles de algebrizacion vinculados a los distintos significados
que hemos precisado en la seccion 3 constituye un aspecto importante de la faceta
epistémica del conocimiento didactico-matematico del profesor requerido para una
ensefianza idénea de este contenido. Por otro lado, es también importante que los
profesores conozcan de manera explicita las propiedades que definen la relacion de
proporcionalidad, a través de la funcion lineal, asi como los argumentos que, sustentados
en dichas propiedades, justifican la presencia o ausencia de proporcionalidad y la
pertinencia de técnicas y procedimientos en determinadas situaciones. Como afirman
Wilhelmi, Godino y Lacasta (2014, p. 581) “el desempefio como profesores se puede ver
seriamente perjudicado si no se complementa con una profundizacién en la formacién
epistemoldgica especifica sobre la pluralidad de significados de los objetos matematicos
y las configuraciones de objetos y procesos en los cuales cristalizan tales significados”.
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Ontosemiotic reference model of proportionality: Implications
for curricular design in primary and secondary education

Maria Burgos, Universidad de Granada. mariaburgos@ugr.es
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The diversity of meanings and their progressive articulation, as well as the different
degrees of generality and formalization should be considered in the curricular design of a
mathematical content at the different educational levels. In this paper, we analyze the
different meanings of proportionality, by using the Ontosemiotic Approach theoretical
tools and the model of mathematical activity algebrization levels. We interpret meaning
in terms of systems of operative and discursive practices related to solving problems.
Taking into account prior research, we identify types of situations-problems and
configurations (of practices, objects and processes), which are used to describe the partial
meanings that must be considered in teaching and learning proportionality in primary and
secondary education. The holistic meaning of proportionality includes the following
partial meanings: 1) Intuitive-qualitative; 2) Reduction to unity; 3) Proportions; 4)
Sequences of proportional numbers; 5) Linear function; 6) Linear applications; 7)
Measurable spaces. We identify the specific situations linked to each partial meaning, as
well as the critical mathematical objects (languages, concepts, procedures, propositions)
put at stake, which characterize the corresponding level of algebrization. The intuitive-
qualitative meaning, reduction to unity and use of proportions can be introduced at the
third cycle of primary education; the sequences of proportional numbers and linear
function in compulsory secondary education and high school, while the meanings that
involve linear applications and measurable spaces are typical of university levels. Being
able to recognize the algebrization levels linked to the different partial meanings
(epistemic facet) is an important aspect of the teacher didactic-mathematical knowledge
required for a suitable teaching of proportionality. Moreover, teachers should explicitly
know the properties that define the proportionality relationship, through the linear
function, the arguments that justify the presence or absence of proportionality, and the
relevance of applying the corresponding techniques and procedures. Several studies
indicate that, both prospective and in service teachers across educational levels have a
poor understanding of proportionality, usually based on procedural knowledge, as well as
on the cross product or rule of three, with lack of conceptual components. The global
vision on the meaning of proportionality presented in this paper can serve to improve
teacher education programs in order to overcome the mentioned limitations.
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