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Comprension del intervalo de confianza por estudiantes de Bachillerato
Resumen

El intervalo de confianza es un procedimiento basico en inferencia estadistica y su estudio se incluye
en las Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales Il para Bachillerato. Ademas, en las pruebas de
acceso a la universidad se propone con frecuencia un problema de este contenido. Con el objetivo de
evaluar la comprension del tema, en este trabajo se analizan las respuestas de 58 estudiantes de segundo
curso del citado Bachillerato a un cuestionario que consta de seis items de opcidn maltiple y un problema
abierto tomado de anteriores pruebas de acceso la universidad. Los resultados muestran una pobre
comprension del tema, con pocas respuestas correctas en los items de opcion multiple, que evaldan la
comprensién conceptual, y con s6lo un 40% de estudiantes que logran una resolucién completay correcta
del problema.
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High school students’ understanding of confidence interval
Abstract

Confidence interval is a basic procedure in statistical inference and its study is included in Applied
Mathematics Il directed to Social Sciences high school. In addition, a problem related to this content is
often posed in the university entrance tests. With the aim of assessing the understanding of the topic, we
analyse the answers given by 58 second-year high school students of the aforementioned specialty to a
guestionnaire consisting of six multiple-choice items and an open problem taken from previous university
entrance tests. The results show a poor understanding of the subject, with few correct answers in the
multiple-choice items, which assess conceptual understanding, and with only 40% of students achieve a
correct solution of the problem.

Keywords. Confidence interval; understanding; high school students.

1. Introduccién

Un procedimiento de gran utilidad en la inferencia es el intervalo de confianza, cuyo
uso se promueve actualmente debido a las criticas realizadas al contraste de hipotesis
(Wilkinson y TFSI, 1999; Yaremko, Harari, Harrison y Lynn, 2013). A pesar del amplio
uso, la investigacion didactica informa de dificultades asociadas a su comprension y uso
incorrecto en Batanero, Ruiz y Gea (2019) o en Castro Sotos, Vanhoof, Noortgatem y
Onghena (2007). Esta importancia se ha reconocido en el curriculo espafiol para el
Bachillerato de Ciencias Sociales (MECD, 2015), que propone los contenidos:
estimacion por intervalos de confianza; relacion entre confianza, error y tamafio
muestral; intervalo de confianza para la media de una distribucion normal con
desviacion tipica conocida, y para la media y proporcion en grandes muestras. Ademas,
las pruebas de acceso a la universidad incluyen a menudo un problema de intervalo de
confianza (Lopez-Martin, Batanero, Diaz-Batanero y Gea, 2016). Este contenido se
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ensefa en los cursos universitarios de estadistica, con mayor amplitud. Cabe asegurar su
comprension por los estudiantes que realizan las pruebas de acceso, ya que el realizar
los estudios elegidos depende de la calificacion que consigan en ella. Sin embargo, no
se tiene informacion al respecto, pues la investigacion sobre la comprension de
intervalos de confianza se ha centrado en estudiantes universitarios o profesionales.

El objetivo de este estudio exploratorio es evaluar la comprension de estudiantes de
Bachillerato sobre los intervalos de confianza, con apoyo en el enfoque ontosemiético y
en las caracteristicas del intervalo de confianza en estadistica frecuencial.

2. Marco tedrico

Nos basamos en el enfoque ontosemidtico del conocimiento y la instruccion
matematica, EOS (Godino, Batanero y Font, 2019), que diferencia entre significado
institucional y personal de los objetos matematicos, donde el significado de cada nocion
matematica se basa en las practicas realizadas por un individuo o institucion en la
resolucion de problemas. En este marco se describe la comprension como la
coincidencia entre los significados institucional y personal del objeto matematico. Dicha
comprension crece con el aprendizaje y la experiencia y puede referirse a los diferentes
elementos del significado del objeto (problemas, lenguaje, definiciones y propiedades,
procedimientos y argumentos). En nuestro trabajo evaluamos la comprension de la
definicion y propiedades bésicas del intervalo de confianza, y del procedimiento seguido
al resolver un problema. Nos basamos en la aproximacién frecuencial a la inferencia
estadistica, que es la ensefiada actualmente en Bachillerato.

2.1. Significado del intervalo de confianza en la metodologia frecuencial de la
inferencia estadistica

Actualmente coexisten diferentes soluciones a la estimacion por intervalos que se
diferencian en la concepcion de probabilidad que aplican, los conceptos, propiedades y
lenguaje que utilizan, y el procedimiento de célculo del intervalo (Olivo, 2008;
Rivadulla, 1991). Desde el punto de vista del EOS, se entienden como significados
institucionales diferenciados (usados por diferentes comunidades de estadisticos). Como
los contrastes de hipdtesis, la estimacién por intervalos surge del problema de
justificacion del método inductivo en las ciencias empiricas, que basan sus teorias en la
generalizacion de observaciones de datos muestrales de las poblaciones de interés (de la
Fuente y Diaz, 2004). Al no poder aplicar el método deductivo, se recurre a la inferencia
estadistica para validar sus conclusiones, dando estimaciones que consideren la medida
de la variabilidad del muestreo (Morey, Hoekstra, Rouder, Lee y Wagenmakers, 2016).

En nuestro trabajo utilizamos el significado frecuencial, debido a Neyman (1937) y
apoyado en el significado frecuencial de la probabilidad®, que supone constante y
desconocido el pardmetro poblacional 6. Se usa un estimador 8, que es una variable
aleatoria, cuya distribucion en todas las posibles muestras de la poblacion es la
distribucion muestral. Neyman (1937) propuso calcular la desviacion tipica Sz en la
distribucion muestral y expresar la precision de la estimacion mediante un intervalo
entre cuyos extremos (El y ES) se presume se encuentra el parametro:

El=0—kS; YES =0 +k,S;

! La probabilidad de un suceso se estima a partir de su frecuencia relativa en un nimero suficientemente
grande de repeticiones del experimento.
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Neyman sugirié calcular estos extremos tomando una probabilidad de error menor
o0 igual que 1 — a (usualmente 0,95 o 0,99), llamada coeficiente de confianza (Olivo,
2008). Dicho valor determina k, y k,, usando los valores centrales de la distribucion
muestral que incluyen una probabilidad 1 — a. A partir de una muestra aleatoria de
valores independientes de la poblacion, se obtiene el estadistico muestral 8 y los
extremos del intervalo. Mayo (1981) recuerda que los extremos del intervalo son
variables aleatorias, y 1 —a no es la probabilidad de que el verdadero valor del
parametro 0 esté situado dentro de sus limites.

Este error de interpretacion es denominado por Morey et al. (2016) falacia
fundamental de la confianza, es incorrecto en el significado frecuencial del intervalo,
pero aceptable en el bayesiano, basado en el significado subjetivo de probabilidad?,
donde se habla de intervalos de credibilidad. En el significado bayesiano el parametro
es una variable aleatoria, cuya distribucion de probabilidad asigna el investigador a
priori. El intervalo de credibilidad se calcula combinando la distribucidon a priori con los
datos de la muestra por medio del teorema de Bayes. Por tanto, el significado
institucional de la estimacion por intervalo depende de la metodologia de inferencia que
se utilice. En nuestro trabajo la comprension del estudiante del intervalo de confianza es
su grado de acuerdo con los elementos de la metodologia frecuencial.

3. Antecedentes

Los estudios previos se han realizad con estudiantes universitarios y profesionales,
pero informan sobre la comprensidn que cabe esperar en Bachillerato. El primero fue
desarrollado por Cumming, William y Fidler (2004), con 134 investigadores que
utilizaban intervalos en sus trabajos, a los que dio un intervalo de confianza del 95%
para la media poblacional, pidiéndoles valores factibles para la media muestral en
nuevos experimentos. El 78% respondid que la media caeria en el intervalo dado en el
95% de las veces (probabilidad de replicacion). La relevancia de este estudio es su
relacién con la creencia errénea de que los extremos de los intervalos son constantes.

Behar (2001) analiz6 la comprension del tema de 47 estadisticos y profesores y 297
estudiantes de ingenieria. Un 29% de los expertos y un 59% de los alumnos interpretaron
el nivel de confianza como porcentaje de datos poblacionales que caen en el intervalo.
El 40% de los expertos y mas de la mitad de estudiantes dieron una interpretacion
bayesiana. El alumnado indico que al crecer el nivel de confianza se obtienen intervalos
mas estrechos, e incluso establecen una relacién de proporcionalidad directa entre
anchura del intervalo y tamafio de la muestra.

Fidler y Cumming (2005) trabajaron con 180 estudiantes de psicologia que, en
general, apreciaban los intervalos de confianza desde una perspectiva descriptiva: un
38% lo imaginaban como un conjunto de valores razonables para la media muestral, y
un 19% confundia rango e intervalo de confianza. Un 20% manifest6 que la anchura del
intervalo aumentaria con el tamafio muestral, un 29% consider6 que la anchura no
variaria y un 36% no fue capaz de describir la relacion.

En sus trabajos (Olivo, 2008; Olivo, Batanero y Diaz, 2008), Olivo estudio la
comprension de 48 alumnos de ingenieria del intervalo de confianza, observando las
siguientes dificultades: a) La relacion entre el tamafio de la muestra y la precision del
intervalo sélo fue comprendida por el 25% de los alumnos; b) El 18% afirmo que una

2 La probabilidad es un grado de creencia subjetivo que asigna quien juzga la probabilidad de un suceso.
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variacion en el nivel de confianza no afecta a la anchura; c) El 21% relaciond el intervalo
con posibles valores de la variable estudiada; d) ElI 27% de los alumnos dio una
interpretacion bayesiana al intervalo. Ademas, al calcular un intervalo de confianza, el
25% eligié mal el nimero de grados de libertad de la distribucién t de Studenty un 17%
utilizé la tabla de la distribucion normal cuando no era apropiada.

Lopez-Martin, Batanero y Gea (2019a) evaluaron pidiendo a 71 estudiantes del
master de formacion del profesorado de matematicas, interpretar un intervalo de
confianza, obteniendo s6lo un 28% de interpretaciones adecuadas. El 11% afirmé que
el intervalo debia contener, con seguridad, el valor del parametro (vision determinista).
Un 17,8% interpretd los extremos como fijos y el nivel de confianza como probabilidad
de que el intervalo contuviese al valor del pardmetro. Incluso un participante manifestd
que el intervalo hacia referencia a la media muestral en vez de a la media poblacional.
Ademas, un 41,1% no aportd ninguna interpretacion.

4. Metodologia
4.1. Participantes y contexto

Participaron 58 estudiantes de Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales 11, de
segundo curso del Bachillerato en dos institutos. El instituto A esta en la ciudad de
Granada y participaron 24 alumnos de dos grupos diferentes, codificandolos como Al,
A2..., A24. El instituto B esta situado en la periferia y participaron 34 estudiantes de
dos grupos, codificandolos desde B1 hasta B34. Es una muestra intencional formada por
todos los alumnos del segundo curso de Bachillerato de Ciencias Sociales de los dos
institutos. Por tanto, nuestro estudio es exploratorio y no pretendemos extender las
conclusiones a una poblacién mas amplia. Los cuestionarios se completaron en mayo de
2019 durante una hora de clase. Los participantes habian finalizado su formacion sobre
inferencia estadistica e intervalos de confianzay se preparaban para los examenes finales
y la Prueba de Evaluacion para el Acceso a la Universidad en Andalucia.

4.2. Descripcién del cuestionario

Se construy6 el cuestionario partiendo de otros, descritos en Behar (2001), Cruise,
Dudley y Thayer (1984) y Olivo (2008); consta de items de opcién maltiple y un
problema abierto. A continuacion, se analiza el contenido de los seis primeros items,
resaltando en negrita las respuestas correctas. Los items de Cruise et al. se validaron por
Behar (2001) con 297 estudiantes y por Olivo (2008) con 252 estudiantes, mientras que
los items de elaboracion propia estan pendientes de validacion. Al inicio del cuestionario
se indicé a los estudiantes que en cada item podia haber mas de una respuesta correcta.
Cada opcion evalua la comprension de una o mas definiciones o propiedades (Tabla 1).

item 1. Se calcula un intervalo de confianza del 90% para la media pude una poblacion.

¢Cudl o cuéles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

A. Si se toman muchas muestras, la media muestral X caerd dentro del intervalo de
confianza aproximadamente el 90% de las veces.

B. El intervalo de confianza es un intervalo de valores calculado a partir de los datos
de la muestra. En el 90% de las muestras de una poblacién, el intervalo calculado
contiene a la media.

C. Elintervalo de confianza es un intervalo con extremos constantes, dentro del cual cae
la media poblacional el 90% de las veces.

D. La probabilidad de que u caiga dentro de un intervalo de confianza calculado a partir
de una muestra es de 0,90.

106 AIEM, 18, 2020




A. F. Roldan, C. Batanero y R. Alvarez-Arroyo

Este item estd adaptado de Cruise et al. (1984) y es similar a otro utilizado por Olivo
(2008). La solucidn correcta es la B, donde se indica el caracter aleatorio de los extremos
del intervalo y el porcentaje de intervalos calculados a partir de diferentes muestras que
cubre el valor del pardmetro. El distractor A evalla la confusion, descrita por Behar
(2001), entre media muestral y poblacional, siendo incorrecta porque la media muestral
x siempre cae dentro del intervalo. El distractor C considera la confusién citada por
Lopez-Martin, Batanero y Gea (2019b) de suponer constantes los extremos del intervalo.
El apartado D desvela la confusion entre confianza y probabilidad (interpretacion
bayesiana al intervalo; Behar, 2001; Olivo et al., 2008).

Item 2. Hemos calculado un intervalo de confianza al 90% utilizando el valor medio x
obtenido a partir de una muestra de 10 casos. Si incrementamos el tamafio de la muestra a
1000, y calculamos un segundo intervalo al 90% de confianza:

A. Debemos tener mas confianza de que u caera en nuestro segundo intervalo.

B. Sabemos que el segundo intervalo serd 10 veces mas estrecho.

C. Espero que ambos intervalos de confianza tengan la misma precision.

D. El segundo intervalo de confianza es 10 veces mas ancho que el primero.

Tomado de Cruise et al. (1984), evalta la comprensién de la relacion entre el ancho
del intervalo de confianza y el tamafio de la muestra. La solucidn correcta es la B, pues
el intervalo se obtiene sumando y restando a la media muestral un valor que depende
inversamente de la raiz cuadrada del tamafio muestral. El distractor A, que evalla la
confusion entre confianza y amplitud, es incorrecto porque en la segunda muestra el
nivel de confianza es el mismo. Igualmente es incorrecto el apartado C, pues la precisién
del intervalo viene influenciada por el tamafio de muestra. El apartado D muestra el error
de creer en la relacion opuesta entre tamafio de muestra y amplitud del intervalo.

Item 3. Si, manteniendo todos los demas datos fijos, el nivel de confianza se reduce (por
ejemplo, del 90% al 80%):

A. El intervalo de confianza serd menos preciso.

B. El intervalo de confianza sera més ancho.

C. Elintervalo de confianza serd mas estrecho.

D. Elintervalo de confianza sera mas preciso.

Tomado de Cruise et al. (1984), evalta la comprension de la relacién entre el nivel
de confianza, ancho del intervalo y precision. Cuanto mayor es la confianza mayor es la
anchura del intervalo de confianza y menor sera la precision. Por ello, C y D son
respuestas correctas, mientras que los distractores A y B muestran una relacion entre
confianza y precision opuesta a la real.

item 4. Se calculan intervalos de confianza del 95% con muestras de 100 elementos. ¢,Cuél

o cuéles de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

A. Si la desviacién estandar de la poblacion disminuye, la anchura del intervalo de
confianza no cambia.

B. Si la desviacion estandar de la poblacion disminuye, la anchura del intervalo de
confianza disminuye.

C. Siladesviacion estandar de la poblacion aumenta, la anchura del intervalo de confianza
disminuye.

D. Si la desviacién estandar de la poblacién aumenta, la anchura del intervalo de
confianza aumenta.

Adaptado de Behar (2001), esta cuestion analiza la relacion entre la anchura del
intervalo y varianza de la poblacion. Hay dos opciones correctas: B y D. La anchura del
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9

intervalo de confianza es 2z, 7 Por tanto, si la desviacion estdndar disminuye, la

anchura del intervalo de confianza también disminuye. Los distractores A y C evallan
la falta de comprension de esta relacion.

item 5. Se ha tomado una muestra de tamafio n = 100 para calcular el intervalo de

confianza, al 95%, para la velocidad media de los coches que pasan por una carretera. Se

sabe que la desviacion tipica poblacional de estas velocidades es de 20 km/h.

A. El ancho del intervalo de confianza depende de la media muestral x.

B. La media muestral x es un extremo del intervalo de confianza.

C. Cabe la posibilidad de que el verdadero valor de u no esté contenido en el
intervalo.

D. El ancho del intervalo no depende de la media muestral.

Este item es de elaboracion propia y evaltua la comprension de que el ancho del
intervalo no varia cuando se traslada la media ya que el intervalo esta centrado en ella.
La respuesta C es correcta porque, al ser aleatorios los extremos del intervalo, algunos
intervalos no cubren el parametro. La respuesta D también es correcta puesto que la

expresion de la anchura del intervalo de confianza (Zza/2 \/%) no depende de la media
muestral. El distractor B es falso ya que, para obtener los extremos, siempre se sumay
se resta una cantidad positiva a la media muestral y esta no puede ser uno de los

extremos. El distractor A es la negacion del apartado D y es incorrecto.

item 6. Se sabe que la altura media u de los pinos de una zona forestal muy amplia es de

6.5 metros. ¢ Cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera?

A. Un posible intervalo de confianza para u es [6.25, 8.4].

B. Un posible intervalo de confianza para pes [6.75, 8.4].

C. Cualquier intervalo de confianza parauque calculemos, asociado a una muestra
aleatoria cualquiera, debe contener al valor 6.5.

D. En este contexto, no tiene sentido determinar el intervalo de confianza ya que se
conoce la altura media de todos los pinos.

Esta cuestion también es de construccion propia. Con ella pretendemos determinar si
el alumnado comprende que el intervalo de confianza sirve para estimar un valor
desconocido de un pardmetro. Por tanto, si éste es conocido, no tiene sentido aplicarlo,
lo que hace que la respuesta correcta sea la D. Por esa misma razén, los distractores A 'y
B son incorrectos y la opcion C es falsa porque, en ocasiones, el intervalo de confianza
no contiene al verdadero valor del parametro.

La segunda parte del cuestionario esta constituida por el siguiente problema abierto
tomado de la prueba de acceso a la universidad en Andalucia en el afio 2018.

Problema. La media muestral de 100 observaciones en una prueba de matematicas es de
75 puntos. Asumiendo que las calificaciones siguen una distribucién normal y que ¢ = 7,
encuentre el intervalo de confianza al 95% para la media de la poblacidn.

Para resolverlo se ha de deducir la férmula de calculo del intervalo de confianza para
la media (con varianza conocida), siguiendo los pasos siguientes:

o} 7
IC Z[Xiza —]=[7Si 1.96 _]: 73.628, 76.372
(M) /2& \/1—00 [ ]

Se deben deducir los datos del enunciado del problema y saber leer la tabla de la
distribuciéon normal N(0,1) para deducir de ella el valor critico (Z) correspondiente.

108 AIEM, 18, 2020



A. F. Roldan, C. Batanero y R. Alvarez-Arroyo

La Tabla 1 resume el contenido evaluado por el cuestionario, que como se observa
evalla definiciones, propiedades y el conocimiento sobre el método de construccion. En
todos los items es necesario comprender la definicidn del intervalo de confianza.

Tabla 1. Contenido evaluado por el cuestionario

Contenido 11 12 13 14 15 16 Problema
Definicion del intervalo de confianza X X X X X X
Porcentaje de intervalos que cubre el valor del
pardmetro

Extremos aleatorios

Confusion entre media muestral y poblacional
Considerar fijos los extremos

Confusion entre confianza y probabilidad
(interpretacién bayesiana)

Relacion del ancho del intervalo y tamafio muestral X
Confundir confianza y amplitud X
Relacién entre precision y confianza X X
Férmula de desviacion tipica de distribucion muestral X
Relacion entre amplitud del intervalo y varianza

xX X

X X X X
x

; X X
poblacional

Relacion del intervalo con la media muestral X
Algunos intervalos no cubren el parametro X
Ancho del intervalo no depende de media muestral X

El intervalo sirve para estimar valores desconocidos X

del parametro
Pensar que el intervalo siempre contiene al pardmetro X
Construccién de un intervalo de confianza

Formula del intervalo de confianza

Desviacion tipica de la distribucion muestral

Leer valores criticos en la tabla de la N(0,1)

X X X X

5. Resultados
5.1. Resultados en los items de opcion multiple

La Tabla 2 presenta el porcentaje de alumnos que elige cada opcion en los items;
como algunos marcan mas de una opcion, el porcentaje total de respuestas al mismo
item puede sumar mas del 100%. Se ha marcado en negrita las opciones correctas, que,
salvo en el primer item, son elegidas por menos del 50% de la muestra.

Tabla 2. Porcentaje de estudiantes que elige cada opcién en cada item

Opcion u opciones elegidas

L Opcion A Opcion B Opcion C Opcién D En blanco
item 1 1,7 55,2 3,4 37,9 34
item 2 32,8 25,9 17,2 20,7 3,4
ftem 3 62,1 12,1 22,4 12,1 1,7
item 4 5,2 24,1 46,6 29,3 3,2
item5 50,0 27,6 36,2 29,3 1,7
item 6 17,2 8,6 39,7 36,2 1,7

Los principales errores de comprension deducidos de la eleccion de los distractores
por parte de los estudiantes suponen que estos han adquirido un significado personal del
concepto o propiedad analizada que no coincide con el significado institucional en
estadistica frecuencial. Primero describimos errores detectados en estudios previos:
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e Considerar el intervalo de confianza con extremos constantes (3,4% en la opcion C
del item 1), citado por Behar (2001) y Olivo (2008). Implica la creencia en la
probabilidad de replicacion), descrita por Cumming et al. (2004).

e Confundir confianza con probabilidad de que el parametro caiga en el intervalo
(37,9% en opcion D de item 1; 39,7% en distractor C de item 6), dando interpretacion
bayesiana al intervalo, error citado por Behar (2001), Morey et al. (2016) y Olivo
(2008). Se interpreta el coeficiente de confianza como una probabilidad a posteriori,
s6lo calculable en el método bayesiano, que se basa en el significado subjetivo de la
probabilidad y no en el frecuencial, propio de los intervalos de confianza.

e Considerar que el intervalo de confianza debe contener la media poblacional (39,7%
en opcion C de item 6), citado por Lopez-Martin et al. (2019a). Subyace la
interpretacion determinista y la creencia en la replicacién de los resultados
(Cumming et al., 2004).

e Suponer que reduccion del nivel de confianza implica reduccion en la precision
(62,1% en opcion A de item 3), confundiendo confianza y precision, conflicto
descrito en Yafez y Behar (2009). Otra idea erronea es ligar la precision solo a la
confianza (17,2% en distractor C de item 2). Estas propiedades son esenciales para
asegurar la precision de las estimaciones.

e Pensar que el ancho del intervalo aumenta cuando crece el tamafio de la muestra
(20,7% en item 2), error detectado por Fidler y Cumming (2005). Es necesario
clarificar este punto para apreciar la importancia de un tamafio de muestra para
asegurar, a la vez, precision y confianza.

e Considerar que el intervalo de confianza serd mas ancho al reducir el nivel de
confianza (12,1% en opcion B de item 3), conflicto descrito en Behar (2001), Morey
et al. (2016), Olivo (2008) y Yafiez y Behar (2009).

e Confundir estadistico y parametro (17,2% en distractor A de item 6), sefialado por
Behar (2001), Harradine et al. (2011), Olivo (2008) y Olivo et al. (2008). Es crucial
diferenciar ambos conceptos en el intervalo de confianza y contraste de hipotesis.

Ademas, hemos encontrado los siguientes errores, que constituyen una aportacion
original de nuestro trabajo:

e Situar la media muestral en un extremo del intervalo de confianza (27,6% en opcion
B de item 5) o suponer que algunos intervalos no contienen a la media muestral
(1,7% en distractor A de item 1). Considerar que la anchura del intervalo de
confianza depende de la media muestral (50%, opcion A de item 5). Estos tres errores
indican falta de comprension del papel de la media muestral en la construccién del
intervalo.

e No relacionar “intervalo mas estrecho” con “intervalo mas preciso” (en item 3,
ningun alumno ha elegido ambas opciones correctas y equivalentes). Esto implica
una falta de conocimiento de la idea de precision.

e Para un mismo nivel de confianza, suponer que el tamafio de muestra aumenta las
posibilidades de que el pardmetro caiga dentro del intervalo (32,8% en opcién A de
item 2).

e Suponer que la anchura del intervalo disminuye cuando aumenta la desviacion
estandar de la poblacion (46,6% en opcion C de item 4). Implica una confusion en
el papel que juegan la media y la desviacion tipica en la construccion del intervalo.

e Ausencia de comprension de las situaciones en que tiene sentido calcular un
intervalo de confianza (en item 6, el 63,8% no selecciona la opcion adecuada).
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Para valorar globalmente la comprension conceptual, presentamos en la Figura 1 la
distribucion del nimero de respuestas correctas de cada estudiante en los items, tres de
los cuales poseian dos respuestas correctas, por lo que podian seleccionarse un total de
nueve respuestas correctas y la media teorica seria de 4,5. EI numero medio de
respuestas fue de 2,7 y el 50% central de la distribucion se situé entre 2 y 4 respuestas
correctas. EI maximo fue solo 7, siendo lo més frecuente tan sélo dos aciertos. Muy
pocos estudiantes lograron 5 0 mas respuestas correctas. Todo ello indica una gran
dificultad conceptual del tema para estos estudiantes de bachillerato.

Porcentaje de estudiantes segin el nimero de

40 Kgspuestas correctas
F 22.4
S 20 155 17.2
S 6.9
S 34 I I I 17 17
- m
0 1 2 3 4 5 6 7

Nuamero de respuestas correctas

Figura 1. Distribucion del nimero de respuestas correctas

5.2. Resultados en el problema abierto

En la Tabla 3 se clasifica el proceso de resolucion segin su grado de correccion,
entendiendo por resolucién correcta la que lleva a una expresion final correcta del
intervalo, y parcialmente correcta si llega a plantear la expresion del intervalo de
confianza, sustituyendo correctamente los datos, sin llegar a la expresion final. EI 39,7%
de los estudiantes llega al menos a la solucion parcialmente correcta.

Tabla 3. Distribucion de estudiantes, segun resolucion del problema

Nivel de resolucion Frecuencia Porcentaje
Resolucioén correcta 17 29,3
Resolucidn parcialmente correcta 6 10,4
Resolucidn incorrecta 17 29,3
En blanco 18 31,0

La Tabla 4 muestra un andlisis semiotico de la solucién, descomponiendo la solucion
en practicas matematicas elementales e identificando los objetos y procesos matematicos
involucrados en cada una. Dicho andlisis ilustra la gran cantidad de objetos matematicos
que se deben comprender y aplicar y, por tanto, la complejidad semiotica de la solucion.

Tabla 4. Analisis semidtico de la solucion al problema

Préctica matematica Objetos y procesos involucrados
e Comprender los conceptos de intervalo y extremos.
o Diferenciar media muestral X y media poblacional gy

P1. Formula de calculo del comprender que el intervalo est& centrado en la media
intervalo muestral.
e Laamplitud del intervalo viene dada por el valor critico
i o multiplicado por la varianza de la distribucion muestral.
y— . - - .z o
o2 Vn e Lavarianza de la distribucion muestral es —.
vn
e Obtener el valor critico y conocer la distribucion normal
estandar.

P2. Determinar el percentil e Aplicar los conceptos de nivel de confianza y valor critico.
requerido para leer latabla e Determinar el valor 1 — /2 a partir del nivel de confianza.
P3. Representacion gréafica e Conocer la forma de la distribucién normal y propiedades
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de simetria central y asintota horizontal.

P4. Lectura de la tabla

Leer la tabla, posiblemente con necesitad de interpolacion.

Identificar los datos necesarios en la formula de célculo,
recordando los conceptos requeridos.

P6. Calculos o Realizar los célculos.

P7. Redondeo o Aplicar los criterios de redondeo.

P5. Sustitucién de datos

La Tabla 5 presenta los porcentajes de estudiantes que llevaron a cabo los diferentes
pasos requeridos para la solucion.

Tabla 5. Frecuencia de estudiantes que realizan los pasos en una correcta resolucién de
problema

Descripcion del proceso seguido Frecuencia Porcentaje

Determina el percentil requerido 30 51,7
Determina el valor critico, leyendo correctamente la tabla 26 448
Sustituye correctamente los datos en expresion del intervalo 23 39,7
Realiza correctamente los calculos 17 29,3
Da la expresion final del intervalo de confianza:

Sin redondeo 14 24,1
Redondeando 3 5,2

La Tabla 5 muestra que apenas la mitad del alumnado determina el valor del percentil
requerido para leer la tabla. Entre los que determinan correctamente el valor o/2,
abundan quienes llegan a encontrar el valor critico z,,, si bien dos alumnos dan dicho
valor sin haber explicitado previamente el valor de a/2 ni haber hecho una grafica o
esquema adecuado de la distribucion normal que le ayude en dicho proceso.

Solo tres de los estudiantes que llegan a determinar correctamente el valor critico
escriben incorrectamente el intervalo de confianza, uno porque no llega a determinar el
tamafio muestral n = 100 y los otros por error en la férmula. Por tanto, s6lo 23 de los 58
alumnos escriben correctamente la expresion del intervalo de confianza empleando los
datos adecuados, de los cuales seis cometen errores al realizar las operaciones.
Finalmente, 17 estudiantes han escrito la expresion del intervalo de confianza y han
realizado correctamente las operaciones, dando la solucion correcta, habiendo 14
alumnos que la expresan con tres cifras decimales y 3 alumnos que emplean
correctamente el redondeo. En consecuencia, Unicamente el 29,3% del alumnado
participante en el estudio ha llegado a la solucién correcta del problema planteado.

Poco mas de una quinta parte del alumnado lleva a cabo dos tareas muy importantes
de cara a la comprension del proceso: a) escriben la formula de célculo del intervalo de
confianza para la media; y b) se ayudan de una representacion gréfica de la distribucion
normal para determinar el valor critico. De los 13 alumnos que hacen una representacion
grafica correcta, 10 llegan a la resolucion correcta, lo cual indica que quienes utilizan
una representacion grafica tienen una mejor vision global del proceso. Es mas, los 3
estudiantes que se equivocan lo hacen a través de errores que parecen razonablemente
subsanables: uno no llega a encontrar el tamafio muestral; otro emplea un valor erréneo
para z,, por no saber leer la tabla de la distribucion normal; y otro escribe la expresion
correcta del intervalo de confianza, pero no lo calcula.

En segundo lugar, se analizaron los errores cometidos en la resolucion del problema,
para analizar si coinciden con los descritos en investigaciones anteriores. Es llamativo
que algunos alumnos hayan cometido un error puramente algebraico, pues suman y
restan a la media muestral el valor critico antes de multiplicar por la desviacion tipica
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de la distribucién muestral, dando lugar al intervalo erroneo (iizwz)-%(véase un

ejemplo en la Figura 2). Al aplicar esta expresion algebraica se obtiene el intervalo
[51,12; 53,87], incorrecto ya que no contiene el valor de la media muestral x = 75. Esto
revela falta de comprensién del significado y de propiedades del intervalo de confianza.

= > (51°34% 53'654)

. AS N AL ——
P2 X Qe

Figura 2. Respuesta del estudiante A21

Los estudiantes comenten errores al determinar el valor critico. Varios ejemplos de
esto se muestran en la Figura 3.

o -t = o'aS
A- % = ©,Q5 g \;lo, A e =)
A= OQsS / o = oros
D /RE ~ -
A 20,025 /e ‘ A 2L = ooes
> e
{4 TRSeS o'as - CcolS: 0'G2S
1 AGUS L v,y oe
52
a) Participante A21 b) Participante B29
, A4+ 0. ¢ 1+ 6 F5_ APs
=z —m—=z —5—F = OFS
b buxe 2,)// {4.45
en ey fobken 2

c) Participante A24

Figura 3. Respuestas erroneas de algunos estudiantes al determinar el valor critico

A21 interpreta incorrectamente el nivel de confianza, confundiéndolo con el area
correspondiente de la cola a la izquierda de la distribucion normal (Figura 3%). Es decir,
no comprende que para calcular el intervalo de confianza se debe tomar el 95% central
de los valores de la distribucion normal. B29 (Figura 3b) resta los valores 0,95 (nivel de
confianza) y 0,025 (cola derecha), por lo que determina un percentil erréneo (0,925)
para buscar el valor critico. A24 (Figura 3c) confunde el valor critico z,,, con el nimero
concreto que ha de buscar en la tabla para determinarlo (que en la practica es la media
aritmética entre el nivel de confianza y la unidad). En vez de tomar 0,95 como nivel de
confianza, emplea 0,75, lo que lleva a determinar un valor critico incorrecto.

Se producen también errores al redondear los calculos de los extremos del intervalo
de confianza. Un 15% del alumnado trunca el nimero que obtiene en la calculadora sin
utilizar ningdn tipo de regla, lo cual parece un error propio de cursos anteriores. Estos
errores aparecen en pocos estudiantes y se resumen en la Tabla 6. Al interpretar la tabla
hay que considerar que algunos alumnos han cometido varios de esos errores a la vez.

Tabla 6. Errores mas frecuentes

Descripcion del proceso seguido Frecuencia Porcentaje
Suma y resta antes de multiplicar 4 6,9
Determina incorrectamente el valor critico z,/, 7 12,1
Determina incorrectamente o/2 1 1,7
Error en las operaciones 5 8,6
Redondea mal el extremo inferior del intervalo 5 8,6
Redondea mal el extremo superior del intervalo 4 6,9
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El error mas frecuente (12,1 %) es determinar incorrectamente el valor critico z,,

debido a lectura incorrecta de la tabla de la distribucion normal, a pesar de que el 95%
es el que mas se usa en la practica, que los estudiantes debieran recordar que corresponde
a 1,96 al haberlo usado con mucha frecuencia en clase. Varios estudiantes que cometen
este error no han confeccionado una representacion gréafica, por lo que no pueden
apoyarse en ella para hacer una lectura adecuada de la tabla.

6. Conclusiones

En este trabajo aportamos informacion nueva sobre la comprension de estudiantes
de Bachillerato de la definicion del intervalo de confianza, sus propiedades principales
y su célculo. La principal conclusion es la dificultad que implica la comprension del
significado de este objeto en toda su complejidad para estos estudiantes. El significado
personal mostrado por los estudiantes de la muestra contiene elementos que lo
diferencian del significado institucional de los intervalos de confianza en la estadistica
frecuencial. Se incluyen interpretaciones deterministas, y se desconocen varias de las
relaciones mas importantes entre los elementos que intervienen en la construccion del
intervalo. Una posibilidad es revisar el curriculo de estadistica para Bachillerato, y las
pruebas de acceso, pues los estudiantes de Bachillerato cometen los mismos errores que
los descritos en los trabajos con estudiantes universitarios y algunos nuevos mas.

Deberia cambiar la ensefianza teniendo en cuenta que el proyecto GAISE (Franklin
et al., 2007) recomienda enfatizar el conocimiento conceptual sobre el procedimental y
utilizar la tecnologia como recurso de aprendizaje. El calculo de intervalos de confianza
es una cuestion resuelta por la tecnologia, cuyo calculo es un objetivo menor comparado
con la necesidad de comprender fundamentos y propiedades del objeto matematico.
Ademas, las simulaciones permiten aumentar la comprensién del significado y de
propiedades del intervalo de confianza. Por ejemplo, el recurso disponible en
http://www.rossmanchance.com/applets/ ConfSim.html permite simular la extraccion
de n muestras para calcular los intervalos de confianza de la media o proporcion
cambiando parametros de la poblacion, tamafio de muestra, coeficiente de confianza y
numero de repeticiones. Estas simulaciones ayudaran también a superar la creencia de
que los extremos del intervalo son fijos y la interpretacion bayesiana del intervalo.

Otra recomendacién del proyecto GAISE (Franklin et al., 2007) es utilizar la
evaluacion de los estudiantes para apoyar el aprendizaje. Esta ha sido la finalidad de
nuestro trabajo, que puede interesar a los profesores que preparan a los estudiantes para
las pruebas de acceso a la universidad, ya que no todos los profesores tienen consciencia
de estos problemas (Lopez-Martin et al., 2019). Dichas dificultades también se
transmiten y pasan inadvertidas en los libros de texto (Gea, Lopez-Martin y Roa, 2015).

Finalmente, reconocemos las limitaciones de este estudio exploratorio, que se piensa
continuar con nuevas muestras de estudiantes y tareas complementarias.
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High school students’ understanding of confidence intervals
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Due to its many applications, an important topic in statistics is confidence intervals.
Many degrees include a subject that deals with this topic, which is also essential in
research. On the one hand, current teaching pays attention to theoretical and practical
aspects on confidence intervals, forgetting the importance of reflecting on their
interpretation. On the other hand, prior literature on the understanding of the confidence
intervals have focused on university students and researchers who used these intervals
in their publications. However, research on the understanding of high school students is
almost nonexistent. The objective of our work is to describe an exploratory study on the
understanding and interpretation of confidence intervals by students of the second year
of high school. In order to analyze this understanding and interpretation, we theoretically
drew on the ontosemiotic perspective and designed a questionnaire using items from
previous research as well as other original items. The first part of the questionnaire
includes six multiple-choice items that evaluate conceptual understanding on this
subject; while the second part is an open problem taken from the previous entrance to
university tests, in which students use their knowledge in a practical case. The sample
was constituted by 58 students of the social sciences modality in the Spanish system. In
this paper we describe the proposed questions and examine these students’ answers.
Although some of the errors observed had already been shown in previous research, we
also contribute to research in the field by documenting new errors. A major conclusion
is the need to increase the lesson time devoted to interpret confidence intervals, and to
reduce the lesson time for computational work, which is today solved by technology.
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