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Las tareas matematicas como instrumentos en la investigacion de los fenémenos de gestion
de la instruccién: un ejemplo en geometria

Resumen

Este trabajo demuestra como el uso de problemas en clase de geometria puede ser utilizado para
traer a la superficie fendbmenos en la gestion de la instruccion. Se describen y ejemplifican dos clases
de fendmenos, en particular: la adaptacion de los problemas para que su trabajo inicial por parte de
los alumnos se beneficie de las normas de situaciones de instruccion existentes en la clase, y la
transicién a otra situacion de instruccion que permita al maestro adjudicarle valor a la tarea
realizada. El trabajo discute estos fenémenos en el contexto de un anélisis a priori del problema de las
bisectrices de un cuadrilatero.
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As tarefas matematicas como instrumentos na investigacdo dos fenémenos de gestdo do
ensino: um exemplo em geometria.

Resumo

Este trabalho mostra como o uso de problemas nas aulas de geometria pode ser utilizado para
trazer a superficie fendmenos na gestdo da actividade lectiva. Descrevem-se e exemplificam-se duas
classes de fendmenos em particular: a adaptacdo dos problemas de forma que o trabalho inicial sobre
eles, por parte dos alunos, beneficie das normas de ensino existentes na aula e, também, a transi¢do a
outra situacdo de ensino que permita ao professor valorizar a tarefa realizada. O trabalho examina
estes fendmenos num contexto de uma andalise a priori do problema das bissectrizes de um
quadrilatero.
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Mathematical tasks as tools for research on the management of mathematics instruction: an
example from Geometry®

Abstract

This paper shows how the use of problems in geometry can be a research tool to bring to the
surface some phenomena in the management of instruction. It describes and exemplifies two classes of
phenomena: the adaptation of problems so that students’ initial work on them takes advantage of
norms of existent instructional situations, and the transition to a different instructional situation that
permits the teacher sanction the work done as valuable. The paper discusses these phenomena in the
context of an analysis a priori of the problem of the angle bisectors of a quadrilateral.

Key words. Task, problem, instruction, contract, situation.

Devoirs de mathématiques comme outils dans I'étude des phénoménes de gestion de
la formation: un exemple en géomeétrie.

Résumé

Ce travail démontre comment ['utilisation de problémes en classe de géométrie peut faire surgir
certains phénomeénes de la gestion de ['instruction. On décrit avec des exemples deux genres de
phénomenes, en particulier: [’adaptation des problémes pour que le travail initial des éléves se
bénéficie des normes des situations d’instruction qui existent dans la classe et la transition a une
nouvelle situation d’instruction qui permet au professeur d’assigner une valeur a la tache réalisée.
Dans ce travail on discute ces phénomeénes dans le contexte d’une analyse a priori du probléme des
bissectrices d’un quadrilatere.

Paroles clés. Tache, probléme, instruction, contrat, situation.

Las propuestas curriculares estimuladas en Estados Unidos por los estandares del
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 1989, 2000) incluyeron
importantes desarrollos en lo que podria describirse como curriculo centrado en tareas
matematicas problemas o consignas cuya ejecucion por parte de los estudiantes daria
lugar al uso de conocimientos previos en nuevas situaciones, al aprendizaje de
conocimientos nuevos, o al ejercicio de practicas matematicas importantes (como
simbolizar, demostrar, conjeturar, etc.). La escuela media, en particular, que en
Estados Unidos incluye a nifios entre las edades de 11 a 13 afios (grados 6-8), ha sido
terreno fértil para la implementacion de tales materiales de estudio, a juzgar por la
popularidad de algunos de éstos, como Connected Mathematics (Lappan, Fey,
Fitzgerald, Friel, & Philips, 1998). A nivel internacional ha habido un interés notable
en describir de qué manera tales tareas matematicas dan lugar a comportamientos y
aprendizajes matematicos por parte de los estudiantes (por ej., Smith & Stein, 1998;
Stein, Grover, & Henningsen, 1996; Tzur, Zaslavsky, & Sullivan, 2008; Watson &
Mason, 2006; Zaslavsky & Sullivan, 2011). En tal contexto, autores de materiales de
estudio e investigadores han hecho notar cémo los maestros alteran las tareas
matematicas, algunas veces reduciendo la demanda cognitiva de tales tareas
(Henningsen, & Stein, 1997; Remillard, 1999).

1 Este escrito es una revision y traduccion al castellano, hecha por el autor, del manuscrito ingles
inédito “Tasks that embody knowledge, tasks that probe teaching” disponible en
http://hdl.handle.net/2027.42/62486. Las ideas presentadas en este escrito fueron desarrolladas con
recursos provistos por la U.S. National Science Foundation a través de subsidios REC 0133619 y ESI
0353285. Las opiniones expresadas son solamente del autor y no representan necesariamente la
posicion de la National Science Foundation. El autor agradece comentarios de Gloriana Gonzalez y
Takeshi Miyakawa a una version anterior.
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El argumento principal de este ensayo es que las alteraciones que el maestro
inflige a las tareas obedecen a necesidades en la gestion de los procesos de
instruccion; en particular a la necesidad de encontrar un entorno de trabajo viable y a
la necesidad de darle un valor al trabajo hecho. Una tarea matemaética puede
representar el quehacer matematico, ademas de hacer uso de objetos y procedimientos
matematicos. En ese sentido, una tarea es una representacion de la actividad
matematica, encarnada en las interacciones entre personas e instrumentos culturales.
Tareas que involucran a los estudiantes en calcular, definir, conjeturar, representar, y
demostrar son importantes, porque proveen a los estudiantes acceso a experiencias
personales en el quehacer matematico. Pero precisamente porque la realizacion de las
tareas depende de las acciones de los estudiantes, la medida en que ellas vayan a
proporcionar experiencias personales en el quehacer matematico depende de si el
trabajo conjunto ha representado legitimamente aquel quehacer. Asi, las tareas
matematicas no solo ofrecen oportunidades individuales de crecimiento (cognitivo o
emocional), también (y por lo menos con aquél propdsito) crean reproducciones
publicas de las practicas matematicas. De ahi que la tarea del maestro, como
responsable de la gestion de la instruccion, y a propdsito de las tareas, incluye no
solamente involucrar a los estudiantes en el trabajo sino también darle un valor a ese
trabajo, como minimo en términos de sus cualidades matematicas.

Por otra parte, cuando se emprende una tarea en un aula, aquélla puede ajustarse a
las costumbres de trabajo conjunto o en caso contrario generar perturbaciones. Sin
duda la tarea puede perturbar la cognicion de los estudiantes (como cuando se crea un
conflicto cognitivo). Pero lo que es de especial interés para mi es la magnitud en la
gue una tarea puede perturbar la instruccion (el sistema de transacciones habituales
entre maestro y alumnos a propdsito del contenido). Una tarea puede crear una
oportunidad para que los estudiantes hagan un trabajo matematico que no es habitual
y, de esa manera, (ademas de crear oportunidades matematicas y de aprendizaje)
perturbar la instruccion. Una tarea puede ser asi un instrumento para la investigacion
en instruccion: Puede ocasionar respuestas y reacciones de parte del sistema de
instruccion que informen sobre la capacidad del sistema para dar cabida a tal tipo de
trabajo matematico. Una tarea puede, en particular, perturbar la labor de un maestro,
trayendo a la superficie tensiones en la gestion de la instruccion, tensiones que suelen
estar ocultas en condiciones normales de trabajo.

La prosecucion de una tarea puede requerirle al maestro que gestione esas
tensiones, dandole al observador la oportunidad de ver cémo la racionalidad practica
de la enseflanza (Herbst & Chazan, 2003) funciona para recuperar o preservar el
orden. En este trabajo, muestro como hacer un analisis a priori de la tarea desde el
punto de vista del maestro, apuntando lo que se puede aprender acerca de la
ensefianza y su racionalidad practica.

1. Problema, tareay situacion

En Herbst (2006) he propuesto algunas distinciones de vocabulario que permiten
examinar los fendmenos que ocurren en la instrucciébn a proposito de las
tareas. Uso problema para referirme a la pregunta matematica cuya respuesta requiere
el desarrollo o la utilizacion de una idea matematica. Este uso se basa en Brousseau
(1997), que define un problema como es una pregunta cuya respuesta depende de una
teoria matematica la cual justifica un concepto, férmula o método con los cuales se
puede responder a la pregunta. Asi un problema es, fundamentalmente, una
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representacion de un conocimiento: el problema apunta al conocimiento que ayuda a
resolverlo tal como el significante apunta al referente en una representacion.

En este trabajo uso el problema de las bisectrices (de un cuadrilatero): ;Qué se
puede decir acerca de las bisectrices de los angulos de un cuadrilatero? Este problema
refiere a un conjunto de proposiciones sobre cuadrilateros.” Cuando una pregunta
como aquélla se le plantea a una persona educada matematicamente, la pregunta
apunta tacitamente a un tipo de productos, recursos y operaciones involucrados en
contestarla. Un matematico no se contentaria diciendo que “hay cuatro bisectrices”,
no se limitaria a hacer un diagrama y a tomar algunas mediciones, y daria por sentado
que cualquier cosa que él o ella se atreviera a afirmar sobre las bisectrices deberia al
menos aspirar a ser demostrada. Tales comportamientos matematicos no se pueden
esperar naturalmente por parte de artistas, carpinteros, o nifios pequefios. Del mismo
modo, si una clase de geometria de secundaria se ocupara de ese problema, si el
problema se convirtiera en una parte de la practica de una clase, lo haria de una
manera particular: los alumnos se inclinarian a hacer algunas operaciones en
particular, a usar recursos particulares y a orientarse a objetivos particulares. El
desarrollo potencial o real del trabajo en un problema en el tiempo y por un agente en
particular es lo que yo llamo unatarea. Un mismo problema puede dar lugar a
muchas tareas.

Basado en el trabajo de Doyle (1988), he utilizado tarea para referirme a
las unidades de significado que se pueden determinar en la observacion del trabajo
matematico en la clase. Una tarea consiste en las acciones e interacciones orientadas a
un objetivo particular; una tarea constituye asi un contexto practico en el que los
estudiantes pueden llegar a pensar acerca de las ideas matematicas en juego en un
problema. Una tarea es el desarrollo temporal de un sistema de interacciones entre un
agente cognoscente y un problema. La tarea puede ser modelada al identificar
su producto o meta (cuyo logro marca el final de la tarea), sus recursos (las
representaciones simbolicas y materiales y las herramientas disponibles, como por
ejemplo el registro utilizado para plantear el problema) y sus operaciones (las
maneras de hacer que estan disponibles). Asi, una tarea le da una vida posible a un
problema.

La tercera idea fundamental es la de situacion de instruccion. Encuentros en el
aula no son eventos unicos en su tipo, de la misma manera que las conversaciones en
las que participamos en la vida diaria no son Gnicas. Los actos de habla con los que
participamos en una conversacion no son completamente originales, sino que se
aprovechan de la organizacion social de la experiencia que le provee contexto (y a
veces hasta un guion): Nuestra respuesta a la pregunta “;como te va?”, en un
intercambio casual con un compariero de trabajo en el pasillo de la oficina, es
probablemente muy distinta de la respuesta a la misma pregunta cuando vamos a su
casa de visita (Goffman, 1997; véase también Berne, 1996). Un fendmeno similar
existe en instruccion: Los comportamientos de estudiantes y maestros se ajustan no
solamente a las demandas de la tarea sino también a las expectativas de la situacion de
instruccion que da marco a la tarea. Uso la expresion situacion de instruccién para

Z Este conjunto de resultados incluye dos teoremas centrales. EIl primero es que las bisectrices de los
angulos de un cuadrilatero forman un nuevo cuadrilatero cuyos angulos opuestos son suplementarios;
(este cuadrilatero esta bien definido si se consideran sus vértices como determinados por las
intersecciones de bisectrices de angulos consecutivos). El segundo teorema es que las bisectrices de los
angulos de un cuadrilatero son concurrentes si y solo si la suma de las longitudes de los dos pares de
lados opuestos del cuadrilatero dado es constante.
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referirme a cada uno de los conjuntos de acuerdos tcitos que permiten el desarrollo
de una tarea, por ejemplo autorizando algunas operaciones pero no necesariamente
otras.

Una tarea no ocurre en el vacio, sino que se beneficia del contexto en el que se la
presenta, incluyendo en particular los acuerdos tacitos asociados a la seleccion de
palabras en su enunciado (Mason, 1999). Estos elementos de contexto, aunque
profundamente relacionados con las matematicas, no se refieren tanto al universo de
acciones epistémicas posibles que una persona puede tomar al resolver un problema
particular, sino mas bien al papel que ese tipo de trabajo habitualmente juega en el
cumplimiento de las obligaciones curriculares incluidas en el contrato didactico de
una clase. En la clase de geometria de la escuela secundaria estadounidense,’ por
ejemplo, algunos problemas pueden asignarse en una situacion de “exploracion”
(donde los estudiantes miden y manipulan diagramas dados con la meta de ofrecer
observaciones Yy conjeturas), otros problemas se asignan en una situacion de
“construcciéon” (donde los estudiantes utilizan instrumentos para crear un diagrama),
otros problemas se asignan en una situacion de “calculo” (donde los estudiantes
utilizan datos sobre algunas dimensiones y propiedades conocidas de una figura dada
para proponer y resolver calculos con los cuales obtener otras dimensiones de una
figura), y otros problemas se asignan en una situacion de “demostracion” (donde los
estudiantes conectan un enunciado asumido con otro a probar, ambos dados por el
maestro, mediante una cadena de enunciados intermedios conectados
deductivamente).* Cada una de esas situaciones permite el desarrollo de ciertas tareas
canonicas al estimular ciertos comportamientos por parte de los estudiantes y
desaconsejar otros al crear expectativas acerca de lo que el maestro debe de proveer o
garantizar. Cada una de esas situaciones permite al maestro atestiguar el aprendizaje
de distinto tipo de conocimientos en juego. La posibilidad de que un mismo problema
pueda provocar diferentes tipos de comportamientos por parte de los estudiantes (es
decir, pueda dar lugar a diferentes tareas) depende de la situacion de instruccion en la
cual se plantea el problema. Este uso de la palabra situacion procede de la sociologia
de E. Goffman (pero no es incompatible con el uso que G. Brousseau da a situaciones
didéacticas) para referirse a las unidades de trabajo habitual o a los marcos de trabajo
gue permiten a los problemas convertirse en tareas.

Mi hipdtesis es que la interaccion en las aulas se organiza en torno a la realizacion
de una serie de situaciones de instruccion que son unidades o contextos de trabajo
habitual. Tareas originales pueden ocurrir contra el trasfondo de situaciones
conocidas; cuando esas tareas originales se presentan, requieren la negociacion del
contrato didactico y algunas de esas negociaciones dan lugar a nuevas situaciones de
instruccidon. A lo largo de un afio de instruccion algunas situaciones de instruccion de
cursos anteriores pueden reactivarse y adaptarse y otras desarrollarse desde cero para
gestionar la ensefianza de distintos conocimientos. Estas situaciones son Utiles en la
ensefianza, ya que facilitan al maestro la gestion de intercambios o transacciones
entre, por un lado, el trabajo que hacen los estudiantes, y por otro lado, la atestacion
que el maestro debe hacer acerca de los conocimientos que han estado en juego. Cada
una de estas situaciones de instruccion es como un tipo de inversidn en la economia

3 Por lo general esta clase se ofrece a estudiantes avanzados en el noveno grado (entre 14 y 15 afios) y
a otros estudiantes en el décimo grado (15 y 16 afios).

4 Véanse: Herbst y Brach (2006); Herbst, Chen, Weiss, y Gonzalez, Nachlieli, Hamlin, y Brach
(2009); Herbst, con Gonzalez, Hsu, y Chen, Weiss, y Hamlin, (2010)
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de intercambios simbdlicos de la clase: cada una de esas situaciones crea un espacio
para la participacion de los estudiantes en ciertos tipos de tareas matematicas y a la
vez permite la ensefianza y el aprendizaje de un conjunto de conocimientos. Una
situacion es, pues, un espacio para el comercio entre el trabajo matematico en el aula
por un lado y los créditos asociados a obligaciones curriculares que el maestro debe
de otorgar por el otro.

Como Herbst y Brach (2006) argumentan para el caso de las situaciones de
“demostracion” en geometria, las situaciones de instruccion dan lugar a algunas
tareas que son canénicas o normales, en las que todo lo que se hace se
sobreentiende. Por ejemplo, en una situacion de “demostracion” va de suyo que se
espere que los estudiantes justifiquen cada uno de los enunciados con una razon, pero
no es habitual que se espere de los alumnos la construccién de una recta auxiliar. Un
experimento de instruccion en el cual se utilizara el problema de las bisectrices de los
angulos de un cuadrilatero, podria describirse al decir que se perturba el sistema de
instruccidn pues genera la participacion de la clase en una tarea que no es habitual en
ninguna de las situaciones de ensefianza existentes. Tal intervencion tendria el fin de
observar como reacciona el sistema de instruccion a las perturbaciones inducidas por
dicha tarea. Se observaria como el maestro y sus estudiantes participan en dos tipos
posibles de negociacion, cada uno de los cuales incluye un tipo particular de “reparo”
de la presunciéon de que hay un ajuste entre la tarea y la situacion. Una de esas
negociaciones es la negociacién de la tarea y consiste en asumir que la tarea deberia
de pertenecer a una situacion conocida y por consiguiente denunciar la tarea dada
como inviable en tal situacion y negociar la transformacion de la tarea en otra que
cumpla con las caracteristicas esperadas en la situacion asumida. La otra negociacion
es una negociacion de la situacion: en esta negociacion se acepta la tarea y se
negocian las normas de interaccion que dan marco a la tarea, posiblemente creando
una nueva situacion o efectuando una transicion ad hoc. Llamamos “negociacion” a
las maniobras de gestidn realizadas por maestro y alumnos, tendentes a restablecer la
normalidad en su relacion de trabajo. Llamamos “reparo” a los comportamientos
mediante los cuales maestro o alumnos denuncian que algo no esta de acuerdo con la
norma. Y llamamos “ruptura” a las caracteristicas particulares de una tarea que
contravienen una norma de la situacion. Muy a menudo, los reparos son los pasos
iniciales de una negociacion. Los dos tipos de negociaciones descriptos son ejemplos
de lo que G. Brousseau llamaria negociaciones del contrato didactico: el contrato
correspondiente a una tarea o el contrato correspondiente a una situacion. Nos
reservamos el término “contrato” para referirnos al conjunto de normas méas generales
que vinculan a los estudiantes, el maestro, y los conocimientos en juego, como por
ejemplo la norma de que el maestro tiene el derecho de asignar problemas a los
estudiantes.

2. Investigando como el sistema de instruccion reacciona a las tareas

En mi trabajo, el interés en una tarea tiene que ver con cdmo un maestro gestiona
la tarea, buscando explicar los cambios observados en la tarea en términos de las
hipdtesis formuladas anteriormente: que el maestro debe no solamente hacer trabajar a
los alumnos, sino también operar una transaccion entre el trabajo de la clase y los
conocimientos en juego. En el caso especifico de un maestro que acepta asignar a los
estudiantes el problema de las bisectrices de un cuadrilatero, nos preguntamos
primero cudl es la situacion de instruccion que puede proporcionar el contexto inicial
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para que los estudiantes trabajen en ese problema. En particular, en esa situacion de
instruccion:

1. ¢Qué tipo de trabajo realiza una clase normalmente? ;qué aspecto tienen las
tareas candnicas?

2. ¢Qué obligacion curricular estéa por lo general en juego en ese trabajo?

Puede haber mas de una situacion de instruccion que permita al maestro asimilar
el problema de las bisectrices. Dada cualquiera de ellas, la prediccion es que el
problema se dara en la forma de una tarea que se asemeje a las tareas canonicas de tal
situacion. El trabajo de analisis a priori incluye identificar las variables de tareas y los
valores de esas variables que sirvan para describir las adaptaciones del problema que
efectuara el maestro.

La asimilacion de un problema a una situacion de instruccion puede convertirlo
en algo totalmente canonico. Sin embargo, es posible asimismo que el problema
perturbe esa situacién, mediante una tarea que no cumpla con las normas de la
situacion o mediante una tarea que no produzca plusvalia en términos de
conocimientos en juego. Surgen las siguientes preguntas, a propésito del problema de
las bisectrices:

3. ¢Cbmo pueden, las tareas que podrian desarrollarse a partir del problema de
las bisectrices en una situacion dada, perturbar la gestion del maestro?

4. ¢Cbmo podria la ejecucion de esas tareas desafiar la capacidad del maestro
para dar por cumplida alguna obligacion curricular?

Por ultimo, en el caso de que tales perturbaciones estén presentes, estariamos
interesados en anticipar cOmo un maestro y su clase podrian neutralizar la
perturbacion que las tareas emergentes impongan a la situacion de instruccién, es
decir,

5. ¢Cbémo podria un maestro gestionar la perturbacion en el trabajo de la clase
creada por las tareas asociadas con el problema de las bisectrices? En particular, ¢se
observa al maestro haciendo reparos que den evidencia de que la instruccion ha sido
perturbada? ;Se observa al maestro promover (a) una negociacion de la tarea o (b)
una negociacion de la situacién? ¢Como ocurre eso?

6. ¢Como podria el maestro dar cuenta del tiempo dedicado al problema de las
bisectrices? ;Genera este problema la necesidad de “crear” objetos de aprendizaje
para darle algin valor a la experiencia? ¢Es el tiempo pasado en la experiencia dado
por perdido?

Nuestro punto de vista tedrico predice que tales cambios sucederan. Anticipamos
que la decision de involucrar a los estudiantes en el problema de las bisectrices puede
ser viable en virtud de la existencia de una 0 més situaciones de instruccion dentro de
las cuales el problema puede ser presentado. Pero podemos predecir también que esa
decision sera seguida por una serie de reparos cuyo objetivo es restablecer el
orden. Algunos de los reparos intentaran convertir la tarea en una que se parezca mas
a las tareas candnicas de la situacion que se esta reproduciendo, mientras que otros
reparos intentardn convertirla en una situacion diferente. Finalmente, podemos
predecir que el maestro tendra que dar cuenta del tiempo dedicado, ya sea inventando
un objetivo de aprendizaje supuestamente logrado, participando en la tarea,
descartando deliberadamente el trabajo como una pérdida de tiempo, o identificando
elementos especificos de la labor realizada que puedan ser evaluados como
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cumplimiento de obligaciones curriculares genuinas. Este es el alcance de la discusion
gue hacemos a continuacién, mostrar que la teoria de las transacciones en instruccion
permite identificar a priori algunos fendmenos de la ensefianza.

2.1. El problema de las bisectrices de un cuadrilatero

Para ilustrar cbmo funcionan estas ideas en un analisis a priori consideramos el
problema

“Sabemos que las bisectrices de un tridngulo se encuentran en un punto. ;Qué
pasa con los cuadrilateros?” El problema se ha propuesto como parte de una unidad
sobre cuadrilateros, luego de que los estudiantes hubieran estudiado las definiciones y
algunos teoremas sobre cuadrilateros especiales. También hemos organizado sesiones
con grupos de maestros en los que se les pidié que consideraran cOmo usar este
problema para ensefiar cuadrilateros (véase Gonzalez y Herbst, 2008) o donde se les
ha mostrado representaciones del trabajo de una clase (hechas con dibujos animados)
en variaciones de este problema para estimular discusiones sobre el valor que le dan al
trabajo en la tarea (véase Aaron, 2011). En lo que sigue, describo en lineas generales
el andlisis a priori del problema con el que hemos estado analizando los registros de
esas experiencias.

2.1.1. ¢ Qué situacion de instruccion puede dar lugar al problema?

Sostengo que la ambigledad del problema propuesto hace posible que aquél
pueda caber en dos de las situaciones de instruccion que hemos encontrado en las
clases de geometria en secundaria (Herbst et al, 2010): el problema puede ser
planteado dentro de una situacion de construccion, asi como también dentro de
una situacion de exploracion. Describo estas situaciones y sus diferencias a
continuacion. EI maestro tiene la oportunidad de elegir la situacién en el momento de
decidir como presentara el problema a los estudiantes. Este momento implica tomar
decisiones sobre la posibilidad de ofrecer otros recursos (representaciones y
herramientas) a los alumnos junto con el enunciado del problema. Estas decisiones
daran forma al trabajo que los estudiantes puedan hacer en el problema (la tarea):
dependiendo de esas decisiones la tarea podra ser parecida a aquellas que se hacen
normalmente en situaciones de construccion o a las tareas que normalmente se hacen
en situaciones de exploracion.

Las variables de recursos siguientes ayudan a analizar el trabajo del maestro en el
momento de la presentacion del problema a la clase:

¢Se provee un diagrama? (Variable D: 5 valores)

i. No se provee un diagrama (ND)

ii. Se provee un diagrama de un cuadrildtero, realizando una de cuatro
combinaciones posibles que surgen de la consideracion de las dos variables
independientes que siguen, a saber

1. El diagrama incluye o no incluye las bisectrices (WAB 0 WOAB)
2. Las bisectrices del cuadrilatero provisto mediante el diagrama tienen o no
tienen una interseccion unica (WUI o WOUI, ver Figura 1)

¢Se provee alguna herramienta? (Variable T: 4 valores)
i. Ninguna herramienta provista (NT)
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ii. Herramientas de construccion solamente (por ej., compas, regla sin marcas)
(CT)

iii. Herramientas de construccion y medicion (por ej., regla graduada,
transportador) (MT)

iv. Software de Geometria Dindmica (DGS, por ej., GeoGebra)

\a e . .
C
D C
D
Figura 1a. WAB+WOUI Figura 1b. WOAB+WOUI
A A B
(& C
D D
Figura 1c. WAB+WUI Figura 1d. WOAB+WUI

Figura 1. Ejemplos de cruces de bisectrices

Como sefialamos anteriormente, al tomar esas decisiones al presentar el problema,
el maestro establece algunos caminos posibles para que el problema se desarrolle a
través del tiempo: Estas decisiones dan forma a la tarea. La Tabla 1 muestra como
cada combinacidn de estas variables convierte el problema en una tarea cercana a las
tareas canénicas de una situacién de exploracion o de una situacién de construccion.’

La Tabla 1 muestra la relacion entre las decisiones que anticipamos el maestro
tomara al momento de presentar el problema a los alumnos y las situaciones de
instruccién que pueden ser evocadas para dar marco al trabajo en el problema de las
bisectrices. El problema toma asi una existencia posible en la forma de una tarea que
se asemeja a una de las tareas candnicas de la situacion que le da marco.

Por supuesto, la tarea especifica que resulte puede variar dependiendo de las
decisiones tomadas: distintas combinaciones de diagrama y herramientas pueden
evocar la misma situacion (por ejemplo, tanto la eleccion de D3y T1 como la de D2 y
T3 pueden evocar una situacion de exploracion), pero aun desde el principio se puede
anticipar que las tareas seran diferentes. La decision de proveer un cuadrilatero cuyas
bisectrices no sean concurrentes y para el cual sus bisectrices ya hayan sido

5 El valor “ninguna” en algunas de las casillas de la tabla significa que no existe ninguna situacion de
instruccion que pudiera contener una tarea basada en el problema de las bisectrices de un cuadrilatero
con las asignaciones de Diagrama y Herramientas correspondientes a tal casilla en la tabla.
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construidas, y no proveer ninguna herramienta, puede permitir una exploracion trivial
donde los alumnos miran el diagrama y responden cuantas intersecciones creen que
puede haber. Por el contrario, la decision de proveer un cuadrilatero cuyas bisectrices
sean concurrentes y estén construidas y herramientas de medicion es méas probable
que permita una exploracion de las propiedades métricas de este tipo de
cuadrilatero. La Tabla 1 muestra que, dependiendo de las opciones que el maestro
elige al comienzo, la tarea puede parecerse mas a hacer algo (un diagrama) o a decir
algo (una declaracion sobre una figura).

Tabla 1. Situaciones de instruccion que pueden contener al problema de las bisectrices.

agg;ﬁ:?;{a T1: NT T2: CT T3: MT T4: DGS
D1:ND Ninguna Construccion Construccion Construccion
D2: WAB + WUI Ninguna Ninguna Exploracion Exploracién
D3: WAB + WOUI  Exploracion ~ Ninguna Exploracion Exploracién
D4: WOAB + WUl Exploracion  Construccion Construccion Construccion
D5: WOAB + WOUI  Exploracion ~ Construccion Exploracion Exploracion

Obviamente, ninguna de las situaciones que se evocan a partir de las decisiones
tomadas a proposito de las variables D y T obliga al estudiante a hacer las cosas de una
Unica manera. Esas decisiones no separan totalmente la construccion de diagramas de la
construccion de enunciados. Algunas de esas decisiones, por ejemplo D5 y T3,
permitirian un poco de construccion como parte de la exploracion. Y los estudiantes
siempre pueden hacer otras cosas que las que estan habilitadas por las elecciones del
maestro. Por ejemplo, los estudiantes podrian dejar de lado todos los recursos provistos,
dibujar otro cuadrilatero a mano alzada, esbozar sus bisectrices, agregarles valores
variables, y deducir que algunos pares de angulos son suplementarios. No estoy diciendo
que estos desarrollos son imposibles o siquiera que el maestro vaya a desalentarlos; estoy
diciendo que las decisiones del maestro fomentan que el alumno vea el problema como
uno de los problemas de construccion o exploracién canonicos en los que o bien los
estudiantes tienen que hacer un diagrama con exactitud (construccidn), o bien tienen que
describir un diagrama verbalmente (exploracién). Tal estimulo tiene un costo, es decir,
que si bien es posible que los estudiantes hagan otra cosa que lo candnico en esas
situaciones, ello es también inesperado (en el sentido de que no le es posible al maestro
hacer a los estudiantes responsables de otras operaciones).

De este analisis a priori podemos anticipar que si bien el maestro puede tener
expectativas personales sobre la matematica que podria hacerse en respuesta al
problema, las demandas del proceso de instruccion pueden llevarlo a presentar el
problema junto con recursos (diagramas y herramientas) que den forma inicial a una
tarea basada en el problema y perteneciente a una situacion de instruccion familiar.
Las normas de esta situacioén pueden hacer aquellas expectativas menos probables.

Las diferencias fundamentales entre la situacion de construccién (hacer un
diagrama) y la de exploracion (decir algo acerca de una figura) pueden describirse en
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términos del registro de los productos requeridos por las tareas canonicas en cada
situacion. En una situacion de construccion, el trabajo a realizar incluye como
caracteristica principal la producciéon de un diagrama. En una situacion de
exploracién, el trabajo a realizar incluye como caracteristica principal la produccion
de una declaracién acerca de una figura. Se incluyen dentro de las situaciones de
exploracién lo que a veces se llama “conjeturar”: en estas situaciones de exploracion
se involucra la inspeccion visual y se espera que los estudiantes produzcan un
enunciado general acerca del concepto abstracto representado mediante el diagrama
dado. Las exploraciones también pueden utilizar instrumentos de medicién, plegado
de papel, etc.

2.1.2. ;Como podria una tarea basada en el problema de las bisectrices
perturbar la situacion?

Examinemos ahora cémo una tarea basada en el problema de las bisectrices y
presentada en una determinada situacion podria perturbar las caracteristicas normales
de la situacién. Existe la posibilidad de que el problema se presente con el diagrama
de un cuadrilatero con sus bisectrices, y con unas herramientas de medicion: En tal
caso, nuestro analisis predice que el trabajo se enmarcard en una “exploracion” que
probablemente genere respuestas triviales como “no son concurrentes”. Es probable,
sin embargo, que el maestro enmarque el problema en una situacién de construccién
dandoles a los estudiantes el diagrama de un cuadrilatero cuyas bisectrices no
concurririan pero sin incluirlas en el diagrama e incluyendo herramientas de
construccion o medicion. En este caso la pregunta “;qué se puede decir ...?”
generaria la tarea de construir las bisectrices primero y luego mostrar en el diagrama
si las bisectrices se encuentran en un punto o no. Se podria esperar que el maestro
asigne esa tarea para involucrar individualmente a los estudiantes y repasar sus
conocimientos previos sobre bisectriz, creando como subproducto de esa tarea las
cuatro bisectrices que son recursos para una nueva tarea. Se podria esperar que luego
de que los estudiantes construyeran las bisectrices, el maestro pasaria el problema a
una nueva situacion (por ejemplo una situacion de exploracién) en la que se les pida a
los estudiantes que conjeturen propiedades de la figura que acaban de construir. Si
éste fuera el plan, se presenta un doble desafio. Por una parte, la necesidad de
exactitud en la construccion de la primera tarea (construir las bisectrices), lo que
recomendaria que el maestro dedique tiempo a ese trabajo y, por otra parte, la
necesidad de que la primera tarea tome un tiempo relativamente corto (pues su valor
agregado es solamente en tanto que recurso para la segunda tarea, que el maestro
puede valorar en términos de cuales o cuantos enunciados han sido conjeturados o del
ejercicio de la practica matematica de formular conjeturas). Esto ilustra una manera en
que un problema como éste puede perturbar la situaciéon: Para convertirlo en una
ocasion de trabajo para los estudiantes, puede requerir la generacion de tareas
intermedias que incrementen el trabajo de gestion del maestro generando en particular
tareas que compiten entre si por los mismos recursos de tiempo y que presentan tanto
oportunidades como dificultades.

Las tareas de construccion en las que no se provee el diagrama son mas complejas
debido a que dejan a los estudiantes la eleccion de qué cuadrilatero dibujar para
empezar. Hemos utilizado esta tarea en multiples ocasiones y hemos observado que
los estudiantes tienen una serie de comportamientos prototipicos. Estos incluyen (1) la
eleccion de un cuadrilatero especial para el cual las bisectrices se encuentran en un
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punto (hemos observado a estudiantes hacer esto con casos correctos como cuadrados
0 rombos, y con casos incorrectos como romboides y paralelogramos, donde
comenten el error de asumir que las diagonales son bisectrices). Esos
comportamientos incluyen también (2) la eleccion de un cuadrilatero donde los
estudiantes pueden demostrar que las bisectrices de los angulos no concurren en un
punto (hemos observado a estudiantes hacer esto con rectangulos y con trapecios no
isosceles.

Considerando el trabajo de toda la clase en cada caso, uno puede esperar una
diversidad de diagramas por parte de los estudiantes, produciendo diferentes casos de
interseccion de bisectrices tal como lo que describimos a continuaciéon. Esta
diversidad presenta posibilidades y desafios al maestro. El desafio principal radica en
como aumenta la complejidad de la gestion mientras mas respuestas se soliciten de los
estudiantes: si bien al no dar un diagrama de antemano el maestro puede devolver a
los estudiantes la responsabilidad de trabajar en el problema, cuanto mas de ese
trabajo se haga publico, menos claro puede llegar a ser qué es lo que se estd
produciendo. Esto puede presentar un desafio al maestro: como puede el maestro dar
cuenta del trabajo realizado en términos de una obligacion curricular, si el trabajo de
los estudiantes se centra en las particularidades de distintos cuadrilateros especiales.

De acuerdo con lo anterior, enmarcar el problema de las bisectrices en una
situacién de construccion puede traer dificultades. Consideremos nuevamente el caso
en que el problema se presente en una situacion de exploracion pero esta vez donde el
diagrama es dinamico. Por ejemplo, supongamos que los estudiantes reciben un
diagrama como el de la Figura 1a, en el que un cuadrilatero es representado junto con
sus bisectrices, que no son concurrentes, en la pantalla de una calculadora grafica.
Para evitar la respuesta trivial mencionada mas arriba, anticipamos que el maestro
sustituira la pregunta “;qué puede decirse de las bisectrices de los angulos ...” por una
de las siguientes:

P1 - ;Qué se puede decir sobre el cuadrilatero formado por las intersecciones de
las bisectrices de angulos consecutivos?

P2 - ;Con qué cuadrilatero habria que empezar para que las intersecciones de sus
bisectrices produzcan una figura interesante?

P3 - ;{Qué deberia de ser cierto de un cuadrilatero para que sus bisectrices se
encuentren en un punto?

Las tareas lanzadas por P1 y P3 se centraran en la exploracion de declaraciones
generales sobre la figura. Idealmente P1 podria estimular el trabajo orientado a
afirmar la propiedad de que los angulos opuestos del cuadrilatero formado por las
intersecciones son suplementarios. Alternativamente, P3 podria estimular el trabajo
orientado a afirmar la propiedad de que, si los pares de lados opuestos del cuadrilatero
dado suman la misma longitud, las bisectrices se encuentran en un punto. El objetivo
de la tarea en P1 es describir el cuadrilatero resultante, mientras que el objetivo de la
tarea en P3 es describir el cuadrilatero dado. Las operaciones disponibles son
similares en las dos tareas: los estudiantes pueden elegir qué vértices arrastrar 0 que
lados o angulos medir; pueden inspeccionar el diagrama, pueden dibujar rectas
auxiliares, y pueden calcular con las cantidades disponibles. Algunas de esas
operaciones son mas probables que otras. En particular, debido a que el cuadrilatero
dado y (excepto en los casos especiales de romboide, rombo y cuadrado en P3) aquél
cuyas bisectrices son concurrentes resultan tan irregulares, anticipamos que no se les
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ocurrird a los estudiantes tomar medidas de segmentos o &ngulos para comprobar qué
propiedades tiene la figura dada. EI conocimiento previo de los cuadrilateros
especiales (cuéles son y qué propiedades tienen) funcionar4 como un obstaculo, en el
sentido de que los estudiantes reduciran el objeto de la tarea a buscar el nhombre de
una figura como la respuesta a la pregunta en lugar de pensar en definir el cuadrilatero
buscado mediante sus propiedades (en este caso propiedades de las medidas de sus
lados). El problema por lo tanto desafia la situacion de exploracion en el sentido de
que las operaciones habituales que los estudiantes hacen cuando exploran una figura
son poco probables de incluir las operaciones que ellos tendrian que hacer con el
cuadrilatero dado con el fin de encontrar una afirmacion general. Por el contrario,
algunas de las operaciones que podrian hacer (arrastrar vértices o medir lados y
angulos) podrian conducirles a hacer afirmaciones demasiado particulares: P1 y P3
podrian convertirse en P2y, por lo tanto, eludir la produccion de las declaraciones
generales en juego.

La tarea P2 crea un tipo muy diferente de desafio. Aqui anticipamos que los
estudiantes arrastraran el cuadrilatero dado de tal suerte que se parezca a una figura
conocida (en particular, una figura con nombre paralelogramo, trapecio, rectangulo,
etc.) y observaran qué figura (qué cuadrilatero) forman las bisectrices. La apariencia
que va tomando esta nueva figura a medida que el estudiante arrastra los vértices de la
figura dada, provee el feedback que les lleva o bien a arrastrarla ain mas o bien a
detenerse. Esperamos que los estudiantes encontraran una serie de correspondencias
entre variaciones del cuadrilatero dado (obtenidas mediante arrastre) y las figuras
resultantes formadas por las intersecciones de las bisectrices. El desafio de esta tarea
es centrarse en las correspondencias que derivan de propiedades conceptualmente
importantes. Por ejemplo, los estudiantes pueden arrastrar el cuadrilatero dado para
que forme un rombo y observar que las bisectrices son concurrentes pues coinciden
con sus diagonales; pero también puede arrastrar el cuadrilatero dado para que forme
un “dardo” o “punta de flecha”. El desafio de la tarea no es tanto si acaso los
estudiantes podran encontrar algo (que es probable que lo encuentren) sino mas bien
si lo que los alumnos encuentren dara lugar a la adquisicion o el uso de un
conocimiento matematico importante. Cabe acotar que la mayoria de los resultados
posibles de las exploraciones de los estudiantes en P2 se podria utilizar como recurso
para desarrollar una pieza valiosa de matematicas, pero ello requeriria por parte del
maestro una transicion clave, pasando de una situacion de exploracion a una situacion
de demostracion. Sin eso, el trabajo podria convertirse en uno de los que ofrece una
multiplicidad de lugares de interés, donde mucho de lo que termina siendo explorado
son curiosidades geométricas de poca importancia (por ejemplo, observar que las
bisectrices de los angulos de un trapecio is6sceles forman un romboide) y donde esas
curiosidades son tantas que el tiempo necesario para completar la exploracion se
puede extender bastante. Méas aun, algunas de esas propiedades dan lugar a pruebas
interesantes: Por ejemplo, la propiedad que afirma que el cuadrilatero formado por las
bisectrices de un rectangulo es un cuadrado puede ser probada sencillamente por los
alumnos usando adicion o substraccion de segmentos, y asi puede dar lugar a una
consideracion de la practica matematica de probar un caso que aplica a todos los casos
sin pérdida de generalidad. El desafio del maestro es darle valor al tiempo dedicado a
formular las conjeturas y como utilizar la tarea inicial P2 para obtener una cantidad de
conjeturas suficientemente grande como para que incluya algunas cuyas
demostraciones puedan ser educativas y, a la vez, dar por finalizada la tarea P2 para
iniciar una situacion de prueba lo antes posible.
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2.1.3. Gestion y valorizacion a proposito del problema de las bisectrices

Ahora estamos en condiciones de esbozar una anticipacion de lo que el maestro
puede llegar a hacer para manejar los problemas de gestion y rendicion de
cuentas. Estos problemas se ven representados en las siguientes preguntas (que fueron
formuladas anteriormente):

¢Cémo podria un maestro gestionar la perturbacion en el trabajo de la clase
creada por las tareas asociadas al problema de las bisectrices?

¢Cbémo podria un maestro dar cuenta del tiempo dedicado por la clase al problema
de las bisectrices?

Consideramos una vez mas las tareas P1, P2 y P3 listadas mas arriba. Esperamos
que, si se las deja seguir su curso sin vigilancia, cada una de las tareas P1 y P3 puede
resultar en que los alumnos den por terminada la tarea afirmando que el cuadrilatero
no tiene nada de especial o de lo contrario convirtiéndose en la tarea P2. Anticipamos
que para mantener el trabajo centrado en la elaboracion de una declaracion general, el
maestro puede gestionar ese evento ya sea mediante la negociacion de la tarea o la
situacion. En particular,

El maestro puede transformar la tarea en otra en la cual se le dice al estudiante:

P4 - Mida usted esto y aquello, haga tal y tal otra cosa con aquellas medidas.
¢Qué puede concluir?

El maestro puede cambiar la situacion, dando lugar a una tarea que se enmarque
en una situacion de calculo, por ejemplo:

P5a - Teniendo en cuenta que éstas son las medidas de los angulos del
cuadrilatero original, encuentre una expresion algebraica para la medida de cada uno
los angulos del cuadrilatero formado por las intersecciones (ver Figura 2a), o bien

P5b - Suponiendo que los angulos del cuadrilatero dado miden lo que indica la
figura, cuéles son las medidas de los angulos del cuadrilatero formado por las
bisectrices? (Figura 2b)

El maestro puede también cambiar la situacion e introducir una situacion de
demostracion. Por ejemplo, luego de que los alumnos se ocupen de P1, el maestro
puede iniciar

P6 - Teniendo en cuenta que éstas son las bisectrices de los angulos, demostrar
que ZFEH y ZFGH son suplementarios (incluyendo la figura 2a, pero sin las
variables asignadas a los angulos). (Una tarea analoga podria ser concebida al
transformar P3 en un ejercicio de demostracion).

En el caso de P2, esperamos que el maestro podra reparar la tarea y pedirle a los
estudiantes que registren todos los resultados obtenidos en una tabla y exploren si
pueden generalizar en qué condiciones las bisectrices se encuentran en un punto. Por
otra parte, esperamos que el maestro pueda también reparar la situacion,
convirtiéndola en una situacion de demostracion, proponiendo, por ejemplo,
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Figura 2a. Figura 2b.

Figura 2. Diferentes presentaciones de la tarea

P7 - Dado un paralelogramo y sus bisectrices, demostrar que el cuadrilatero
formado por sus bisectrices es un rectangulo.

O bien

P8 - D@ que ABCD es un romboide y que BE es la bisectriz de ZABC.
Demostrar: DE es bisectriz de Z/ADC (ver Figura 3).

Figura 3. Representacion de los datos de P8

Este esbozo del tipo de trabajo que necesita ser gestionado pone de manifiesto que
el problema de las bisectrices tiene potencial como herramienta para explorar la
ensefianza. Puede ser utilizado para observar cémo las normas de una situacion
imponen condiciones para la conversion de un problema en una tarea, y para observar
como el devenir de una tarea provee feedback al maestro que le lleve a iniciar reparos
de la tarea o0 aun de la situacion. En particular, el caso del problema de las bisectrices
ilustra que para mantener una version del problema en la palestra es muy probable que
el maestro tenga que negociar cambios en la situacion. Cada uno de esos cambios le
requiere al maestro dar cuenta del tiempo dedicado al trabajo en tareas anteriores.
¢COmo puede el maestro dar valor al tiempo pasado en el problema de las
bisectrices?

Nuestro analisis anterior, si bien anclado en un ejemplo de situacién de
exploracién usando geometria dinamica, podria ser reproducido para otras
instrumentaciones posibles. La interpretacién del problema de acuerdo con la tarea P2
y continuada con tareas como P7 o P8 se prevé como una forma en que el problema
de las bisectrices podria encontrar una existencia estable en una clase de
geometria. Este tipo de trabajo podria ser justificado como un repaso de los
cuadrilateros especiales y sus propiedades. En la primera tarea, muchos cuadrilateros
podrian ser investigados, permitiendo algunos cuadrilateros idiosincraticos como el
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“dardo” y tolerando la percepcion visual como medio de control, pero también
contribuyendo al repaso de nombres y propiedades. Esta amplia oportunidad para que
los alumnos recuerden lo estudiado puede permitirle al maestro proponer ejercicios de
demostracion en los que los estudiantes tienen la oportunidad de repasar las
definiciones y las propiedades de los cuadrilateros con precision. Del mismo modo, la
interpretacion del problema de acuerdo con la tarea P1 y seguido por las tareas P5 o
P6 puede ser justificada como una aplicacion no trivial de las propiedades de la suma
de los angulos de un cuadrilatero y de un triangulo.

Mientras que el trabajo realizado en torno al problema de las bisectrices podria
justificarse como “repaso” o “aplicacion” de las propiedades de los cuadrilateros, es
evidente que, dado que dicho repaso podria ser alcanzado a través de otras tareas (por
ejemplo, una hoja de ejercicios en los que los alumnos completen espacios en blanco con
las propiedades), el sostenimiento de una tarea basada en el problema de las bisectrices
deberia justificarse usando otros aspectos de la labor realizada. Es decir, a menos que la
experiencia con el problema pueda considerarse valiosa en virtud de algo mas que los
contenidos especificos de geometria que los estudiantes deban de aprender, y no sélo
como un repaso o aplicacion de lo que ya han aprendido sobre cuadrilateros, se podria
predecir que esta tarea tendra pocas oportunidades de supervivencia.

3. Conclusién

Este documento, necesariamente breve, describe el tipo de analisis de tareas que
me resulta Gtil hacer en mi investigacion sobre la ensefianza. El analisis gira en torno
a diferenciar tres constructos para hablar de cosas que normalmente se denominan
“tareas” en la literatura — ellos son el problema, la tarea y la situacion. Esa distincion
permite asignar un conjunto de fendmenos en la ensefianza: la negociacion de
cambios en el trabajo matematico (las negociaciones de la tarea) y la negociacion de
los cambios en el entorno de trabajo que enmarca este trabajo matematico dandole
valor (las negociaciones de la situacién). La idea de este analisis es que la tarea y la
situacion son mecanismos complementarios de interaccion en el aula. La existencia de
una situacion puede permitir la viabilidad inicial del problema, inicializar una tarea
cercana a las tareas canonicas en esta situacion utilizando las ideas de aquel problema.
El desarrollo del trabajo en la tarea puede perturbar la ensefianza dando lugar a
negociaciones que amplian la gama de acciones aceptables en la tarea y, a la larga,
cambiando la situacion. Esos dos mecanismos son elementos de un lenguaje de
descripcion de la interaccion en el aula, un lenguaje que puede ayudar a analizar las
matematicas encarnadas en la accion, asi como las matematicas en juego. En la
medida que un analisis como este puede anticipar los acontecimientos del aula, éste
puede ayudar a los creadores de materiales de estudio y proporcionar apoyo a los
maestros para gestionar la implementacion de tales materiales de estudio. Finalmente
puede ayudar a los observadores en el aula a ver la ensefianza, particularmente las
alteraciones que los maestros hacen de las tareas matematicas en el aula, con empatia.
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